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1. Einleitung

Wir werden uns in dieser Arbeit mit einer Struktur beschéftigen, welche das Konzept
der Unabhéngigkeit aus der Linearen Algebra verallgemeinert und auf verschiedenste
Gebiete der Mathematik anwendbar macht. Diese Struktur heifit Matroid und enthélt
im Wesentlichen eine endliche Grundmenge zusammen mit Systemen von Teilmengen,
die als abhdingig oder unabhingig bezeichnet werden. Ein Beispiel aus der linearen Al-
gebra ist eine endliche Menge von Vektoren, von denen man jede Teilmenge genau dann
unabhéngig nennt, wenn die darin enthaltenen Vektoren linear unabhingig sind. Ein
weiteres Beispiel aus einem anderen Gebiet der Mathematik ist die Graphentheorie, die
uns im Rahmen dieser Arbeit besonders interessiert. Hier bezeichnet man eine Teilmenge
der Kanten eines Graphen als unabhéngig, wenn sie keinen Kreis enthélt.

In dieser Arbeit stellen wir zunéchst eine Erweiterung des Konzepts der Knotenféarbbar-
keit von Graphen auf Matroide vor. Dabei nutzen wir die Tatsache, dass eine k-Knoten-
farbung eines planaren gerichteten Graphen dquivalent ist zur Existenz eines NZ-k-Flusses
in dessen Dual. Fiir nichtplanare Graphen ist jedoch kein Dual definiert. Hier setzt die
Erweiterung auf orientierte Matroide an, denn fiir diese ist immer ein Dual definiert.
Wie bei dualen Graphen setzen wir die k-Farbbarkeit eines orientierten Matroids gleich
mit der Existenz eines sogenannten NZ-k-Koflusses, das ist ein NZ-k-Fluss im Dual. Die
chromatische Zahl eines orientierten Matroids ist ein recht junger Begriff, vgl. [HNO06].
Im Gegensatz zu Graphen ist unklar, ob die chromatische Zahl invariant fiir alle Orien-
tierungen eines Matroids ist.

Wir stellen auch eine Erweiterung der Hadwiger-Vermutung H(3) fiir Graphen auf ori-
entierte Matroide vor. Sie besagt, dass ein orientierbares Matroid ohne NZ-3-Kofluss
einen Ky-Minor hat. Im Gegensatz zu H(3) fiir Graphen ist die Verallgemeinerung auf
orientierbare Matroide jedoch nur eine Vermutung und nicht bereits bewiesen.

Der Fokus liegt fiir uns auf der Untersuchung von Transversalmatroiden, denn diese
haben keinen K4-Minor. Dies motiviert die Fragestellung, ob fiir sie die Umkehrung von
H (3) gilt und sie dreifirbbar sind.

Da Transversalmatroide aber nicht orientiert sind, und offen ist, ob die chromatische
Zahl eine Invariante fiir alle Orientierungen eines Matroids ist, ndhern wir uns der Fra-
gestellung von einer anderen Seite.

Wir koénnen anhand einer besonderen Eigenschaft einer unter Minoren abgeschlossenen
Klasse nichtorientierter Matroide die Dreifirbbarkeit aller ihrer schleifenfreien Orien-
tierungen folgern. Diese Eigenschaft ist die Existenz einer Kolinie, auf der mehr einfa-
che als nichteinfache Kopunkte liegen. Was das genau bedeutet und wie das mit der
Dreifarbbarkeit der Orientierungen zusammenhéngt, werden wir im Rahmen dieser Ar-
beit vorstellen und an 2 ausgewéihlten Beispielen untersuchen.



Urspriinglich hatten die Professoren Winfried Hochstéttler und Louis Goddyn die Ver-
mutung, dass es so eine Kolinie in Transversalmatroiden immer gibt. Die Beispiele, die
wir hier untersuchen, stellten sich jedoch im Beweis als so schwierig heraus, dass diese
Vermutung in Frage gestellt wurde. Fiir die verdreifachte Vierpunktgerade haben sie
durch aufwendige Handrechnung gezeigt, dass diese kein Gegenbeispiel ist, jedoch ver-
mutet, dass sich ein Gegenbeispiel finden liefle, wenn man ein etwas komplexeres Beispiel
wéhlt. Dieses Beispiel ist die verdreifachte Fanoebene, welche wir hier ebenfalls untersu-
chen.

Fiir unsere Untersuchungen nutzen wir die Mathematik-Software SAGE. Dazu imple-
mentieren wir ein Modell fiir Transversalmatroide, um anschlieffend alle Kolinien und Ko-
punkte unserer zwei Beispielmatroide systematisch zu durchsuchen. Da die unabhéngigen
Mengen eines Transversalmatroids dquivalent sind zu Matchings in bipartiten Graphen,
benutzen wir fiir diese Implementierung einen Algorithmus, der maximale Matchings in
bipartiten Graphen ermittelt. Diesen Algorithmus, der von Hopcroft und Karp entwickelt
wurde, vgl. [HK73|, werden wir ebenfalls kurz vorstellen.



2. Praliminarien

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Begriffe, die fiir das Verstdndnis dieser Arbeit
notig sind, wiederholt. Dies sind v.a. Grundbegriffe aus der Graphentheorie. Das Konzept
der Knotenfarbung wird kurz wiederholt, auflerdem werden Minoren eingefiihrt.

2.1. Grundbegriffe der Graphentheorie

Die nachfolgenden Definition orientieren sich, soweit nicht anders angegeben, an [Seil3|

und [Aig76].

Definition 2.1.1 (Graph). Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Knoten-
menge oder Eckenmenge V und einer Multimenge F = {{u,v}|u,v € V'} von ungeord-
neten Paaren {u,v}, genannt Kanten.

Wenn ein ungeordnetes Paar mehrfach in der Kantenmenge FE vorkommt, spricht man
von parallelen Kanten, eine Kante {u,u} = {u} nennt man Schleife. Ein Graph ohne
parallele Kanten und ohne Schleifen heif3t einfach oder schlicht.

Benachbarte Knoten u,v, also solche, die durch eine Kante {u,v} von G verbunden
sind, nennt man adjazent, und man sagt, sie inzidieren mit der Kante {u,v} oder sie
sind inzident zu dieser Kante. Benachbarte oder adjazente Kanten sind solche, die einen
gemeinsamen Endknoten haben, also e; Neg = {v} fiir ein v € V.

Definition 2.1.2 (Vollstdndiger Graph Kj). vgl. [Diel0, S. 3]. Ein schlichter Graph
G(V, E), bei dem jeder Knoten zu allen anderen Knoten adjazent ist, heifit vollstindig.
Er wird mit K} notiert, wobei k = |V ist.

Definition 2.1.3 (Bipartiter Graph). vgl. [Aig06, S. 106]. Ein Graph G(V, E) heifit
bipartit, wenn wir dessen Knotenmenge so in 2 disjunkte Teilmengen V = V1UV5 zerlegen
konnen, dass jede Kante von G einen Knoten in Vj hat und einen Knoten in Vs, also
wenn e N Vy # 0 und e NV, # () fiir alle e € E ist.

Definition 2.1.4 (Matching). vgl. [Aig06, S. 137]. Sei G(V1UV3, E) ein bipartiter Graph.
Eine Menge M C E paarweise nichtadjazenter Kanten heif3t Matching. Die Matchingzahl
von G gibt die grofftmogliche Kardinalitét eines Matchings von G an. Ein Matching heifit
Mazimum Matching, wenn seine Kardinalitit mit der Matchingzahl {ibereinstimmt.



Definition 2.1.5 (Digraph). Ein Digraph D = (V, E) besteht aus einer endlichen Kno-
tenmenge oder Eckenmenge V und einer Multimenge E = {(u,v)|u,v € V'} von geord-
neten Paaren (u,v), genannt Pfeile oder gerichtete Kanten.

Wenn e = (u,v) ein Pfeil von D ist, dann bezeichnen wir mit et := v den Endknoten
von e und mit e~ := u den Anfangsknoten von e.

Definition 2.1.6 (Orientierung). Sei D(V, Ep) ein Digraph. Der Graph G(V, Eg) mit
E¢ = {{u,v} | (u,v) € Ep} ist der dem Digraphen D unterliegende Graph. Jeder Di-
graph, fiir den ein Graph G ein unterliegender Graph ist, ist eine Orientierung von

G.

Definition 2.1.7 (Weg). vgl. [Aig76, S. 5,220]. Sei G(V, E) ein gerichteter oder unge-
richteter Graph. Ein Weg von einem Knoten vy zu einem Knoten vy ist eine Folge von
Pfeilen oder Kanten (vg,v1), (vi,v2),..., (vk—1,v%) aus D mit v; # v; fiir i # j. Zwei
Wege von vy nach vy heiflen knotendisjunkt, wenn sie aufler vg und vy keinerlei Knoten
gemeinsam haben.

Definition 2.1.8 (Kreis). Ein Kreis C,, ist eine Folge paarweise verschiedener Knoten
UL, U, .« .y Up Mit {uj, w1} € B, i=1,...,n— 1 und {u,,u1} € E. Die Lange von C,
ist die Anzahl n der Knoten bzw. Kanten.

Definition 2.1.9 (Zusammenhang). Sei G(V, E) ein Graph. Zwei Knoten u,v € V
heiflen wverbindbar und sind zusammenhangsdquivalent v ~, v, wenn ein Kantenweg
{{u, w1}, {w1, w2}, ..., {wg,v}} € E von u nach v existiert. G heifit zusammenhéngend,
wenn 2 beliebige Knoten von G stets verbindbar sind. Zusammenhangsédquivalenz ist
eine Aquivalenzrelation auf V.

Definition 2.1.10 (Komponenten). Die durch diese Zusammenhangséquivalenz erzeug-
ten Graphen G;(V;, E;) mit E; := {{u,v}|{u,v} € F und u,v € V;} nennt man die
Zusammenhangskomponenten oder einfach Komponenten von G.

Definition 2.1.11 (Rang und Korang). vgl. [Har69, Kor. 4.5(b), 4.6(b)]. Sei G(V, E) ein
Graph mit k£ Zusammenhangskomponenten. Wir definieren den Rang bzw. Kozyklenrang
von G als r(G) := |V| — k und den Korang bzw. Zyklenrang von G als ' (G) := |E| —
V] + k.

Definition 2.1.12 (Kokreis). Sei G(V, E) ein zusammenhéngender Graph. Eine Kanten-
menge T' C F heifit trennende Kantenmenge, wenn G'(V, E\T') nicht zusammenhéngend
ist. Eine minimale trennende Kantenmenge, d.h. eine trennende Kantenmenge, fiir die
keine echte Teilmenge trennend ist, heiffit Kokreis.



Definition 2.1.13 (Kantenkontraktion). Sei G(V, E) ein Graph und e* = {u;,us} eine
Kante in G. Kantenkontraktion ist eine Operation auf G. Sie wird bezeichnet mit G/e* :=
(V', E") mit

ut gV

V=V \e"u{u*}

E':={eeFE|ene =0} U{{v,u*}|{v,u1} € E oder {v,us} € E}.

Dabei wird die Kante e* mit ihren inzidenten Knoten entfernt und dafiir ein neuer
Knoten u* eingefiigt. Fiir jeden Knoten, der mit u; oder us oder mit beiden benachbart
war, wird eine neue Kante zu u* eingefiigt.

Definition 2.1.14 (Minor). vgl. [EM11]. Ein Graph G’ heifit Minor eines Graphen
G(V,E), wenn er durch ein- oder mehrfache Anwendung der folgenden Graphenopera-
tionen aus G erzeugt werden kann:

(i) Kantenkontraktion: G’ = G/e mit e € E.
(ii) Loschung von Kanten: G' = G'(V, F'), wobei F' C E.
(iii) Loschung isolierter Knoten: G/ = G'(V/,E) mit {v e V |Je€ E:ve€e} DV DOV

2.2. Farbungen und Fliisse in Graphen

Planare Graphen und Dualitét

Definition 2.2.1 (planarer Graph). vgl. [Weib]. Ein Graph heifit planar oder plittbar,
wenn er auf einer Ebene so gezeichnet werden kann, dass sich die Kanten des Graphen
nicht kreuzen. Die von Kanten umschlossenen Fliachen heiflen Gebiete von G.

In Abbildung ist ein planarer Graph G(V, E) mit Knoten V = {vy,...,v5}, Kanten
E ={ei,...,es} und Gebieten F' = {f1,..., fs} abgebildet.

U3

J3

L
U1 €1 U2 €6 U5

Abbildung 2.1.: Ein planarer Graph G und seine Gebiete



Definition 2.2.2 (Dualer Graph). vgl. [Har69, S. 113], [Whi32, S. 351]. Haben wir eine
planare Darstellung eines zusammenhéngenden Graphen G gegeben, so konstruieren wir
sein Dual G* wie folgt: Wir platzieren einen Knoten in jedem Gebiet von G, einschliefllich
des umgebenden dufleren Gebiets. Wenn 2 Gebiete durch eine Kante x von G getrennt
sind, verbinden wir die korrespondierenden Knoten in diesen Gebieten mit einer Kante
z*, welche die Kante x kreuzt, aber keinerlei andere Kanten.

Falls G nicht zusammenhéngend ist und die X Komponenten G1(V1, E1), ..., G (Vk, Ex)
hat, dann definieren wir G* anhand der Duale seiner Komponenten G3(Vi*, EY), ...,
G (Vi Ef) durch G* == G*(V*, E*) mit V* = I, V/* und E* = I, E}, vgl. [Whi32,
S. 353].

Im Allgemeinen kann ein plattbarer Graph G unterschiedliche planare Einbettungen
und somit auch unterschiedliche Duale besitzen. Fiir jedes Dual G* gilt aber, dass es
ebenfalls planar ist und ein Dual von G* ist (G*)* = G, vgl. [Har69, S. 114]. Wenn G
aber 3-zusammenhéngend is1£|7 dann ist die planare Einbettung von G' und somit auch
dessen Dual G* eindeutig.

Der Graph aus Abbildung ist zusammen mit seinem dualen Graphen G*(V*, E*) mit
V* = {fi, f2, f3} und E* = {e],...,ef} in Abbildung dargestellt. Die Darstellung
ist angelehnt an [Diel0) S. 118], Abbildung 3.6.1.

Abbildung 2.2.: Ein planarer Graph G und sein Dual

Wir stellen fest, dass wir die Kanten von G und G* eindeutig einander zuordnen kénnen,
mittels einer Bijektion, die einer Kante e von G gerade die Kante aus G* zuordnet, welche
die an e grenzenden Gebiete verbindet. Wir bezeichnen diese der Kante e zugeordnete
duale Kante mit e*.

Fiir einen planaren Digraphen D kénnen wir analog dazu ebenfalls ein Dual D* definie-
ren: Dazu orientieren wir die Kanten in D* in einer speziellen Art und Weise: Wenn wir
der Kante e in D von ihrem Startknoten zum Endknoten folgen, kreuzen wir e*. Dabei
soll e* so orientiert sein, dass sie aus einer Drehung von e im Uhrzeigersinn hervorgeht,
vgl. [NR9Y, S. 15], [Diel0, S. 174] und Abbildung [2.3]

'Ein Graph G heifit k-zusammenhiingend, wenn man mindestens k& Knoten aus G entfernen muss, um
einen nicht mehr zusammenhéngenden Untergraphen zu erhalten.



Abbildung 2.3.: Ein planarer Digraph D und sein Dual

Satz 2.2.3 (Dualitét von Kreisen und Kokreisen). vgl. [Diel0, Prop. 3.6.1] Sei G(V, E)
ein planarer Graph, dann ist C' C F genau dann die Kantenmenge eines Kreises in G,
wenn C* := {e* | e € C'} ein minimaler Schnitt bzw. Kokreis in G* ist.

Knotenfarbungen

Definition 2.2.4 (Firbung, chromatische Zahl). vgl. [Diel0, Kap. 4]. Eine k-Fdrbung
eines Graphen G(V, E) ist eine Abbildung ¢ : V' — {1,...,k} mit c(u) # c(v) fiir je 2
adjazente Knoten u,v € V. Oft interessiert man sich fiir das kleinste k € N, fiir das eine
k-Féarbung von G existiert. Dieses k wird durch die chromatische Zahl x(G) bezeichnet.
Wenn x(G) < k gilt, so sagt man, dass G k-firbbar ist.

Damit ein Graph iiberhaupt knotenfirbbar ist, muss er schleifenlos sein. Die Existenz
paralleler Kanten hat offenbar keinen Einfluss auf die Farbbarkeit.

Satz 2.2.5 (Hadwiger-Vermutung H(k)). vgl. [Diel0, S. 196], [Had43]. Wenn ein Graph
farbbar ist mit x(G) > k, dann hat er einen K} als Minor.

Diese Vermutung ist bewiesen fiir die Féalle & < 6, fiir k¥ > 6 ist das Problem offen. Wir
werden in Abschnitt eine Ubertragung dieser Vermutung auf Matroide vorstellen.
Der Fall H(4) ist d4quivalent zum Vierfarbensatz:

Satz 2.2.6 (Vierfarbensatz). vgl. [Weia]. Jeder planare schleifenlose Graph ist vierférb-
bar.



Fliisse

Definition 2.2.7. vgl. [Diel0] S. 161] und [NR99, Kap. 31.1]. Ein Rundfluss in einem
Digraph ist eine Abbildung f : F — Z, sodass fiir jeden Knoten die Summe der ein-
flieBenden Werte ) _,_, f(e) gleich der Summe der ausflieBenden Werte > ___  f(e) ist.

Daraus folgt, dass fiir Rundfliisse f fiir jedes v € V' die Summe iiber die zu v inziden-
ten Kanten f(v) = > r.cp|vmery f(€) + Xfecr | vme—y —f(€) = 0 ist. Dabei ist f(v)

eine verkiirzende Schreibweise fiir diese Summe. Erweitert man dies auf eine beliebige
Teilmenge S C V von Knoten, erhilt man

Satz 2.2.8. vgl. [Diel0, Prop. 5.1.1] Ist f ein Rundfluss und S C V| so gilt
fS)=">  fle + > —fe)

{e€E | et€S} {e€E | e~ €S}

=> > fle) + > (e
veS \{e€E | et=v} {e€E | e~ =v}

=0

Definition 2.2.9 (k-fluss, Nowhere-Zero-Fluss, NZ-k-Fluss). Sei f ein Rundfluss. f
heifit k-Fluss (k € N), falls |f(e)] < k Ve € E. f heiit Nowhere-Zero-Fluss oder NZ-
Fluss, falls f(e) # 0 Ve € E. f heifit NZ-k-Fluss, falls f ein k-Fluss und ein NZ-Fluss
ist, also 0 < |f(e)| < k Ve € E.

Satz 2.2.10. vgl. [NR99, Satz 4], [Diel0, Kor. 5.1.2]. Sei G(V, E) ein ungerichteter
Graph. Dann hat G einen NZ-k-Fluss mit einem k € N fiir jede seiner Orientierungen
genau dann, wenn G keine Briicke enthélt. Eine Briicke ist eine Kante, fiir den der Graph
G — e =G'(V,E\ {e}) mehr Komponenten hat als G selbst.

Definition 2.2.11. Die Flusszahl ¢(D) ist das kleinste k € Z, sodass ein NZ-k-Fluss
im Digraphen D existiert.

Der Zusammenhang zwischen Fliissen und Farbungen

Sei G ein planarer Graph mit seinem Dual G* und sei ¢ : V* — {1,..., k} eine k-Farbung
von G*. Dann definieren wir eine Abbildung ¢* : E* — {0,+£1,...,£k — 1} durch
o*(e*) = ¢*((e* ,e*T)) = c(e*t) — c(e*™), wobei e*~ der Startknoten und e** der
Endknoten von e* in G* ist. Weiterhin definieren wir ¢ : E — {0, +1,...,+k — 1} durch
o(e) = ¢*(e*) fur die korrespondierenden Kanten von G. Die Abbildung ¢ ordnet also
jeder Kante von G die Differenz zu, die sich aus der Farbung des rechts von ihr liegenden
Gebiets und der Farbung des links von ihr liegenden Gebiets bildet, vgl. [NR99, S. 16].

Wir erhalten somit den folgenden Satz.



Satz 2.2.12. vgl. [NR99, Satz 5|, [Diel0, Satz 5.5.3] Fiir einen planaren Graphen G
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Gebiete von G sind k-férbbar.

(ii) G* ist k-farbbar.

(iii) Es existiert ein NZ-k-Fluss in G.
Mit Satz gilt fiir alle Kokreise C* von G*, dass ¢*(C*) = 0 ist. Daraus folgt mit
Satz dass ¢(C) = 0 fiir jeden Kreis C von G ist.

Eine sehr detaillierte Herleitung des Zusammenhangs zwischen Féarbungen und Fliissen
kann man in [Diel0], Kapitel 5.5 finden. Die Notation unterscheidet sich allerdings stark
von der hier verwendeten.
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3. Matroide

In diesem Kapitel werden die fiir diese Arbeit wichtigsten Begriffe aus der Theorie der
Matroide zusammengefasst. Zunéchst werden in den Abschnitten [3.1] bis [3.4] grundlegen-
de Definitionen und Axiomensysteme vorgestellt. Eine sehr griindliche Einfiihrung in die
Theorie nichtorientierter Matroide bietet |[GM12|; das Standardwerk ist [Ox111].

In Abschnitt werden orientierte Matroide eingefiihrt, die das Konzept der Orien-
tierung von Graphen auf Matroide erweitern. Das Standardwerk in diesem Bereich
ist [Bj6+99]. In Abschnitt wird das Big Face Lattice vorgestellt. Dieses Konzept
benétigen wir spater, wenn wir die in Abschnitt vorgestellte Erweiterung des Begriffs
der Firbbarkeit orientierter Matroide fiir nichtorientierte Transversalmatroide nutzen
wollen, was in Abschnitt [3.8] geschieht.

3.1. Grundlegende Definitionen

FEin Matroid ist eine Mengenstruktur, die das Konzept der linearen Unabhéngigkeit aus
der Linearen Algebra erweitert. Es gibt viele dquivalente Definitionen.

Definition 3.1.1 (Matroid, Unabhéngigkeitsaxiome). vgl. [GM12, Def. 1.3] Ein Matroid
M(E,T) ist eine endliche Grundmenge E zusammen mit einer Familie Z = {1, Is,...,}
von Teilmengen von F, die folgende Eigenschaften hat:

(I1) Es gilt Z # (). (nicht trivial)

(I2) Wenn X € Zund Y C X, dann Y € Z. (Abgeschlossenheit unter Teilmengenbil-
dung)

(I3) Wenn X,Y € 7 und |X| < |Y|, dann gibt es ein z € Y \ X, sodass X U {z} € 7.
(VergroBerungs- oder Austauscheigenschaft)

Nachfolgend bezeichnen wir mit M oder M(E,Z) stets ein Matroid, £ dessen Grund-
menge und Z wie in Definition

Definition 3.1.2 (Abhéingigkeit, Basis, Kreis). Die in Z enthaltenen Mengen heilen
unabhdngig, alle anderen Teilmengen von E heiflen abhdngig. Eine maximale unabhéngige
Menge nennt man Basis. Eine minimale abhéngige Menge heifit Kreis, d.h. jede echte
Teilmenge eines Kreises ist unabhéngig.

Wegen (12) ist ein Matroid schon durch die Menge seiner Basen eindeutig bestimmt.
Auch die Menge der Kreise legt ein Matroid eindeutig fest, vgl. [Ox104} S. 9] und |[GM12,
Kap. 2].
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Satz 3.1.3 (Basisaxiome). vgl. [GM12, Def. 2.4.]. Sei B ein Mengensystem iiber einer
endlichen Grundmenge E. Dann bildet B die Menge der Basen eines Matroids iiber F
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(B1) B #0.
(B2) wenn By, By € B, dann |B;| = |Ba].

(B3) Seien By,Bs € B und z € B; \ By. Dann gibt es ein y € By \ By, sodass (B; \
{z}) U{y} € B gilt.

Alle Basen eines Matroids haben also die gleiche Kardinalitéit (M), die auch als Rang
des Matroids bezeichnet wird.

Satz 3.1.4 (Kreisaxiome). vgl. [Ox104, Satz 3.1]

a) Sei M ein Matroid und C die Menge seiner Kreise. Dann geniigt C den folgenden
Eigenschaften:

(CL) B ¢C
(02) Wenn C1,C5 € C und Cq C Cg, dann C7 = Cs.

(C3) Seien C1,C5 € C mit C7 # Cy und sei e € C; N Cy. Dann gibt es ein C3 € C
mit C3 C (Cl U 02) \ e.

b) Sei umgekehrt C ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge F mit den
Eigenschaften (C1), (C2) und (C3) und enthalte Z diejenigen Teilmengen I von E
mit C' ¢ I fiir alle C' € C. Dann ist M(F,Z) ein Matroid und die Menge seiner
Kreise ist C.

Satz 3.1.5 (Kreismatroid). Vgl. [Wel76| S. 10]. Sei G = (E, V) ein Graph. Enthalte 7
genau die Kantenmengen, die keinen Kreis von G enthalten. Dann ist (E,Z) ein Matroid
mit den unabhingigen Mengen Z und wird als Kreismatroid M(G) bezeichnet. Die
Kreise von G sind die Kreise C des Matroids M(G), vgl. [Ox104, S. 6].

Definition 3.1.6 (graphisches Matroid). Ein Matroid, welches isomorph zu einem Kreis-
matroid ist, wird als graphisches Matroid bezeichnet.

Sei G(V, E) ein zusammenhéngender Graph. Dann sind die Basen von M(G) genau die
maximalen Kantenmengen in G, welche keinen Kreis enthalten, also die Kantenmengen
der G aufspannenden Biume. Die Kardinalitit der Basen ist gleich r(M(G)) = |[V|—1 =
r(G). Vgl. [Ox104, S. 9].
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Satz 3.1.7 (Vektormatroid). vgl. [Ox104, S. 4]. Sei A eine Matrix iiber dem Korper
K, also A € K™*™ mit Spaltenindizes £ = {1,...,n}. Z enthalte genau diejenigen Teil-
mengen von F, fiir welche die zugeordneten Spalten von A jeweils eine Menge linear
unabhéngiger Vektoren tiber K bilden. Dann ist M[A] = (F,Z) ein Matroid und wird
Vektormatroid von A genannt.

Definition 3.1.8 (Linearitéit bzw. K-Repriisentierbarkeit, Regularitéit). Ist ein Matroid
M isomorph zu einem MJA] fiir eine Matrix A € K"*" dann heifit M linear oder
genauer K-reprdsentierbar und die Matrix A heifit K-Reprdsentation von M.

Matroide, die Fo- bzw. Fs-reprisentierbar sind, heiflen bindr bzw. terndr. Matroide, die
iiber allen Korpern représentierbar sind, heiflen requldr.

Definition 3.1.9 (Uniformes Matroid). vgl. [Wel76, S. 10]. Sei E eine Menge mit |E| = n
und sei Z die Menge aller Teilmengen von E mit Kardinalitdt < r. Dann ist M(E,7)
ein Matroid vom Rang 7 und wird bezeichnet als das uniforme Matroid U,.,,.

Definition 3.1.10 (Rang). vgl. [GM12, Kap. 2.3.1] Sei M(E,Z) ein Matroid und A C
E. Der Rang von A ist die Kardinalitdt der gréfiten unabhingigen Teilmenge von A,

r(A) := maxsca{|I||I € Z}. Den Rang kann man auch auffassen als eine Funktion
T: P(E) — Np.

Satz 3.1.11 (Rangaxiome). vgl. [GM12, Satz 2.15] Eine Abbildung r : P(E) — Ny
ist genau dann die Rangfunktion auf einem Matroid M(E,Z), wenn sie die folgenden
Rangazxiome fiir alle A, B C FE erfiillt:

(rl) 0 <r(A) <|A|.
(r2) Wenn A C B, dann r(A) < r(B).
(r3) r(AUB) +r(ANB) <r(A)+r(B).

Die unabhéngigen Mengen von M sind gerade die Teilmengen I C E mit r(I) = |I|.

Definition 3.1.12 (Unterraum). vgl. [GM12, Def. 2.16]. Eine Menge F' C E heifit Un-
terraum, Flat oder abgeschlossene Menge, falls das Hinzufiigen eines beliebigen Elements
x € E'\ F den Rang erhoht, also wenn r(F U {z}) > r(F) fir alle x € E'\ F ist.

Jedes Matroid hat genau einen Rang-0-Unterraum. Dies ist die Menge aller Schleifen
von M, bzw. die leere Menge, falls M keine Schleifen hat. Wenn r den Rang von M
bezeichnet, dann ist der einzige Rang-r-Unterraum von M gerade dessen Grundmenge
E. Die Unterrdume vom Rang r — 1 nennt man Kopunkte oder Hyperebenen von M,
die Unterrdume vom Rang r — 2 heiflen Kolinien. Man sagt auch, Kopunkte haben den
Korang 1 und Kolinien haben den Korang 2.

Auch anhand der Unterrdume kann ein Matroid eindeutig definiert werden:
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Satz 3.1.13 (Unterraumaxiome). vgl. |[Ox111} 31f]. Eine Familie F von Teilmengen einer
endlichen Menge F ist genau dann die Familie der Unterrdume eines Matroids auf der
Grundmenge F, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(F1) E € F.
(F2) Wenn Fy, Fy € F, dann F1 N F, € F.

(F3) Sei F' € F und seien {F1,..., Fj} die minimalen Mengen aus F, die F' als echte
-k
Teilmenge enthalten. Dann ist | J,_; (F; \ F') eine Partitionierung von E \ F.

Wie der néchste Satz zeigt, ist jeder Unterraum aufler E selbst ein Schnitt von Hy-
perebenen. Daher ist es nicht {iberraschend, dass auch die Menge der Hyperebenen ein
Matroid eindeutig festlegen. Auf die Wiedergabe des Axiomensystems verzichten wir an
dieser Stelle.

Satz 3.1.14. vgl. [OxI11}, Prop. 1.7.8] Sei F' ein Unterraum des Matroids M mit r(F') =
r(M) — k, k > 1. Dann gibt es eine Menge {Hi,..., Hr} von Hyperebenen, sodass
F=N, H.

Sei L beispielsweise eine Kolinie von M und seien Hy, ..., Hy die Kopunkte mit . C H;,
1 <4 < k. Dann ist der Schnitt von je 2 dieser Kopunkte gleich L. Aulerdem kann
man wegen (F3) anhand dieser Kopunkte eine Partitionierung des Komplements von L
bilden:

E\L=(H,\L)U...U(Hy\ L),

wobei die Mengen (H; \ L), 1 < i < k, paarweise disjunkt sind.

Definition 3.1.15 (Abschluss). vgl. |OxI11, Def. 1.4.1]. Sei r die Rangfunktion des
Matroids M(E,T). Wir definieren

cl: P(E) = P(E), c(A):={x e E|r(AUz)=1(A)}.
Diese Funktion definiert einen Abschlussoperator auf M, d.h. es gilt fiir alle A, B C E:
(i) ACcl(A)
(il) ACB = cl(A) Ccl(B)
(iii) cl(cl(A)) = cl(A), vel. [AigT76, S. 16].
Die Menge F der Unterrdume von M enthélt also genau die Mengen F' C E mit cl(F) =
F, vgl. [OxI11} S. 28].

Sei A C E. Wir sagen, dass A die Menge cl(A) aufspannt oder erzeugt. Wir bezeichnen
A als M aufspannend, wenn r(A) = r(M) oder dquivalent dazu, wenn cl(A) = E.
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Definition 3.1.16 (Schleifen, Koschleifen, einfaches, koeinfaches Matroid). vgl. |Aig76,
S. 18] und [GM12, Def. 2.8].

(i) Ein Element e € E heifit Schleife, wenn e in keiner Basis von M enthalten ist,
oder dquivalent dazu, wenn e € cl(0).

(ii) Gilt fiir p,q € E, dass cl(p) = cl(q), so heiflen p und ¢ parallel.

(iii) Ein Element, welches in allen Basen von M enthalten ist, heifit Briicke oder Isth-
mus.

(iv) Ein Matroid, welches weder Schleifen noch parallele Elemente enthélt, heifit ein-

fach.

(v) Ein Matroid ohne Briicken und ohne koparallele Elemente heifit koeinfach.

Satz 3.1.17. Aquivalent zu den o.g. Definitionen von Briicken und Schleifen gilt folgen-
des, vgl. |OxI11} S. 31]:

(i) Eine Briicke ist in keinem Kreis enthalten.

(ii) Eine Schleife ist in keinem Kokreis enthalten.

3.2. Minoren

Im folgenden bezeichnet M oder M(E,T) ein beliebiges Matroid, E bezeichnet dessen
Grundmenge und Z die Familie der unabhéngigen Mengen von M.

Definition 3.2.1. vgl. [GM12, Def. 3.1]. Wir definieren die folgenden Operationen auf
Matroiden:

(1) Reduktion: Sei e € E keine Briicke von M. Dann hat das Matroid M — e die
Grundmenge E \ {e} und I ist genau dann unabhéingige Menge von M — e, wenn
I unabhéngig in M ist und e & I.

(2) Kontraktion: Sei e € E keine Schleife von M. Dann hat das Matroid M /e die
Grundmenge F \ {e} und I\ {e} ist genau dann unabhingige Menge von M /e,
wenn [ unabhéngig in M ist und e € I.

Aquivalent hierzu ist:

(2’) Kontraktion: Sei e € E keine Schleife von M. Dann hat das Matroid M /e die
Grundmenge E \ {e} und I ist genau dann unabhingige Menge von M /e, wenn
I U{e} unabhéngig in M ist und e ¢ I.
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Wenn e weder Briicke noch Schleife ist, kann man sich diese Operationen wie folgt
veranschaulichen: Man partitioniert die unabhéngigen Mengen von M in 2 Familien
T =T1UIy, sodass 7y = {I €Z|ee€ I} und Io = {I € T |e & I}. Dann bildet Z; nach
Entfernung von e aus allen Mengen gerade die unabhingigen Mengen von M /e und Zy
bildet die unabhéngigen Mengen von M — e.

Satz 3.2.2. vgl. [GM12, Prop. 3.7]. M ein Matroid mit Grundmenge E.
(i) Wenn e € E keine Briicke von M ist, dann gilt r(M —e) = r(M).
(ii) Wenn e € E keine Schleife von M ist, dann gilt r(M/e) =r(M) — 1.

Definition 3.2.3 (Minor). vgl. [Nicl2, S. 27].

(i) Ein Matroid, welches aus M mit einer Folge von Reduktionen erzeugt wird, heifit
Reduktionsminor von M.

(ii) Ein Matroid, welches aus M mit einer Folge von Kontraktionen erzeugt wird, heift
Kontraktionsminor von M.

(iii) Ein Matroid, welches aus M mit einer Folge von Reduktionen und Kontraktionen
erzeugt wird, heiflit Minor von M.

Die Reihenfolge, in der die Kontraktions- und Reduktionsoperationen angewendet wer-
den, ist vertauschbar unter der Voraussetzung, dass die Minoroperationen wohldefiniert
sind, vgl. |GM12, Prop. 3.8].

3.3. Transversalmatroide

Definition 3.3.1 (partielle Transversale). vgl. [Ox104, S. 19] Sei A = (A4, Aa,... Ap)

eine Familie von Teilmengen einer endlichen Menge E. Eine Teilmenge {x1,x9,..., 2k}
heifit partielle Transversale von A, wenn es eine injektive Abbildung ¢ : {1,...,k} —
{1,...,m} gibt, sodass z; € Ay fiir alle 1 <4 < k ist. Eine partielle Transversale mit

k = m hei3t Transversale.

Ein Beispiel mit £ = {1,2,3,4,5,6,7} und A = ({1,2,4},{2,3,5,6}, {5,6}, {7}) ist in
Abbildung [3.1] dargestellt. Es stammt aus [Ox104} S. 20].

Satz 3.3.2 (Transversalmatroide). vgl. [Ox104, S. 20]. Sei A = (A1, Ag,... A;,) eine
Familie von Teilmengen einer endlichen Menge E. Sei Z die Menge aller partiellen Trans-

versale von A. Dann ist (E,Z) ein Matroid. Es wird Transversalmatroid genannt und
wird mit M[A] bezeichnet.
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(a) Teilmengen A; von E (b) Eine Transversale von A

Abbildung 3.1.: Transversale

Wir kénnen die Mengenfamilie A mit E auch als einen gerichteten bipartiten Graphen
D(V1UVs, Ep) mit den Knotenmengen V; := E, V5 = A auffassen. Dann ist (a, 4;) genau
dann ein Pfeil von D, wenn a € A; ist. Eine Menge X C F ist genau dann partielle
Transversale von A, falls X durch |X| knotendisjunkte Pfeile mit einer Teilmenge von
E verbunden ist, vgl. [Aig76 S. 57]. Mit anderen Worten, die partiellen Transversalen
von A sind die Matchings des D unterliegenden ungerichteten bipartiten Graphen.

Satz 3.3.3. vgl. [Bonl0, Satz 2.5]. Transversalmatroide sind représentierbar iiber allen
unendlichen Koérpern, also insbesondere auch iiber Q und R.

Jedes uniforme Matroid ist ein Transversalmatroid. Wie in |Ox111, Bsp. 3.1.9] gezeigt
wird, ist jeder Minor eines uniformen Matroids wieder uniform.

Fiir Transversalmatroide gilt dies im Allgemeinen leider nicht, denn die Kontraktion eines
Transversalmatroids nicht notwendig wieder transversal, ein Gegenbeispiel liefert etwa
[Ox111, Bsp. 3.2.9]. Transversalmatroide sind jedoch abgeschlossen unter der Bildung
von Reduktionsminoren: Sei T C E. Dann ist M[A]\ T = M[A\ T], wobei A\ T =
(AL\T, A2\ T,..., A\ T), vgl. [OxI11} Satz 3.2.8].

Die kleinste Klasse der Matroide, welche alle Transversalmatroide enthélt und unter
Minorenbildung abgeschlossen ist, sind die Gammoide, welche wir nun vorstellen wollen.
Dazu benétigen wir vorab noch eine weitere Definition.

Definition 3.3.4. vgl. [Aig76, 57f]. Sei D(V, E) ein gerichteter Graph und A,B C V

mit |A| = |B|. Wenn genau |A| knotendisjunkte Wege von A nach B in D existieren,
dann sagen wir, A ist korreliert mit B.
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Definition 3.3.5 (Gammoide). vgl. [Aig76|, 57f]. Sei D(V, E) ein gerichteter Graph und
S,U C V nicht notwendig disjunkt. Die Familie jener Teilmengen von .S, welche mit
Teilmengen von U korreliert sind, bilden eine Familie unabhéngiger Mengen eines Ma-
troids. Die so erzeugbaren Matroide nennen wir Korrelationsmatroide oder Gammoide
und bezeichnen sie mit M (S, D, U).

Ein Beispiel: Sei M(S, D,U) ein Gammoid mit D, S und U wie in Abbildung[3.2] Dann
sind {a,b,c} und {a,c,d} unabhéngige Mengen und {a, b, d} ist eine abhingige Menge
von M(S, D,U). Das Beispiel stammt aus [Aig76, S. 58].

Abbildung 3.2.: Ein Digraph als Grundlage eines Gammoids
Transversalmatroide werden nach dieser Definition der Gammoide mit M(E, D, .A) no-
tiert, wobei D ein Digraph mit der Knotenmenge EUA und der Pfeilmenge {(a, A;)|a €
E A; € Aund a € A;} ist.

Satz 3.3.6. vgl. [Wel76, S. 223]. Gammoide sind représentierbar iiber allen hinreichend
groflen Korpern, also insbesondere auch iiber unendlichen Kérpern wie Q und R.
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3.4. Dualitat von Matroiden

Die Komplemente der Basen eines Matroids erfiillen ebenfalls die Basisaxiome, wie z.B.
in [Ox111, Satz 2.1.1] gezeigt wird. Das motiviert die Definition des dualen Matroids:

Satz 3.4.1 (Duales Matroid). Sei M Matroid tiber Grundmenge E und B die Menge
der Basen von M. Dann ist B* := {E\ B|B € B} die Menge der Basen des zu M dualen
Matroids M*.

Man nennt daher die Komplemente der Basen von M auch Kobasen. Da jede aufspan-
nende Menge X von M die Obermenge einer Basis B von M ist, folgt, dass deren
Komplement E'\ X eine Teilmenge der Kobasis E \ B ist, und somit unabhéngig in M?*,
vgl. auch [OxI11} Prop. 2.1.6].

Wie im Beweis von [Ox111}, Prop. 2.1.6] gezeigt wird, sind die Komplemente der Hyper-
ebenen bzw. Kopunkte von M gerade die Kreise des dualen Matroids M*. Man nennt
diese Komplemente daher auch Kokreise von M.

Die Briicken eines Matroids werden auch Koschleifen genannt, da sie Schleifen im dualen
Matroid sind.

Falls M(G) das Kreismatroid eines planaren Graphen G ist, dann ist dessen duales
Matroid M*(G*) das Kreismatroid des zu G dualen Graphen.

Satz 3.4.2. vgl. |OxI11, Prop. 2.1.6(iii)]. H ist Kopunkt eines Matroids M genau dann,
wenn E \ H ein Kokreis von M ist.

Unterrdume als Schnitte von Hyperebenenen sind folglich die Komplemente von Verei-
nigungen von Kokreisen.
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3.5. Orientierte Matroide

Definition 3.5.1 (signierte Mengen, Support, Nullmenge). Sei F eine endliche Menge.
Eine signierte Menge ist die Partition einer Teilmenge X C FE in eine positive Klasse
X und eine negative Klasse X ~. Wir notieren die signierte Menge X als Tupel X =
(X, X7). Die unsignierte Menge X := X TUX ~ bezeichnet den Support von X, X? :=
E\ X heifit Nullmenge von X.

Man kann X auch als eine Abbildung F — {0, +1, —1} auffassen, die definiert ist durch

+1 fallsee X
X(e):=¢—-1 fallseec X~

0 sonst

oder als einen Vektor X, € {0, £1}*l mit X, := X(e). Dieser heiBt auch charakteristi-
scher signierter Vektor.

Ein Beispiel (vgl. [Bjo+99) S. 2ff.]): Versieht man die Kreise eines Digraphen D mit
einer Orientierung, so zeigt jeder Pfeil dieses Kreises entweder vorwérts oder riickwiérts.
Man kann die Pfeilmenge X, die diesen Kreis repréasentiert, in 2 disjunkte Teilmengen
X und X~ zerlegen, sodass alle vorwiirts gerichteten Pfeile in X+ und alle riickwiirts
gerichteten Pfeile in X~ enthalten sind. Kehrt man die Orientierung dieses Kreises um,
erhélt man —X := (X, X 7).

Die Kreise des D zugrundeliegenden ungerichteten Graphen formen ein Matroid. Durch
D werden fiir jeden ungerichteten Kreis X zwei signierte Mengen X und —X festgelegt.
Die Menge aller signierten Kreise eines Digraphen formen ein sogenanntes orientiertes
Matroid:

Definition 3.5.2 (orientiertes Matroid, Kreisaxiome). vgl. [Bj64+99, Def. 3.2.1]. Eine
Menge C signierter Teilmengen einer Menge E heifit die Menge der signierten Kreise
eines orientierten Matroids O auf E, genau dann, wenn sie die folgenden Axiome erfiillt:

(C0) Es gilt ) ¢ C.
(C1) ¢ =—C. (Symmetrie)

(C2) Fiir alle X, Y € C: Wenn X C Y, dann ist X =Y oder X = -Y.
(Unvergleichbarkeit)

(C3) Fiir alle X, Y € C,X # —Y und e € XT NY ™ existiert ein Z € C, sodass
(i) Zt C(XTUuY™)\ {e} und
(i) Z= C (X~ UY )\ {e}. (schwache Austauscheigenschaft)
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Satz und Definition 3.5.3 (unterliegendes Matroid). vgl. [Bj6+99, Bemerkung 3.2.2]
Sei O ein orientiertes Matroid mit Kreisen C. Die Menge C := {X | X € C} bildet die
Menge der Kreise eines nichtorientierten Matroids. Dieses Matroid heifit unterliegendes
Matroid von O. Die Begriffe aus der nichtorientierten Matroidtheorie werden dquivalent
auch fiir orientierte Matroide verwendet. So ist jeder Unterraum von O auch ein Unter-
raum von O, fiir den Rang gilt r(O) :=r(O), usw.

Nicht jedes nichtorientierte Matroid ist orientierbar. Jedoch sind alle R-représentierbaren
Matroide orientierbar, und jeder Minor eines orientierbaren Matroid ist orientierbar, vgl.
IBj6+99, Prop. 7.9.1]. Daraus folgt die Orientierbarkeit von Transversalmatroiden. Da
die Klasse der Gammoide der Klasse aller Transversalmatroide und ihrer Kontraktionen
entspricht, vgl. [OxI11, S. 110,112], folgt auch die Orientierbarkeit aller Gammoide.

Sei Y eine minimale trennende Pfeilmenge bzw. ein Kokreis des Digraphen D mit zu-
gehoriger Partition Y = YTUY ™ der Knoten, sodass alle Pfeile des Kokreises ihren
Startknoten in Y+ und ihren Endknoten in Y~ haben. Dann erhalten wir zwei signierte
Mengen Y = (Y, Y ") und —Y = (Y, Y™), die wir signierte Kokreise nennen.

Die Menge aller signierten Kokreise von D

D={Y =(Y",Y")|Y ist signierter Kokreis von D}

bestimmt das zugehorige orientierte Matroid ebenfalls eindeutig, und ihre ungerichteten
Supports entsprechen den Kokreisen des zugrundeliegenden nichtorientierten Matroids.
Bevor wir den entsprechenden Satz wiedergeben, bendtigen wir noch weitere Definitio-
nen:

Definition 3.5.4 (Separationsmenge). vgl. [Bjo+99, S. 5,159] Seien X, Y signierte Men-
gen. Dann heif}t
S(X,Y)=(X"NnY )u(X nY™)
—{ec E|X. =Y, # 0}

die Separationsmenge von X und Y.

Definition 3.5.5 (orthogonale signierte Mengen). vgl.[Bjo+99, S. 5] Signierte Mengen
X,Y heilen orthogonal, notiert mit X L Y, wenn die Mengen S(X,Y) und S(X,-Y)
entweder beide leer oder beide nicht leer sind.

Anschaulich bedeutet dies, wenn es einen Nicht-Null-Eintrag gibt, in dem orthogonale
X und Y iibereinstimmen, dann gibt es auch einen Nicht-Null-Eintrag, in dem sie sich
unterscheiden, und umgekehrt.
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Satz 3.5.6 (Dualitét, Kokreise). vgl. [Bjo+99, Prop. 3.4.1] Sei O ein orientiertes Matroid
auf der Grundmenge F mit Kreisen C, und sei O das O unterliegende nichtorientierte
Matroid.

(i) Es gibt eine eindeutige Signatur C* der Kokreise von O, sodass X L Y fiir alle
XelYecC (Orthogonalitit)

(ii) Die Menge C* ist die Menge der signierten Kreise eines orientierten Matroids O*
auf ', welches wir das Dual von O nennen. Wir nennen C* die Menge der Kokreise
von O.

(i) (O*)* = 0.

Im folgenden verwenden wir stets die Notation O fiir ein orientiertes Matroid und be-
zeichnen dessen Kreise und Kokreise mit C bzw. C*. Die Grundmenge von O ist E und
QO bezeichnet das O unterliegende nichtorientierte Matroid.

Definition 3.5.7 (Komposition). vgl. [Bjo6+99, S. 8,158] Wir definieren die Komposition
signierter Mengen X,Y durch

XoY=(XTUu(Y"\ X)), X Ul \XM")
oder in Vektorschreibweise

X, falls X, #0

Y. sonst.

(Xoy)e:{

Diese Komposition heifit konforme Komposition und die Vektoren X und Y nennt man
konform, falls X oY = Y o X. Diese Bedingung ist dquivalent zu X.Y, > 0 fiir alle e € F,
vgl. [Bjo+99, S. 141].

Definition 3.5.8 (Vektoren und Kovektoren). vgl. [Bj6+99, S. 8,9]. Die Gesamtheit aller
signierten Mengen, die wir durch wiederholte Komposition von Kreisen erhalten, nennen
wir die Familie V der Vektoren von O. Die Gesamtheit aller signierten Mengen, die wir
durch wiederholte Komposition von Kokreisen erhalten, nennen wir die die Familie V*
der Kowvektoren von O.

Wie in Proposition 3.7.2 in |[Bjo+99] gezeigt wird, kann man jeden (Ko-)Vektor als
konforme Komposition von (Ko-)Kreisen darstellen, so dass es geniigt, sich auf konforme
Kompositionen zu beschrianken.

Eine abhéngige Menge des unterliegenden Matroids O kann mehreren Vektoren von O
entsprechen. Ein unsignierter Kokreis des unterliegenden Matroids O ist das Komple-
ment einer Hyperebene von O. In der Orientierung O gibt der signierte Kokreis zusétzlich
an, auf welcher Seite der Hyperebene jedes Element des Kokreises liegt und die Null-
menge des Kokreises enthilt genau die Elemente der Hyperebene selbst. Beliebige Un-
terrdume des unterliegenden Matroids sind stets die Komplemente von Kovektoren, wie
der folgende Satz zeigt:
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Satz 3.5.9. vgl. [Nicl12, Prop. 2.32], [Bj6+99, Prop. 4.1.3(i)]. Sei V* die Menge der
Kovektoren von O. Dann ist die Menge der Unterrdume F des nichtorientierten Matroids

O

F={E\Y|YeV}={Y"|Y eV}

Satz 3.5.10 (Kovektoraxiome). vgl. [Bjo+99, Satz 4.1.1]. Eine Menge V* C {0, +1} 7!
ist genau dann die Menge der Kovektoren eines orientierten Matroids, wenn sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(C0) 0 € V*~.

(C1) Wenn X € V* dann —X € V*.
(C2) Wenn XY € V* dann X oY € V*.
(C3)

C3) Wenn X,Y € V* und e € S(X,Y), dann existiert ein Z € V* mit Z, = 0 und
Zr=(XoY)f=(YoX)yfiralle f¢ S(X,Y).

3.6. Das Big Face Lattice

Um das Big Face Lattice eines orientierten Matroids definieren zu kénnen, benotigen wir
noch einige Grundbegriffe, welche wir zunédchst vorstellen wollen.

Definition 3.6.1 (Partialordnung). Sei R C (P x P) eine zweistellige Relation auf
einer Menge P. Wir notieren = < y als eine alternative Schreibweise fiir (z,y) € R, dazu
dquivalent ist y > z. Wir nennen R eine Partialordnung auf P, falls sie die nachfolgenden
Eigenschaften fiir alle z,y € P erfiillt, vgl. [Aig76} S. 6].

(i) Reflexivitét: x <z
(ii) Transitivitdt: z <yundy <z — x <z
(iii) Antisymmetrie: x <yundy <z — x =y

Die Menge P versehen mit einer Partialordnung R bzw. < nennen wir auch partiell
geordnete Menge oder Poset (P, <).

Elemente x,y € P heiflen vergleichbar, wenn entweder x < y oder y < x gilt. Wenn alle
Elemente von P vergleichbar sind, dann heifit (P, <) Totalordnung. Wenn z < y und
x # y, dann schreiben wir x < y. Wir sagen, y bedeckt x und schreiben x <y, falls z < y
ist und kein z € P existiert mit z < z < y.

Ein Element m € P heifit maximal (bzw. minimal), falls es kein Element a € P gibt
mit m < a (bzw. a < m). Wenn P genau ein eindeutiges maximales (bzw. minima-
les) Element hat, also wenn gilt z < m (bzw. m < z) fiir alle x € P, dann heifit m
Mazimum (bzw. Minimum) und wird notiert mit 1 (bzw. 0), vgl. [Bjo+99, S. 159]. P
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heifit beschrinkt, wenn es Elemente 0 und 1 enthilt. Fiir beschrinktes P nennen wir die
Elemente x € P mit 0 < z die Atome von P und die Elemente y € P mit y < 1 die
Koatome von P.

Definition 3.6.2 (Hasse-Diagramm). vgl. [Aig06, S. 226|. Das Hasse-Diagramm ei-
nes Posets ist ein gerichteter Graph D(P, Ep) mit Ep := {(z,y) | z,y € P,z <y}. Die
Orientierung der Kanten in einem Hasse-Diagramm wird nicht durch Pfeile dargestellt,
sondern die Knoten werden so angeordnet, dass die Kanten immer von unten nach oben
gerichtet sind.

Ein Beispiel ist in Abbildung [3.3] zu sehen.

Definition 3.6.3 (Verband). vgl. [Bj6+99, S. 160]. Ein Poset P heifit Verband, wenn
fiir alle Paare x,y € P gilt:

(i) Es gibt eine kleinste obere Schranke z von z und y, d.h. es gilt =,y < z (z ist obere
Schranke) und fiir alle anderen oberen Schranken 2’ von x und y gilt z < 2/, und

(ii) Es gibt eine grofite untere Schranke w von x und y, d.h. es gilt w < z,y (w ist
untere Schranke) und fiir alle anderen unteren Schranken w’ von z und y gilt
w' < w.

Betrachten wir nun die Kovektoren eines orientierten Matroids.

Zunichst definieren wir eine Partialordnung auf der Menge {—1,0, +1}: Es gelte 0 < +1
und 0 < —1 und +1 und —1 sind nicht vergleichbar. Dann kénnen wir die Kovektoren
komponentenweise vergleichen. Fiir zwei Kovektoren X,Y gilt ¥ < X genau dann,
wenn Y. € {0, X} fiir alle e € E. Fiir |E| = 2 zeigt Abbildung ein Beispiel, diese
Darstellung ist aus [Bjo+99, S. 161] entnommen. Dabei stehen + und - fiir +1 und
—1. Wir kénnen dem Hasse-Diagramm in Abbildung entnehmen, dass z.B. (0,0) <
(0,+1) < (—1,41), und dass (+1,+1) und (—1,+1) nicht vergleichbar sind.

><><><
\\//

Abbildung 3.3.: Eine Partialordung auf Kovektoren

Sei also V* C {0, 1}ZI die Menge der Kovektoren eines orientierten Matroids. Mit der
eben definierten Relation erhalten wir eine Partialordnung auf V*, wobei 0 der Nullvektor

ist. Wir definieren eine partiell geordnete Menge Fiig(V*), indem wir ein Element 1
hinzufiigen, also Fyig(V*) := V* U {1}. Dann ist Fi,iz(V*) ein Verband:

24



Definition 3.6.4 (Big Face Lattice). vgl. [Bjo+99, Def. 4.1.2]. Der Verband Fi,(V*) =
V*U{1l} = (WV*U{1},<) heiBt Big Face Lattice des orientierten Matroids @ mit den
Kovektoren V*.

Nun wollen wir einige Eigenschaften von Fiis(V*) vorstellen, die wir in Abschnitt
bendétigen werden.

Satz 3.6.5. vgl. [Bjo+99, Lemma 4.1.8(ii)]. Sei V* die Menge der Kovektoren eines
orientierten Matroids O mit der Grundmenge F und sei A C E. Dann ist die Menge der
Kovektoren des Kontraktionsminors O/A gleich

V*/A={X|pa|X €V und A C X"} C {0,£1}\4,

das heifit, wir bilden die Menge derjenigen Kovektoren aus O, die nicht A enthalten,
bzw. fiir die A eine Teilmenge ihrer Nullmenge ist. Von diesen Kovektoren streichen wir
dann die durch A indizierten Eintrige.

Satz 3.6.6. vgl. [Bj6+99, Prop. 4.1.13]. Die Menge F = {X° | X € V*} ist die Menge
der Unterrdume des O unterliegenden Matroids und es gilt

(X oY)’ =(X)°n(Y)°

Wenn wir also die Komposition zweier Kokreise bilden, dann ist die Nullmenge des resul-
tierenden Kovektors gleich dem Schnitt derjenigen Kopunkte, welche im unterliegenden
Matroid die Komplemente dieser Kokreise sind.

Satz 3.6.7. vgl. [Bj6+99, S. 167-168] und Abbildung 4.1.7 ebd. Sei V* die Menge der
Kovektoren eines orientierten Matroids O mit der Grundmenge E. Dann gilt:

(i) Alle Intervalle in Fpig(V*) mit der Lénge 2, d.h. Mengen der Gestalt
{z € Frig(V) |2 <z <y} U{z,y},

haben Kardinalitéit 4, vgl. Abbildung
(ii) Alle Intervalle in Fiig(V*) mit der Lange 3, d.h. Mengen der Gestalt

{21,220 € Frig(V") |z < 21 < 2 <y} U{z,y},

sehen aus wie in Abbildung mit p > 3. Falls y = 1, dann ist p gerade.
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X

(a)
Abbildung 3.4.: Intervalle der Lange 2 und 3 in einem Big Face Lattice Fyig(V*)

3.7. Erweiterung des Konzepts der Farbbarkeit von Graphen
auf Matroide

Die Dualitédtsbeziehung zwischen Farbbarkeit eines Graphen und NZ-k-Fliissen geht ver-
loren, sobald ein Graph nicht mehr planar ist. Hier setzt die Erweiterung des Konzepts
auf orientierte Matroide an, denn fiir diese existiert stets ein duales Matroid.

Sei O ein orientiertes Matroid auf der Grundmenge E = {1,...,n}.

Definition 3.7.1. vgl. [HNO6, Def. 1]. Das Flussgitter von O ist die Menge ganzzahliger
Linearkombinationen charakteristischer Vektoren signierter Kreise

f@lzlatéz ZA@X@ A@GZ
Definition 3.7.2 (Fluss). Ein Fluss ist ein beliebiges Element f € Fo. f heifit k-Fluss,

falls | fe| < k—1Ve € E. f heiBBt Nowhere-Zero-Fluss oder NZ-Fluss, falls f. # 0 Ve € E.

Definition 3.7.3. Die Flusszahl ¢(O) ist das kleinste k € Z, sodass ein NZ-k-Fluss in
O existiert.

Die Existenz eines NZ-k-Flusses ist invariant unter Reorientierung eines Matroids ([HNOG6),
Bemerkung 1]), der konkrete NZ-k-Fluss selbst ist jedoch keine Invariante.

Der Definition 4.1 in [Nic12] folgend, definieren wir dual dazu:

Definition 3.7.4 (Koflussgitter). vgl. [HNO8| S. 669]. Das Koflussgitter von O ist

fo*::latﬁ: Z/\D’-XD' AD'GZ ,
DeD
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was gleich dem Flussgitter des zu O dualen Matroids ist.

Definition 3.7.5 (Kofluss, Fiarbung). vgl. [HNO8, S. 669]. Ein beliebiges f* € Fo« heifit
Kofluss. Falls 0 < |f¥| < k fiir ein £ € N und alle e € E gilt, so nennt man f* einen
NZ-k-Kofluss von O oder eine k-Fdrbung von O.

Definition 3.7.6. Die Koflusszahl oder chromatische Zahl x(O) ist das kleinste k € Z,
sodass ein NZ-k-Kofluss in O existiert.

Die Hadwiger-Vermutungen zur Féarbbarkeit von Graphen lassen sich auf orientierte
Matroide erweitern:

Vermutung 3.7.7 (Hadwiger-Vermutung H (k) fiir orientierte Matroide, k # 4). Vgl.
[Nic12, Frage 4.50]. Wenn ein orientiertes Matroid nicht k-farbbar ist fiir ein k # 4, dann
hat es M(K}1) als Minor.

Vermutung 3.7.8 (Hadwiger-Vermutung H(4) fiir orientierte Matroide). Vgl. [Nic12,
Frage 4.50] und [Hoc09, Vermutung 5]. Wenn ein orientiertes Matroid nicht 4-farbbar
ist, dann hat es M(Kj5) oder den Dual des Petersen-Graphen als Minor.

Der Fall H(3) ist fiir regulére Matroide wahr, vgl. [Hoc09, Satz 3]. Leider sind Trans-
versalmatroide i.A. nicht reguldr. Allerdings wird vermutet, dass der Fall k = 3 auch fiir
Hyperebenenarrangements, vgl. [Hoc09, Vermutung 7], und somit auch fiir R-représen-
tierbare MatroiddT] gilt:

Vermutung 3.7.9 (Hadwiger-Vermutung H(3) fiir R-reprisentierbare Matroide). Ein
R-représentierbares Matroid, welches keinen NZ-3-Kofluss hat, hat einen M(Ky) als
Minor.

Transversalmatroide sind ein Spezialfall der sogenannten Gammoide. Diese Klasse von
Matroiden ist unter Minoren abgeschlossen. Da das Kreismatroid des vollstdndigen Gra-
phen Ky kein Gammoid ist, vgl. [Whi92, S. 180] und [Wel76, S. 238], folgt aus der Abge-
schlossenheit der Gammoide unter Minoren, dass M (Ky) nicht Minor eines Gammoids
ist. Folglich haben insbesondere Transversalmatroide keinen K4-Minor. Daher stellt sich
die Frage, ob fiir Transversalmatroide auch die Umkehrung gilt, sie also dreifirbbar
sind.

IR-repriisentierbare Matroide sind #quivalent zu Arrangements von Hyperebenen, vgl. [Bjo+99,
S. 159,339]
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3.8. Dreifarbbarkeit von Transversalmatroiden

Fiir die Unterklasse der uniformen Matroide ist die Dreifarbbarkeit bewiesen.

Satz 3.8.1. vgl. [HN11, Satz 3.7 und Korollar 3.8]. Sei O ein uniformes, orientiertes
Matroid mit Rang r und n Elementen. Dann gilt:

(i) Wenn r gerade ist, dann Fp = Z".

2 falls nr gerade
3 falls nr ungerade’

(i) $(0) = {

Da das uniforme Matroid vom Rang r mit n Elementen U,, dual zu Uy,_,, ist (vgl
[Ox104}, Satz 3.7]), gilt dquivalent:

Satz 3.8.2. vgl. [HN11, Korollar 3.8]. Sei O ein uniformes, orientiertes Matroid mit
Rang r und n Elementen. Dann gilt:

(i) Wenn n — r gerade ist, dann Fp« = Z".

(i) () = {2 falls n(n — r) gerade

3 falls n(n — r) ungerade’
Weiterhin gilt:

Satz 3.8.3. [HNO8, Satz 3|. Fiir ein schleifenfreies orientiertes Matroid O vom Rang r
gilt x(O) < r+1. Gleichheit gilt genau dann, wenn O isomorph ist zu einer Orientierung
des M(K;41).

Daraus folgt die Dreifarbbarkeit aller schleifenfreien Rang-3-Matroide, die nicht isomorph
zum M(Ky) sind. Also ist jeder schleifenfreie Rang-3-Minor eines Transversalmatroids
dreiférbbar.

Wir beschréinken uns in den nachfolgenden Uberlegungen auf schleifenfreie Matroide,
denn es gilt: Eine Schleife e ist ein Element, das in keinem Kokreis enthalten ist. Folglich
hat jeder Vektor f im Koflussgitter einen Nulleintrag an der entsprechenden Stelle f, = 0.
Somit hat ein orientiertes Matroid mit Schleifen keinen NZ-Kofluss.

Wir wollen in Kapitel [4] eine Untersuchung zur Dreifarbbarkeit zwei spezieller Transver-
salmatroide durchfithren. Dazu machen wir uns die folgenden beiden Aussagen zunut-
ze.

Satz 3.8.4. Ein orientiertes Matroid O habe eine Kolinie, auf der mehr einfache als

nichteinfache Kopunkte liegen. Daraus folgt, dass es im Koflussgitter von O einen Vektor
gibt, der genau zwei von Null verschiedene Eintrige mit Werten in {41} hat.
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Satz 3.8.5. vgl. [Hocllb]. Gibt es in einer unter Minoren abgeschlossenen Klasse orien-
tierter Matroide im Koflussgitter jedes einfachen Matroids stets einen Vektor mit genau
zwei Eintrégen in {£1} und sonst lauter Nullen, so sind die schleifenfreien Matroide
dieser Klasse dreifdrbbar.

Beweis zu Satz[3.8.]] Sei L eine Kolinie und seien Hy, ..., Hj die Kopunkte auf L. Je-
der Kopunkt H; wird durch genau 2 signierte Kokreise C*i, —CHi reprisentiert, deren
Nullmenge gleich H; ist. Die Kolinie L wird durch mehrere, voneinander verschiedene
Paare von Kovektoren C*, —C" repriisentiert, deren Nullmenge gerade L ist, und deren
Support C* = E\ L ist.

Im zugrundliegenden nichtorientierten Matroid bildet jeder Schnitt von genau 2 der
Kopunkten gerade die Kolinie, d.h. L = H; N H; Vi, j mit 1 <14 < j < k. Bilden wir die
Komplemente, folgt £\ L = CL' = CHiuC™i Vi, j mit 1 <i < j <k.

Da jeder Kovektor als konforme Komposition von Kokreisen darstellbar ist, gilt insbe-

sondere, dass jeder Kovektor C* der Kolinie die konforme Komposition von genau 2
Kokreisen C*i o CHi ist.

Kontrahieren wir O/L, so erhalten wir gemifl Satz ein Matroid, dessen Kovektoren
gerade diejenigen sind, die die Kolinie L mit ihren Kopunkten repréasentieren. Das Gitter
der Kovektoren von O/L sieht dann gemifl Satz so aus, wie in Abbildung
dargestellt.

+— Kovektoren von L

< Kokreise der Ko-
punkte H; von L

Abbildung 3.5.: Das Gitter von O/L, L eine Kolinie von O

Wir sagen, zwei Kokreise C; und Cj liegen nebeneinander, wenn C; o C; eine konforme
Komposition ist, oder dquivalent, wenn es im Big Face Lattice von O/L einen Kovektor
C,. gibt, der sowohl C4 als auch Cy bedeckt.

Wenn nun L eine Kolinie ist, auf der mehr einfache als nichteinfache Kopunkte liegen,
dann gibt es 2 einfache Kopunkte H; # H; auf L, deren Kokreise CHi und CHi ne-
beneinander liegen. Folglich gilt fiir diese Kokreise, da sie konform sind, dass fiir alle
Eintrige e € F das Produkt C*i(e)CHi(e) € {0,1} ist. Das heift, in allen Eintréigen, in
denen die Kokreise CHi und C*5 beide nicht Null sind, haben sie dasselbe Vorzeichen.
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Da die Kopunkte H;, H; auf L einfach sind, unterscheiden sich ihre Kokreise nur an 2
Stellen. Es folgt, dass der Differenzvektor CHi — CHi genau 2 Eintrége mit Werten in
{£1} hat und sonst nur Nulleintrige. O

Beweis zu Satz[3.8.3. Induktionsbeweis iiber den Rang 7.

Jedes schleifenfreie Matroid vom Rang r < 3, aufler M(K}), ist geméa [HNO8, Satz
9] dreifirbbar, also insbesondere auch jedes, das einen Vektor mit zwei +1-Eintrigen
und sonst lauter Nullen im Koflussgitter enthélt. Das Matroid M(K4) enthélt so einen
Vektor nicht, vgl. [Bjo+99, Abb. 1.2.2, 1.2.5].

Die Aussage gelte fiir ein » — 1 € N. Wir zeigen nun, dass sie auch fiir r gilt. Sei O
ein schleifenfreies Matroid auf der Grundmenge E mit Rang r mit einem Vektor X im
Koflussgitter, fiir den gilt: X(f), X(g) € {£1} fir f # g € E und X(e) = 0 fiir alle

ec E\{f. g}

Wir kontrahieren O/ f =: O'. Wenn O’ schleifenfrei ist, existiert nach Voraussetzung ein
NZ-3-Kofluss Y/ im Koflussgitter von O, d.h. Y'(e) € {£1,£2} Ve € E\ {f}.

Gemif Satz sind die Kovektoren von (0’ gerade die Kovektoren von O, einge-
schrinkt auf F \ {f}, bei denen f in der Nullmenge enthalten ist. Folglich gibt es in O
einen Vektor Y mit Y (e) = Y'(e) fiir alle e € E'\ {f} und Y (f) = 0.

Je nachdem, welchen Wert Y (g) und X (¢) haben, addieren oder subtrahieren wir X und
Y:

X(g) Y(g) Aktion

1 [-1,2) N=vy X
+1 0 {1,-2) N=v+X
1 {12} N=Y+X
1 {1,-2) N=Y_-X

Dann ist N ein NZ-3-Kofluss von O. O

Transversalmatroide sind eine Unterklasse der Gammoide, welche unter Minorenbildung
abgeschlossen sind. Es gibt die Vermutung, dass fiir einfache Transversalmatroide oder
sogar Gammoide so ein Vektor stets existiert. Aber selbst, wenn die Existenz eines
solchen Vektors nicht fiir eine ganze Klasse von Matroiden nachgewiesen werden kann, so
konnen wir fiir ein spezielles, gegebenes Matroid T priifen, ob es dreiffarbbar ist. Dazu
gehen wir wie &hnlich im Beweis zu Satz vor und untersuchen das Matroid selbst
und Minoren davon.

Sei also T ein (Transversal-)Matroid. Im ersten Schritt suchen wir eine Kolinie L auf
T, auf der mehr einfache als nichteinfache Kopunkte liegen. Finden wir eine solche
Kolinie L, heiit das, dass das Koflussgitter von 7 einen Vektor wie in Satz[3.8.4] enthélt.
Finden wir keine, miissen wir abbrechen und kénnen die Dreifirbbarkeit von T nicht
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bestéitigen. Anschliefiend folgt Schritt 2: wir kontrahieren M’ := T /e, wobei e = H \ L
fiir einen einfachen Kopunkt H auf der in Schritt 1 gefundenen Kolinie L ist. Wenn der
Kontraktionsminor M’ schon dreifdrbbar ist (etwa weil es uniform ist oder vom Rang
3), ist man fertig und 7 dreifférbbar. Ansonsten wiederholt man die Schritte 1 und 2
rekursiv auf dem Kontraktionsminor, bis man einen Minor mit Rang 3 erhélt, woraus
die Dreifarbbarkeit von T folgt, oder bricht erfolglos in Schritt 1 ab.

Dieses Vorgehen liefert zwar, sofern es nicht erfolglos abbricht, einen Beweis fiir die
Dreifarbbarkeit eines Matroids, es liefert aber keine konkrete Dreifirbung, da ein NZ-3-
Kofluss von einer konkreten Orientierung des Matroids abhéngig ist.
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4. Untersuchung spezieller
Transversalmatroide in SAGE

In Abschnitt stellen wir kurz die Mathematik-Software SAGE vor, mit der die Im-
plementierung der Transversalmatroide sowie die darauf aufbauenden Untersuchungen
durchgefiihrt wurden. Es wird kurz dargestellt, welche Implementierungen von Matro-
iden und Graphen zur Verfiigung stehen und wie wir diese genutzt haben, um eine eigene
Klasse fiir Transversalmatroide zu entwickeln. Der zentrale Teil dieser Implementierung
ist der Algorithmus von Hopcroft und Karp zum Finden von maximalen Matchings in
bipartiten Graphen. Dieser Algorithmus wird in Kapitel vorgestellt.

In den Abschnitten und werden wir die Existenz des in Satz erwihnten
Kovektors mit zwei +1 Eintrégen in den zu untersuchenden Transversalmatroiden iiber-
priifen, indem wir Kolinien suchen, welche mehr einfache als nichteinfache Kopunkte
enthalten. Eine weitergehende Untersuchung der Minoren erfolgt nicht. Stattdessen un-
tersuchen wir die Kolinien genauer und unterteilen sie in Aquivalenzklassen.

4.1. Implementierung von Transversalmatroiden in SAGE

SAGE, vgl. |Ste+14], ist eine Open-Source-Mathematik-Software fiir Forschung und
Lehre in den Bereichen Algebra, Geometrie, Zahlentheorie, Kryptographie, Numerik
und anderen. Die Software baut auf existierenden Open-Source-Projekten wie NumPy,
SciPy oder R auf. Sie verfiigt iiber eine webbasierte GUI, genannt Notebook, sowie eine
Kommandozeilenschnittstelle. Die verwendete Sprache ist eine Erweiterung der Program-
miersprache Python. Die SAGE-Bibliothek setzt auf Objektorientierung. Alle mathema-
tischen Objekte und Strukturen basieren auf abstrakten Klassen, welche dann durch
unterschiedliche Unterklassen implementiert werden.

So ist es auch bei Matroiden. Wir stellen nun die fiir unsere Untersuchungen relevanten
Klassen vor und skizzieren unsere Implementierung.

Die abstrakte Klasse sage.matroids.Matroid ist Grundlage aller Klassen von Ma-
troiden in SAGE. Um eine neuen Typ zu entwickeln, geniigt es im Wesentlichen, eine
Erweiterung dieser Klasse zu schreiben und fiir diese die drei folgenden Funktionen zu
implementieren:

1. eine Initialisierungsfunktion (Konstruktor),
2. eine Funktion, welche die Grundmenge des Matroids zuriickgibt,

3. und die Rangfunktion des Matroids.
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Alle weiteren Funktionen sind bereits in der abstrakten Klasse implementiert. Sie nutzen
diese drei Funktionen, beispielsweise um den Rang einer gegebenen Menge zu ermitteln,
oder um eine Liste aller Basen auszugeben. Transversalmatroide kénnen, wie wir gezeigt
haben, anhand von bipartiten Graphen definiert werden. Die Rangfunktion des Trans-
versalmatroids bildet dabei eine Menge A auf die Gréfie eines in A maximalen Matchings
ab.

Eine einfache Moglichkeit, Transversalmatroide zu implementieren, wére also die folgen-
de:

1. Wihrend der Initialisierung erzeugen wir einen bipartiten Graphen G(ViUVs, E)
anhand der gegebenen Mengenfamilie A, wobei wir festlegen, dass V; := AeA A;
und V5 = A ist.

2. Die Grundmenge des Transversalmatroids ist V;.

3. Die Rangfunktion berechnet fiir eine gegebene Menge X die Grofle eines maximalen
Matchings in dem auf die Knotenmenge (V;NX )UV3 eingeschriinkten Untergraphen
von G.

Fiir die Beispiele, die wir untersuchen wollen, hat sich diese Art der Implementierung je-
doch als zu ineffizient herausgestellt, da fiir jede Menge erneut der Matchingalgorithmus
durchlaufen werden muss.

Eine weitere abstrakte Klasse ist sage.matroids.BasisExchangeMatroid. Sie er-
weitert die Klasse Matroid, indem sie die elementaren Matroid-Methoden anhand der
Basisaustauschaxiome von Matroiden implementiert.

Die Klasse sage .matroids.BasisMatroid erweitert BasisExchangeMatroid. Sie
ist nicht abstrakt und kann direkt verwendet werden. Diese Klasse benotigt fiir die Initia-
lisierung eine Liste aller Basen, die dann wihrend der Lebenszeit der Instanz als Ob-
jektvariable vorgehalten wird. Die Matroid-Methoden greifen in ihrer Implementierung
auf diese Liste zu und sind daher sehr schnell in ihrer Ausfithrung. Es koénnen jedoch
keine Matroide beliebiger Grofle damit erzeugt werden, da die maximale Grofle dieser
Liste beschrankt ist.

Unsere Klasse TransversalBasisMatroid, vgl. Listing im Anhang ab Seite
ist eine Spezialisierung von BasisMatroid. Die Initialisierungsphase (ab Zeile 77) lduft
wie folgt ab:

1. Es wird ein bipartiter Graph anhand der iibergebenen Mengenfamilie aufgebaut.
Er wird spéter als Instanzvariable gespeichert.

2. Anschlieffend wird mit Hilfe des Algorithmus von Hopcroft und Karp ein maxi-
males Matching in diesem Graphen berechnet. Die Kardinalitidt dieses Matchings
entspricht dem Rang r des Transversalmatroids.
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3. Dann wird fiir jede r-Teilmenge der Grundmenge gepriift, ob sie ein Matching der
Grofe r enthélt. Falls ja, handelt es sich um eine Basis und die Teilmenge wird in
die Liste der Basen aufgenommen.

4. Der Konstruktor der Klasse BasisMatroid wird aufgerufen und ihm werden die
Grundmenge, der Rang und die Liste aller Basen iibergeben. Diese drei Eigenschaf-
ten werden als Instanzvariablen des Matroid-Objekts gespeichert.

Alle weiteren Methoden sind in der Klasse BasisMatroid implementiert und greifen
auf diese vorberechneten Eigenschaften zuriick. Ein erneuter Aufruf des Matchingalgo-
rithmus fiir jede zu untersuchende Menge ist somit nicht mehr erforderlich. Wir haben
dennoch die fiir den Matchingalgorithmus relevanten Methoden als 6ffentliche Schnitt-
stelle der Klasse TransversalBasisMatroid implementiert, damit der Benutzer die
Moglichkeit hat, ein konkretes Matching fiir eine gegebene Menge auszugeben und bei
Bedarf die Einzelschritte des Algorithmus nachzuvollziehen.

4.2. Berechnung von bipartiten Matchings mit dem
Algorithmus von Hopcroft und Karp

In diesem Kapitel wollen wir vorstellen, wie ein maximales Matching in einem bipartiten
Graphen G(V, E') mit n Knoten und m Kanten konstruiert wird. Der Algorithmus wurde
1973 von John Hopcroft und Richard Karp in [HK73| veroffentlicht.

FEine Kantenmenge M C E heifit Matching, wenn kein Knoten aus V' mit mehr als einer
Kante aus M inzidiert. Ein Matching mit grofftmoglicher Kardinalitéat heifit Mazimum
Matching.

Sei M ein Matching in einem bipartiten Graphen G(V, E). Ein Knoten v € V heifit frei,
wenn er zu keiner Kante aus M inzident ist. Anderenfalls heifit er bedeckt. Ein Weg heifit
M-alternierender Pfad, falls er abwechselnd Kanten aus M und E \ M enthélt. Wenn
Start- und Endknoten dieses Wegs frei sind, heifit er M-augmentierender Pfad. In diesem
Fall gehoren die erste und letzte Kante des Weges nicht zu M.

Satz 4.2.1. vgl. [HK73, Lemma 1]. Wenn M ein Matching ist und P ein M-augmentie-
render Pfad, dann ist die symmetrische Differenz M' := M & P = (M \ P)U (P \ M)
ein Matching mit |M'| = |M| + 1.

Anschaulich kann man sich das so vorstellen, dass P\ M genau eine Kante mehr enthalten
muss als M, weil die erste und letzte Kante von P nicht zu M gehoren. Wenn wir entlang
P die Matching- und Nichtmatchingkanten vertauschen, erhalten wir M’.

Satz 4.2.2. vgl. [Gal86|, Satz 1]. Ein Matching M ist genau dann ein Maximum Matching,
wenn es keinen M-augmentierenden Pfad gibt.
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Dieser Satz liefert die Grundlage fiir den Algorithmus, der in Phasen verlduft: In jeder
Phase suchen wir fiir ein gegebenes Matching M augmentierende Pfade. In der ersten
Phase beginnen wir dabei mit M = (). Wenn augmentierende Pfade existieren, verbessern
wir M, indem wir die symmetrische Differenz M’ = M & P bilden. Wenn keine augmen-
tierenden Pfade existieren, dann sind wir fertig und M ist ein Maximum Matching.
In Listing [A:2] auf Seite B9 ist unsere Implementierung dieses Algorithmus zu finden.
M wird dort durch die Variable matching_edges reprisentiert, P durch P und die
symmetrische Differenz M’ durch newmatching.

Nun bleibt noch zu kldren, wie wir in jeder Phase die augmentierenden Pfade fiir das
gegebene Matching M finden. In den nachfolgenden Ausfithrungen bezeichnen A und B
die bipartite Partition der Knoten von V und M das Matching, fiir das augmentierende
Pfade gesucht werden.

Zunichst wird ein gerichteter Untergraph von G erzeugt, den wir mit G’ bezeichnen.
Dieser Untergraph wird in Ebenen Lo, Ly, ..., Logy1 aufgebaut wie folgt (vgl. [Ste06,
S. 25] und [HK73, S. 229]):

1. Ly enthélt alle freien Knoten von A.
2. L; enthalt alle Knoten aus B, die zu Knoten aus Ly adjazent sind.

3. 1 < i < k. Lo; enthilt alle Knoten von A, die von L9;_1 aus iiber Kanten aus M
erreichbar sind und die noch in keiner Ebene L;, j < 27 — 1 enthalten sind.

4. 1 < i < k. L9;t1 enthilt alle Knoten von B, die von Lg; aus iiber Kanten aus
E\ M erreichbar sind und die noch in keiner Ebene L;, j < 2i enthalten sind.

5. Alle Kanten sind von L; nach L; ;1 gerichtet, 1 < i < 2k 4+ 1. Das heifit, Nicht-
matchingkanten sind von B nach A gerichtet, Matchingkanten sind von A nach B
gerichtet.

Dann hat der Untergraph G’ folgende Eigenschaften:

(i) Die Elemente der geraden Ebenen Lg, Lo, ..., Loi gehoren zu A, die Elemente der
ungeraden Ebenen Li, Ls, ..., Log41 gehoren zu B.

(ii) Die letzte Ebene Loj 1 ist entweder leer oder enthilt mindestens einen freien Kno-
ten aus B.

(iii) Weiterhin sind alle Knoten in Ly, Ls, ..., Lox_1 von M bedeckt.

Die M-augmentierenden Pfade sind genau die Wege in G’, die bei einem freien Knoten
aus B bzw. Lopy1 starten und bei einem freien Knoten aus A bzw. Ly enden. Um nun
diese Wege zu finden, gehen wir wie folgt vor. Wir beginnen mit einem beliebigen freien
Knoten der untersten Ebene Loy 1 eine Tiefensuche. Diese bricht spétestens dann ab,
wenn wir einen Knoten der obersten Ebene L erreichen. Wenn wir einen Knoten in Lg
erreicht haben, definiert dies einen augmentierenden Pfad, den wir zu unserer Menge
hinzufiigen. Dann léschen wir alle wihrend der Tiefensuche besuchten Knoten aus G’
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und starten von einem anderen freien Knoten von Log 11 erneut eine Tiefensuche. Diesen
Prozess wiederholen wir so lange, bis es in Lo keine freien Knoten mehr gibt.

In Listing ist diese Vorgehensweise als Algorithmus formuliert. Der Pseudocode ist
[Ste06), S. 25-26] entnommen. Die Implementierung dieses Algorithmus fiir SAGE ist in

Listing auf Seite [57] zu finden.

Listing 4.1: Pseudocode Algorithmus Augmentierende Pfade

Eingabe: zusammenhingender bipartiter Graph G(AUB, E), Matching M C E
Ausgabe: maximale Menge knotendisjunkter kiirzester M-augmentierender Pfade
// Konstruiere gerichteten Untergraph G'(V', E")
E=0; X:=0;, Lo:=0;
for all v € A, v nicht iiberdeckt do:
Lo:=LyU {’U} ;
for all {v,w} € F do:
E = F U{(w,v)};
X =X U{w};
V= LoUX;
while (X #0) and (X enthdlt nur M-bedeckte Knoten) do:
// folge Matchingkanten von X in die Menge A
Y :=0:
for all ve X and {v,w} € M do:
Y:=YU{w}; E':=FU{(w,v)};

V=V'UY;
// folge Nichtmatchingkanten von'Y in die Menge B
X =0,

for all veY and {v,w} € E\M do:
if (wgV') then:
X :=XU{w}; E:=FU{(wv)};
Vi=V'UX;
if (X=0) then: STOP; // M ist maximales Matching.
// Starte bei jedem nicht iiberdeckten Knoten aus X eine Tiefensuche
P:=0;
for all ve X, v nicht iiberdeckt do:
Starte eine Tiefensuche in v und stoppe, sobald ein Knoten aus Lg erreicht wird;
if (Knoten aus Ly erreicht) then:
Sei p der gefundene Pfad zu dem Knoten aus Ly ;
P:=PUp;
Entferne alle bei der Tiefensuche besuchten Knoten aus V'’ und alle inzidenten
Kanten aus F’;
return P;

Im Anhang in Listing auf Seite [63] zeigen wir beispielhaft die Berechnung eines ma-
ximalen Matchings fiir eine Teilmenge der Grundmenge der verdreifachten Vierpunkt-
gerade.
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4.3. Die verdreifachte Vierpunktgerade T

Die verdreifachte Vierpunktgerade hat ihren Namen von dem uniformen Matroid Us 4,
welches auch Vierpunktgerade genannt wird.

a b c d
o @ @ @

Abbildung 4.1.: Vierpunktgerade Us 4

Sie ist ein Transversalmatroid, welches durch die Mengenfamilie A = {A;, ..., Ag} mit
A ={a1,az,a3} As ={a1,b1,¢1}
Ay ={b1,b2,b4} Ag ={ag, by, da}
Az ={c1,¢3,¢4} A7 ={a3, c3,d3}
Ay ={dy, d3,ds} Ag ={by, c4,dys}

erzeugt wird. Diese Mengenfamilie wird in Abbildung veranschaulicht. Die verdrei-
fachte Vierpunktgerade bezeichnen wir nachfolgend mit 73, den zugehérigen, in Abbil-
dung [4.3] abgebildeten bipartiten Graphen mit Bj.

= A As Ay
Oa1 ;)bil C/)c; - 4
e o o Ao
"“‘.ag : o ! od3 Az
\°b4‘ \004; \od‘*:\.} As

Abbildung 4.2.: Die verdreifachte Vierpunktgerade 77 mit einer Basis
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Abbildung 4.3.: Bipartiter Graph B; der verdreifachten Vierpunktgerade mit maxima-
lem Matching

4.3.1. Eigenschaften von T}

Der Rang der verdreifachten Vierpunktgerade 77 ist » = 8, sie hat 411 Basen. Eine
davon ist z.B. {ay, b1, be, by, c1,c3,c4,ds}. Ein zugehoriges Matching dieser Basis in By,
vgl. Abbildung bzw. eine entsprechende Transversale in A ist die Kantenmenge

{(a1, A1), (b1, A2), (b2, Ag), (ba, As), (1, As5), (3, A7), (¢4, A3), (da, Ag)}.

Die Anzahl der abgeschlossenen Unterrdume lésst sich durch den Vektor (fo,..., fr)n
= (1,12,66, 220,495, 792, 852,452, 1) darstellen, wobei der i-te Eintrag jeweils die Anzahl
der Unterrdume vom Rang ¢ angibt.

Die Kolinien sind die 852 Unterrdume mit Korang 2, d.h. mit Rang r — 2 = 6. Da-
von haben nur 12 die Kardinalitédt 7, die iibrigen 840 sind unabh#ngige Mengen der
Kardinalitat 6.

Bei den Kopunkten handelt es sich um die 452 Unterrdume mit Korang 1. Sie enthalten
jeweils 7 bis 9 Punkte. Insgesamt haben 432 Kopunkte die Kardinalitat 7, was schon
vermuten lasst, dass wir sehr viele einfache Kopunkte finden werden.

4.3.2. Untersuchung der positiven Kolinien von T}

Betrachten wir nun die Kolinien, nachfolgend mit L notiert, und ihr Verhéltnis darauf
liegender einfacher und nichteinfacher Kopunkte. Wir bezeichnen im Folgenden eine Ko-
linie als positiv und notieren sie mit L, wenn mehr einfache als nichteinfache Kopunkte
darauf liegen, im umgekehrten Fall nennen wir sie negativ und notieren sie mit L_.
Als neutral bezeichnen wir Kolinien Lg, deren Anzahl mehrfacher Kopunkte gleich der
Anzahl einfacher Kopunkte ist.

Ziel dieses Abschnitts wird sein, die positiven Kolinien in Aquivalenzklassen einzutei-
len.
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Betrachten wir Tabelle fallt zunéchst auf, dass es iiberraschend viele positive Kolini-
en gibt. Sie alle haben die Kardinalitét 6, sie sind also unabhéingigr_-] Es gibt weiterhin 12
neutrale Kolinien, sie enthalten alle genau 6 Elemente und je genau 2 einfache und nicht-
einfache Kopunkte. Es gibt 76 negative Kolinien. Diese haben stets 6 oder 7 Elemente
und enthalten je 2 mehrfache Kopunkte und einen oder keinen einfachen Kopunkt.

Tabelle 4.1.: Klassifizierung der Kolinien von 77 anhand ihrer Kopunkte

Anzahl Anzahl einfacher ~Anzahl nichteinfacher

Klasse  Kolinien L |L| Kopunkte auf L Kopunkte auf L
negativ 16 6 0 2

48 6 1 2

12 7 1 2
neutral 12 6 2 2
positiv 424 6 3 1

180 6 4 1

160 6 6 0

Betrachten wir nun den Zusammenhang zwischen den positiven Kolinien und unserem
Mengensystem. 324 der positiven Kolinien enthalten keine der A; als Teilmenge. 376
positive Kolinien sind Obermenge von A; fiir genau ein i € {1,...,8}. Die iibrigen 64
positiven Kolinien sind Obermenge von genau 2 der Mengen in A.

Betrachen wir zunéchst die letztgenannten 64 Kolinien.

positive Kolinien L, mit A;, A; C L fiir i # j: Fiir die Kolinien L, die genau 2 der
Mengen in A enthalten, haben wir beobachtet, dass stets L1 D A;UA;,i € {1,...,4},j €
{5,...,8} giltE] Insgesamt gibt es 4 - 4 = 16 solcher Kombinationsmdoglichkeiten.

Davon bilden die 4 Mengen L, = A;UAg_;, 1 < i < 4 je eine disjunkte Vereinigung. Dies
sind gerade 4 Kolinien, welche ausschliellich einfache Kopunkte enthalten. Sie bilden eine
Aquivalenzklasse:

Ay = {{a1,a2,a3,b4, cq,ds}
{b1,b2,b4, a3, c3,d3}
{c1,¢3,c4,a2,b2,d2}
{da,ds,dy,a1,b1,c1}}

={Ly| Ly =A;UAg ;, 1 <i<4}

! Dass alle positiven Kolinien zugleich unabhingig sind, gilt im Allgemeinen nicht, wie das Beispiel der
verdreifachten Fanoebene in Abschnitt zeigen wird.

2Betrachtet man Abbildung ist das die Vereinigung jeweils einer horizontal und einer vertikal
dargestellten Menge.
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Die iibrigen 12 Kombinationen bilden nicht-disjunkte Vereinigungen, welche jeweils ech-
te Teilmenge mehrerer Kolinien sind. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften von T}
geniigt es, wenn wir beispielhaft eine solche Kombination betrachten. Wir wahlen A; =
{a1,a2,a3} und As = {a1,b1,c1}. Es gibt 5 positive Kolinien L} mit Ly D A; U As.
Jede dieser Kolinien erweitert die Vereinigung A; U A5 um genau einen Punkt aus den
zu A; und Aj disjunkten Mengen, also aus Ag U Ay = {by, 4, dy,ds,d2}. 4 davon sind
dquivalent (Fall a); sie enthalten jeweils 3 einfache Kopunkte und einen dreifachen Ko-
punkt. Auf der Kolinie, die den Punkt d4 enthélt, also gerade die Schnittmenge der zu
Aj und Aj disjunkten Mengen, liegen 4 einfache und 2 zweifache Kopunkte (Fall b).

My = {{a1,a2,a3,b1,c1,b4}

{a1,a2,a3,b1,c1,c4}

{a1,a2,a3,b1,c1,d2}

{al,ag,ag,bl,cl,dg}}

:{L+’L+ :A1UA5U{:L’},£C€A8AA4}
My = {{a1,a2,a3,b1,c1,ds}}

={Ly | Ly =A1UAsU{z},x € AgN Ay}

Die Kolinie L = {a1, a2, as, by, c1,bs} als Beispiel fiir Fall a hat die einfachen Kopunkte
LUx,z € {da,ds,ds} und den dreifachen Kopunkt L U {bs, c3,c4}, zu sehen in Abbil-
dung4.4] Die Punkte der Kolinie selbst sind dargestellt als ausgefiillte schwarze Kreise ®,
die Erweiterungen zu einfachen Kopunkten als Kreise mit durchgezogener Linie O und die
tibrigen, zum nichteinfachen Kopunkt gehtrenden Elemente als Kreise mit gepunkteter
Linie <. Die Kolinie reprisentiert z.B. das Matching {(a1, 41), (a2, A¢), (a3, A7), (b1, As),
(b4, AQ), (017 Ag)} in Bl.

Ay A As Ay
A al“ i bl“ I cl“ i “A
e ! o ! o ! T
| ! l ! l ! Co

| | | |
A i ! i ! i t (=
o2 ' ba A o™ As
el i [ \ | I | f
ST N N S
a2 I Cca! (Y
O o o o A7
! [ ! i ! i ! hl
| | | | | | | |
: | | b41 | 047 | d4\L"-.A
! o ! o .8

Abbildung 4.4.: Eine Kolinie der verdreifachten Vierpunktgerade aus Ag
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Die Kolinie L = {ay, a2, as, b1, c1,ds} (Fall b) hat die vier einfachen Kopunkte L Uz mit
x € {dg,ds, bg, c4} und den zweifachen Kopunkt LU{by, c3}, dargestellt in Abbildung
Sie représentiert das Matching {(a1, A1), (a2, 4¢), (a3, A7), (b1, As), (d4, Asg), (c1,A3)} in
B;.

Ay A Az Ay
A al“ i bl“ I Cl“ i “A
e ! o ! o ! T
! I ! | ! | ! |
:_ I ! I ! I ! ‘r
i | : ! ‘ ‘ )
S a2 | b2 | | d2 k
1o o fo) j;A6
T o T o
| I |
T i | I -,
: :.a3: | | | .C3 :Od?’: C Az
- I % I I ; 1
o o o o
- t i I L.
3 | 3 b4: 3 Cq 3 d4: Ag
- ) 1 )

Abbildung 4.5.: Eine Kolinie der verdreifachten Vierpunktgerade aus A4

Fasst man diese Beobachtung fiir alle 12 Kombinationsmoglichkeiten zusammen, ergibt
dies insgesamt 12 - 5 = 60 Kolinien, die wir in 2 weitere Aquivalenzklassen einteilen
koénnen:

Ao :{LJF|L+:AiUAjU{l‘}JG{]_,...,Zl},j6{5,...,8},566/1971'&14973‘}
As :{L+|L+:AiUAjU{$},i€{1,...,4},j6{5,...,8},$6A9_iﬂA9_j}

positive Kolinien L, mit A; C L, fiir genau ein i: Insgesamt gibt es 376 positive
Kolinien mit dieser Eigenschaft. Auch hier betrachten wir wegen der Symmetrie von T}
nur die Kolinien L4 mit A; C Ly und A; ¢ L, fiir j # 1. Dies schrénkt die Anzahl der
Kolinien zunéchst auf 47 ein. Anschlielend verallgemeinern wir unsere Beobachtungen
auf alle L} mit A; C L fiir genau ein i und A; ¢ L, j # i, um unsere Aquivalenzklassen
zu definieren.

Unter den 47 betrachteten Kolinien finden wir solche (a) mit 6 einfachen Kopunkten,
(b) mit 4 einfachen und einem zweifachen Kopunkt, sowie (¢) mit 3 einfachen und einem
dreifachen Kopunkt.

Fall (a) umfasst die folgenden Kolinien:

{a1,a2,a3,b1,c4,ds}, {a1,a2,a3,ba,cq,ds}
{a17a27a3acl7b47d4}5 {a17a27a3vc3)b47d4}5
{a17a27a37d27b4vc4}7 {a17a27a’37d37b47c4}7
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Diese lassen sich wie folgt charakterisieren. Es gibt genau 3 Mengen A; € A, deren
Schnittmenge mit A; nicht leer sind, dies sind As, Ag, A7. Jeder der Punkte in A; \ Aj,
i € {5,6,7} ist in genau einer der Kolinien enthalten. Betrachten wir also eine beliebige
dieser 6 Kolinien, nennen sie L und sei 1 ein Punkt, der 1 € A; \ A; fiir ein A; mit
AiNAL #0,i € {2,...,8} erfiillt. Die verbleibenden beiden Punkte von L, seien dies
x9 und x3, gehoren zu Ag, das ist gerade die zu A; disjunkte Menge (neben Ay, A3, Ay),
die auch zu As, Ag, A7 disjunkt ist. x5 und x3 haben offenbar die Eigenschaft, dass fiir
alle A; mit z; € A; gilt, dass A; N {xQ,xg} # (). Die Kolinie {al,ag,ag,b1,C4,d4} ist
beispielhaft in Abbildung dargestellt, ein ihr zugehoriges Matching in B ist

{(a1, A1), (a2, As), (a3, A7), (b1, As), (ca, As), (da, Aq)}

Ay Ay Az Ay
A (11“ I | toep [ 7 A
e . (o3 L
o onTET o
. i ! i ' i ' .
S | 62 ! ! d2
T T R I e
o o o o
| | | |
-1 1 i 1 S
; a< I cs' d3\
e ! 0™ 0% A
o o o o
R t i I |
A I ! b4\ ! I ! \A
! o | o ! o 1. 8
A oy \\942562 \\d4':x3

Abbildung 4.6.: Eine Kolinie der verdreifachten Vierpunktgerade aus As

Fall (b) umfasst die folgenden 9 Kolinien:

{al,ag,ag,b4,01,d2}, {al,ag,ag,b4,03,d2},
{al,ag,ag,b1,04,d2}, {al,ag,ag,b4,61,d3},
{al,ag,ag,b1,04,d3}, {al,ag,ag,b2,04,d3},
{a1,a9,a3,b2,c1,dys}, {a1,az2,as,b1,c3,dy},

{a1,a2,a3,b2,c3,ds}

Die Kolinie L = {a1,as,as, by, c1,ds} hat beispielsweise den zweifachen Kopunkt L U
{cs,ds} und die einfachen Kopunkte L U {b1}, LU {b2}, LU {c4} und L U {d4}.

Diese lassen sich dhnlich wie in Fall (a) charakterisieren. Es gibt genau 3 Mengen A; € A,
deren Schnittmenge mit Ay nicht leer sind, dies sind As, Ag, A7. Jede Kolinie L enthélt
genau 2 Punkte z; und x2 aus genau 2 von 3 dieser Mengen, sowie genau einen Punkt
x3 € Ag. Das ist genau die zu A; disjunkte Menge (neben Ag, A3, Ay), die auch zu allen
anderen Mengen A; disjunkt ist, welche einen nichtleeren Schnitt mit A; haben. Es gibt
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3 Moglichkeiten, um x3 zu wihlen. Fixieren wir eine beliebige Wahl, etwa b4. Nun priifen
wir die verbleibenden Punkte 1 und x9. Diese sind in je 2 Mengen enthalten. Eine davon
hat offenbar stets einen nichtleeren Schnitt mit A; und die andere einen nichtleeren
Schnitt mit Ag. AuBlerdem gibt es keine Menge A;, sodass {x1,z2} C A;. Durch diese
Bedingungen gibt es bei gegebenem x3 genau 3 Moglichkeiten, ;1 und o festzulegen,
sodass wir letztlich eine Beschreibung der Mengen fiir Fall (b) erhalten haben.

Fall (c): Fir diese 32 Kolinien ist auf den ersten Blick keine offensichtliche Klassifzie-
rung moglich, vgl. im Anhang Tabelle Jedoch lassen sich die Kolinien anhand ihrer
ein- und mehrfachen Kopunkte gut klassifizieren.

Es gibt genau 2 Kolinien, bei denen die einfachen Kopunkte gerade durch die Punkte
aus Ag erweitert werden. Dies sind Lg und Lig. Bei je 10 Kolinien sind die einfachen
Kopunkte genau die Elemente aus As, A3 und A4, den iibrigen zu A; disjunkten Men-
gen.

Unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften von 77 liefert uns Fall (a) eine wei-
tere Aquivalenzklasse A4 mit 8-6 = 48 Kolinien, Fall (b) liefert A5 mit 8-9 = 72 Kolinien
und Fall (c) liefert Ag mit 8 - 32 = 256 Vertretern. Zusammengenommen sind dies alle
376 positive Kolinien L mit A; C L fiir genau ein 3.

Ay ={L4|A; C Ly fiir genau ein ¢ € {1,...,8} und L, hat nur einfache Kopunkte}
As ={L4 | A; C L4 fiir genau ein i € {1,...,8} und genau 1 Kopunkt auf L ist 2-fach}
Ae ={Ly | A; C Ly fur genau ein i € {1,...,8} und genau 1 Kopunkt auf L, ist 3-fach}

positive Kolinien L, mit A; ¢ L, fiir alle i: 324 der positiven Kolinien enthalten
keine der A; als Teilmenge.

Davon haben 108 Kolinien ausschlielich einfache Kopunkte. Diese fassen wir in der
Aquivalenzklasse

A7 ={Ly | A; € L Vi und alle Kopunkte auf Ly sind einfach}

zusammen. Einige Kolinien in dieser Klasse sind

{as, b1, b2, cs,do, ds} mit Matching {(A7, as), (A2, b1), (Ag, b2), (43, c3), (Ag,d2), (As,ds)}
{a1, a9, ba, c3,cq,ds} mit Matching {(As, a1), (A1,a2), (Ag, b2), (A3, c3), (As, ca), (A7,d3)}
{ag, ba, c1,c3,ds, dg} mit Matching {(A1, az2), (4, b2), (A5, c1), (A3, ¢3), (A7,d3), (A4,ds)}
{a1,ba,c1,c3,d2,ds} mit Matching {(As, a1), (4e,b2), (A3, c1), (A7,¢3), (As,d2), (As,ds)}
{ay,b1, by, c3, cq,ds} mit Matching {(A1,a1), (4s5,b1), (A2,b2), (A7, c3), (As,cq), (Ag,dy)}
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96 weitere Kolinien haben 4 einfache und einen zweifachen Kopunkt. Diese seien zusam-
mengefasst in

As ={Ly | A; £ L Vi und genau 1 Kopunkt auf Ly ist zweifach}

Einige Beispiele sind

Ly ={a1,ba,b4,c3,c4,d3}
mit Matching {(A41,a1), (A2, b2), (4s,b4), (A7, ¢3), (A3,c4), (Ag,d3)}
und zweifachem Kopunkt L; U {d2,d4}

Ly ={a1,b1,bs,c3,c4,da}
mit Matching {(A41,a1), (As,b1), (4s,b4), (A7, ¢3), (A3,¢4), (Ag,d2)}
und zweifachem Kopunkt Lo U {ag, 1}

Ls ={ai1,a2,by,c3,do,ds}
mit Matching {(As, a1), (A1,a2), (A2,bs), (A3, c3), (Ag,d2), (A7,d3)}
und zweifachem Kopunkt Lz U {as,c;1}

Die verbleibenden 120 positiven Kolinien haben einen dreifachen Kopunkt und 3 einfache
Kopunkte, beispielsweise

Ly ={b1,b2,c3,c4,d3,ds}
mit Matching {(A4s,b1), (A2, b2), (A7,¢3), (As, ca), (Ag,ds3), (As,ds)}
und dreifachem Kopunkt L; U {b4, c1,da}

Ly ={ag,ba, c3,cq4,ds3,dy}
mit Matching {(A1, a2), (Ag, b2), (A3, c3), (As, ca), (A7,d3), (Ag,ds)}
und dreifachem Kopunkt Lo U {ag, bg, da}

L3 ={a1,as3,be,c1,ds,d3}
mit Matching {(4s,a1), (A1, as), (4, b2), (A3, c1), (A4,d2), (A7,d3)}
und dreifachem Kopunkt Ls U {a2,b1,c3}

Wir fassen diese in der Aquivalenzklasse
Ag={Ly|A; € Ly Viund genau 1 Kopunkt auf L, ist dreifach}

zusammen.
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4.3.3. Zusammenfassung der Analyse von T}

Wir haben die positiven Kolinien von T} in 9 Aquivalenzklassen eingeteilt:

At ={Ly | Ly = A;UAg_;, 1 <i <4}

Ao ={L4|Ly =A;UAU{z},ie{l,...,4},je{5,...,8},x € Ag_; A Ag_;}
As={Ly|Li=A;UA;U{a}ie{l,....4},5€{5,...,8}, 2 € Ag_iN Ag_;}

Ay ={L4|A; C Ly fiir genau ein i € {1,...,8} und L, hat nur einfache Kopunkte}

As ={Ly | A; C Ly fir genau ein i € {1,...,8} und genau 1 Kopunkt auf L, ist 2-fach}
A ={L4 | A; C Ly fir genau ein i € {1,...,8} und genau 1 Kopunkt auf L, ist 3-fach}
A; ={L; | A; € L; Vi und alle Kopunkte auf L sind einfach}

As ={L; | A; £ L; Vi und genau 1 Kopunkt auf L ist 2-fach}

Ag ={L; | A; € L; Vi und genau 1 Kopunkt auf L, ist 3-fach}

Dabei war ein Einteilungskriterium die Anzahl der einfachen und nichteinfachen Ko-
punkte auf der Kolinie. Fiir ein zweites Einteilungskriterium nutzten wir das Mengen-
system, welches die verdreifachte Vierpunktgerade reprasentiert. Hier haben wir die An-
zahl der in der Kolinie enthaltenen Mengen als einen Ansatz genutzt, um Muster zu
erkennen. Die Kolinien aus A1, A und Az haben jeweils 2 Mengen aus A als Teilmenge.
Die Kolinien aus A4, A5 und Ag haben genau 1 Menge aus A als echte Teilmenge und
die iibrigen Kolinien haben keine der Mengen aus A als Teilmenge.

Tabelle 4.2.: Einteilung der positiven Kolinien von T} in Aquivalenzklassen

Aquivalenz- Anzahl Anzahl einfacher  Anzahl nichteinfacher
klasse Kolinien L |L4| Kopunkte auf L Kopunkte auf L
424 6 3 1
Ao 48
Ag 256
Ag 120
180 6 4 1
As 12
As 72
Ag 96
160 6 6 0
Ay 4
Ay 48
A7 108
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4.4. Die verdreifachte Fanoebene 75

Die verdreifachte Fanoebene hat ihren Namen von der Fanoebene, einer Inzidenzstruktur,
die man als projektive Ebene, Hypergraph oder Blockplan auffassen kann.

Die Fanoebene in Abbildung[4.7]ist ein Transversalmatroid auf einer Grundmenge S mit
7 Punkten, das durch ein Mengensystem mit 7 Teilmengen von S repréisentiert wird.
Diese Teilmengen sind als Geraden bzw. als Kreis dargestellt. Jeder Punkt ist in genau
3 Teilmengen enthalten und jede Teilmenge enthélt genau 3 Punkte. Weiterhin haben 3
beliebige dieser Teilmengen stets genau einen Punkt als Schnittmenge.

Abbildung 4.7.: Die Fanoebene P

Die verdreifachte Fanoebene, im Folgenden mit 75 bezeichnet, wird durch die Mengen-
familie A = {A41,..., A14} mit

Ay ={a1,az,a3} Ag ={a1,b1,d1}
Ay ={by, by, bs} Ag ={az, c3, f3}
As ={cs3,¢5,c6} Ao ={ba, fa, 94}
Ay ={dy,ds, d7} A1 ={az, g2, €2}
As ={eg, e5,¢e7} Aro ={dz, ez, fr}
As ={f3, f1, fr} Az ={bs,c5,e5}
A7 ={g2,94, 96} A1q ={c6,ds, 96}

erzeugt. Diese Mengenfamilie wird in Abbildung veranschaulicht.
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Abbildung 4.8.: Die verdreifachte Fanoebene T5 mit einer Basis

4.4.1. Eigenschaften von T,

Die verdreifachte Fanoebene 75 hat den Rang » = 14 und 61428 Basen. Eine davon
ist z.B. {a1,a9,as,b1,cs,cs5, cg,d1, e, €7, f1,92, g4, g6 }. Ein zugehoriges Matching dieser
Basis in dem zugehorigen bipartiten Graphen (bzw. eine entsprechende Transversale in
A) ist die Kantenmenge

{(a1, Ag), (a2, A1), (a3, Ag), (b1, A2), (3, A3), (c5, A13), (c6, A14),
(d1, As), (€2, A5), (€7, A12), (fa, A6), (92, A11), (94, A10), (96, A7) }-

Es gibt in 75 170191 Kolinien bzw. Unterrdume mit Korang 2, vgl. Tabelle Die
meisten, ndmlich genau 167790, haben die Kardinalitdt 12 und sind somit unabhéngige
Mengen. Es gibt jedoch auch vereinzelte Kolinien mit Kardinalitdten 13 (1764), 14 (462),
15 und 16.

Bei den Kopunkten handelt es sich um die 53305 Unterrdume mit Korang 1. Sie enthalten
jeweils 13 bis 18 Punkte. Ahnlich wie im Fall der verdreifachten Vierpunktgeraden enthélt
auch hier ein Grofiteil der Kopunkte 13 Punkte, also nur einen mehr als die meisten
Kolinien. Dies fiihrt uns wieder zu der Erwartung, dass wir sehr viele einfache Kopunkte
finden werden.
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Tabelle 4.3.: Klassifizierung der Kolinien fiir die verdreifachte Fanoebene

Anzahl Anzahl einfacher Anzahl nichteinfacher
Klasse Kolinien L |L| Kopunkte auf L Kopunkte auf L

negativ 560 12 0 2
336 13 0 2
168 14 0 2
70 15 0 2
3633 12 1 2
1008 13 1 2
294 14 1 2
84 15 1 2
21 16 1 2
neutral 2184 12 2 2
252 13 2 2
positiv 78736 12 3 1
168 13 3 1
532 12 3 2
33096 12 4 1
18816 12 5 1
11872 12 6 1
11760 12 7 1
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4.4.2. Untersuchung der positiven Kolinien von 7T,

Wie im Fall der verdreifachten Vierpunktgeraden teilen wir wieder die sogenannten
positiven Kolinien, d.h. solche mit mehr einfachen als nichteinfachen Kopunkten, in
Aquivalenzklassen ein. Wir gehen dabei genauso wie bei der verdreifachten Vierpunkt-
geraden in Abschnitt vor: Ein Kriterium wird die Art und Anzahl der Kopunkte
auf den Kolinien sein, ein anderes die in der Kolinie enthaltenen Mengen A; € A. Nun
kommt aber auch noch die Kardinalitidt der Kolinien als drittes Kriterium hinzu. Zur Ver-
anschaulichung benutzen wir die Darstellung des Mengensystems .4 in Abbildung

A1 A2 Ag A4 A5 A6 A?

:v.al . 1 o 1 Ag

oas c3 I3 A
e ) ° 9

;
o .f4 .94 Aro

©oag () g2 A11

dr  _e7 .f7 Al

bs s es A
° ° ° G118

-
e G A

Abbildung 4.9.: verdreifachte Fanoebene T5, alternative Darstellung

Insgesamt gibt es 161581 Kolinien in 75, auf denen mehr einfache als nichteinfache Ko-
punkte liegen. Wir nennen diese Kolinien wie in Abschnitt positiv und notieren sie
zur Unterscheidung von anderen Kolinien mit L .

Zur Voreinteilung der Kolinien nutzen wir die Anzahl ihrer einfachen Kopunkte.
Kolinien mit genau 3 einfachen Kopunkten

Dies ist mit fast 80000 Vertretern die grofite Klasse. Sehr wenige dieser Kolinien haben
die besondere Eigenschaft, dass sie im Gegensatz zu allen anderen positiven Kolinien 13

Punkte enthalten und somit abhéingige Mengen sind. Diese 168 Kolinien betrachten wir
zuerst.
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(A) Kolinien der Kardinalitat 13: Wir stellen fest, das jede dieser 168 Kolinien Ober-
menge von disjunkten Mengen A;,i € {1,...,7} und A;,j € {8,...,14}, A;;4; € A
ist. Es gibt 7 Moglichkeiten, ein A;,7 € {1,...,7} zu wihlen. Bei gegebener Menge A;
gibt es 4 Moglichkeiten, eine zu A; disjunkte Menge A;,j € {8,...,14} zu wihlen. Das
sind insgesamt 28 Kombinationsmdoglichkeiten. Aufgrund der Symmetrie von 75 betrach-
ten wir die willkiirliche Wahl von A; und A4 und finden 6 Kolinien, die diese Mengen
enthalten. Diese sind im Anhang in Tabelle zu sehen.

Die Kolinie L; ist in Abbildung veranschaulicht. Die Punkte der Kolinie selbst sind
dargestellt als ausgefiillte schwarze Kreise @, die Erweiterungen zu einfachen Kopunkten
als Kreise mit durchgezogener Linie O und die iibrigen, zum nichteinfachen Kopunkt
gehorenden Elemente als Kreise mit gepunkteter Linie :» L; représentiert beispielsweise
das Matching

{(A1,a1), (A11,a2), (A2,b4), (A13, b5), (Ag, c3), (A3, cg),
(As, d1), (A4, dg), (A5, €5), (A12, €7), (A7, 92), (A14, g6) }

Al Ay Ay Ay As  Ag  Ag

:,.v.al ‘:_‘:_‘:bl F— '.di , . Aq

: | v.as o’ Of 3 Ag

bi Of4 : :-94_ Ag

as €2 g2 A
o o2 An

‘:.v_;d’i €7 of7 Aqo

bs = ¢cs €5 C A

C d 6
e e e

Abbildung 4.10.: eine Kolinie L4 von Ty mit |Li| = 13

Unter Beachtung aller Kombinationsmoglichkeiten lassen sich die Ergebnisse auf die 168
Kolinien L, mit Kardinalitit 13 verallgemeinern. Diese bilden die Aquivalenzklasse

Ay ={Ly €Ti||L4| =13}
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(B) Kolinien der Kardinalitdt 12 und 2 nichteinfachen Kopunkten: Nun betrachten
wir die 532 Kolinien mit 3 einfachen und 2 nichteinfachen Kopunkten.

Jede der Mengen A; ist in genau 16 Kolinien enthalten. Allerdings gibt es teilweise
Uberlappungen: 28 der Kolinien sind Obermenge von 2 Mengen A; # Aj € A, 168 der
Kolinien sind Obermenge von genau einer Menge A;, die {ibrigen 336 Kolinien haben
keine der A; als Teilmenge. Damit erhalten wir 3 weitere Aquivalenzklassen:

Al L. hat genau 3 ein- und 2 nichteinfache Kopunkte und
2TV Ly D AiUA i £ e {1, 14}

Al L. hat genau 3 ein- und 2 nichteinfache Kopunkte und
° +L+DA,-f‘L'urgenaueinie{1,...,14}

L, hat genau 3 ein- und 2 nichteinfache Kopunkte und

A ={L
! {+L+2§A,~We{1,...,14} }

Betrachten wir zunéchst Ao und As. Wegen der Symmetrieeigenschaften des Matroids
konnen wir uns auf diejenigen Vertreter L mit Ay C L beschrinken, vgl. im Anhang
Tabelle [A.3]

12 dieser Kolinien enthalten nur A;,7 = 1, aber keine andere Menge A; € A,j # 17 als
Teilmenge, sie sind also Vertreter von Ag. Fiir beliebiges ¢ € {1, ..., 14} erhalten wir alle
14 % 12 = 168 Vertreter dieser Klasse. Auf diesen Kolinien liegen jeweils 3 einfache, ein
2-facher und ein 4-facher Kopunkt.

Die iibrigen 4 Kolinien, ndmlich Lg4, Lg, L1g und Li4, sind weiterhin Obermenge einer
weiteren Menge A; € A, j # 1. Als Beispiel ist Ly in Abbﬂdung dargestellt. Sie sind
Vertreter der Klasse Ao, auf ihnen liegen jeweils 3 einfache und zwei 3-fache Kopunkte.
Wir schauen uns die Kolinien L4, Lg, L1g und Ly4 in Tabelle genauer an und stellen
fest, dass sie neben A; auch Obermenge von Aqo, A13, A1g bzw. A4 sind. Das sind gerade
die vier zu A; = A; disjunkten Mengen A;, fiir die es kein k£ € {1,...,14} \ {4, j} gibt,
sodass sowohl A; N Ay als auch A; N Ay nicht leer sind. Somit gibt es bei beliebigem
i€ {1,...,14} insgesamt 14x4 Wahlmoglichkeiten. Da dabei jede Kolinie doppelt gezéihlt
wird, miissen wir noch durch 2 teilen und erhalten |Ag| = 14 % 4/2 = 28.

10 der 336 Vertreter von A4 sind im Anhang in Tabelle zu finden. Wir beobachten,
dass manche der Kolinien zwei 3-fache Kopunkte haben, und manche einen 2-fachen
und einen 4-fachen Kopunkt. Wir verzichten an dieser Stelle jedoch auf eine weitere
Unterteilung dieser Klasse.
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A1 Ay A3 Ay A5 Ag  Ag

o v”.}bl., g : . As

as v.v_,CS of3 i Ag

by v.v.,f4 ga Ao

as €9 .92 Aqq

bs = cs es A

‘..06> de . ‘.96;""_ Ay

Abbildung 4.11.: eine Kolinie L, von T, aus Ag

(C) Kolinien der Kardinalitdt 12 und einem nichteinfachen Kopunkt: Es verbleibt
noch die Betrachtung von 78736 Kolinien der Kardinalitit 12, auf denen jeweils genau
3 einfache und ein nichteinfacher Kopunkt liegen. Wir priifen, wieviele Mengen aus A
jeweils in diesen Kolinien enthalten sind, um eine Klassifizierung zu erhalten. Die Ergeb-
nisse in Tabelle deuten darauf hin, dass wir mindestens 6 weitere Aquivalenzklassen
erhalten werden.

Tabelle 4.4.: Kolinien Ly von T3 mit Kardinalitdt 12 und genau 3 einfachen und einem
nichteinfachen Kopunkt

|{i| A; C Ly,i€{1,...14}}| Anzahl Kolinien ~Aquivalenz-
L, aus Fall C klasse
0 1344 As
1 13384 Ag
2 31920 Ay
3 24864 Ag
4 6720 Ag
) 504  Aqp
> 6 0

Um die Betrachtung nicht zu komplex zu gestalten, belassen wir es bei dieser Einteilung
und definieren diese 6 Klassen wie folgt:
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|L4| =12 und L4 hat genau 3 einfache Kopunkte und
Ly pA;Vied{l,... 14}

=
o
Il

|L4| =12 und L4 hat genau 3 einfache Kopunkte und
|[{i|A; C Ly,ie{l,...14}}| =1

=
=

Il
~
+

[{i|A; C Ly,ie{l,...14}}| =2

|Ly| =12 und Ly hat genau 3 einfache Kopunkte und

=
o

Il
~
+

|[{i|A; C Ly,ie{l,...14}}| =3
|Li| =12 und Ly hat genau 3 einfache Kopunkte und

=
©

Il
~
+

[{i| Ay C Ly,ie{l,...14}}| =4
|Li| =12 und L hat genau 3 einfache Kopunkte und

-
o
I

-
i
I
—— —— S/
&~
+

|L4| =12 und L4 hat genau 3 einfache Kopunkte und}

|[{i|A; C Ly,ie{l,...14}}| =5

In den Tabellen bis im Anhang ab Seite [74] sind jeweils 10 Vertreter dokumen-
tiert.

Kolinien mit genau 4 einfachen Kopunkten

Insgesamt hat die verdreifachte Fanoebene genau 33096 positive Kolinien, auf denen
genau 4 einfache und ein nichteinfacher Kopunkt liegen. Wie zuvor priifen wir, wieviele
Mengen aus A jeweils in diesen Kolinien enthalten sind, um eine Klassifizierung zu
erhalten. Die Groflen der so definierten Unterklassen sind in Tabelle zu sehen.

Tabelle 4.5.: Kolinien Ly von 75 mit Kardinalitdt 12 und genau 4 einfachen und einem
nichteinfachen Kopunkt

|{i| A; C Ly,i€{1,...14}}| Anzahl Kolinien ~Aquivalenz-
Ly klasse
0 840 An
1 7224 Aqo
2 14112 Aqs
3 9072 As
4 1848  Ays
>5 0
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Wir verzichten an dieser Stelle auf eine weiterfithrende Untersuchung dieser Klassen und
geben stattdessen in den Tabellen bis ab Seite [80] jeweils 10 Beispiele fiir jede

Aquivalenzklasse.
A = {

Ao = {L+

- {L+

. {L+

_ {L+

|L4| =12 und L4 hat genau 4 einfache Kopunkte und
Ly B AVie{l,... 14}

|L4| =12 und L4 hat genau 4 einfache Kopunkte und
[{i|Ai C Ly,ie{l,...14}}| =1

|[{i|Ai C Ly,ie{l,...14}}| =2
|L4| =12 und Ly hat genau 4 einfache Kopunkte und
|{i|Ai C Ly,ie{l,...14}}| =3

|L4| =12 und L4 hat genau 4 einfache Kopunkte und}
|L4| =12 und Ly hat genau 4 einfache Kopunkte und}

1{i|A; C Ly,ie{l,...14}}| =4

Kolinien mit 5 oder mehr einfachen Kopunkten

Unsere Vorgehensweise ist dieselbe wie fiir die Kolinien mit 4 einfachen Kopunkten. Wir
ermitteln zunéchst, wieviele Mengen A; € A jeweils in den Kolinien enthalten sind und
erhalten so eine Klasseneinteilung nach 2 verschiedenen Kriterien. Tabelle liefert
einen Uberblick iiber die Kardinalititen der Klassen.

|L4| =12 und L4 hat genau 5 einfache Kopunkte und
L. B A;Vie{l,... 14} }

|L4| =12 und L4 hat genau 5 einfache Kopunkte und
|{i| Ay C Ly,ie{l,...14}}| =1 }

|L4| =12 und L4 hat genau 5 einfache Kopunkte und
|[{i|AiC Ly,ie{l,...14}}| =2 }

|L4| =12 und L4 hat genau 5 einfache Kopunkte und
|[{i|AiC Ly,ie{l,...14}}| =3 }

|L4| =12 und L4 hat genau 5 einfache Kopunkte und
[{i|AiC Ly,ie{l,...14}}| =4 }

und so weiter. Beispiele fiir diese Klassen befinden sich im Anhang ab Seite [85] in den
Tabellen [A.16] bis [A.28]
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Tabelle 4.6.: Kolinien Ly von 75 mit Kardinalitdt 12 und 5 oder mehr einfachen Ko-

punkten
Anzahl k ein-  |[{i|A; C Ly,i € {1,...14}}| Anzahl Aquivalenz-
facher Kopunkte Kolinien L, klasse

5 0 672 Aig
5 1 5544 A7
5 2 8316 Aig
5 3 4200 A9
5 4 84 Ao
5 >5 0

6 0 1176 Aoy
6 1 3696 A2
6 2 5320 Aos
6 3 1680 Aoy
6 >4 0

7 0 1344 Aos
7 1 5544 A
7 2 4368 Aoy
7 3 504 Agg
7 >4 0

4.4.3. Zusammenfassung der Analyse von T,

Wir haben die positiven Kolinien von T in insgesamt 28 Aquivalenzklassen eingeteilt.
Dabei sind wir ebenso vorgegangen wie bei der Untersuchung der verdreifachten Vier-
punktgeraden in Abschnitt und haben als Einteilungskriterien die Anzahl der ein-
fachen und nichteinfachen Kopunkte auf der Kolinie, sowie die Anzahl der in der Kolinie
enthaltenen Mengen aus A genutzt. Die Gesamtiibersicht der Aquivalenzklassen von T
ist in Tabelle [4.7] zu finden.

Tabelle 4.7.: Einteilung der positiven Kolinien von T in Aquivalenzklassen

Aquivalenz- Anzahl Anzahl einfacher  Anzahl nichteinfacher
klasse Kolinien L4 |L+| Kopunkte auf L Kopunkte auf L
Ay 168 13 3 1

Ao, As, Ay 28, 168, 336 12 3 2

As, ..., Ao vgl. Tab. 12 3 1

A11, ey A15 Vgl. Tab. 12 4 1

Asg, - -, Ao 12 5 1

Aoty Aoy } vgl. Tab. 12 6 1
A25,...,A28 12 7 1
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer kurzen Einfithrung in die Theorie der Matroide haben wir in Kapitel eine
Definition der chromatischen Zahl auf orientierten Matroiden vorgestellt. Eine der offe-
nen Fragen im Bereich der Farbungstheorie fiir Matroide ist die Fragestellung, ob es fiir
ein gegebenes Matroid Orientierungen geben kann, sodass die chromatische Zahl verschie-
den ist. Die Ubertragung der Hadwiger-Vermutung H(3) von Graphen auf orientierbare
Matroide motiviert die Fragestellung, ob Transversalmatroide dreifdrbbar sind.

In Kapitel haben wir gezeigt, dass aus der Existenz einer als positiv bezeichneten
Kolinie in allen einfachen Vertretern einer unter Minoren abgeschlossenen Klasse von
Matroiden die Dreifarbbarkeit aller schleifenfreien Matroide dieser Klasse folgt. Das Be-
sondere an dieser Idee ist, dass wir anhand einer Eigenschaft der nichtorientierten Ma-
troide die Farbbarkeit fiir orientierte Matroide nachweisen kénnen, ohne eine konkrete
Orientierung kennen zu miissen. Sie liefert sogar einen Nachweis fiir alle Orientierungs-
klassen.

Winfried Hochstéttler und Louis Goddyn hatten zunéchst die Vermutung, dass in allen
Transversalmatroiden so eine Kolinie existiert. Spéater standen jedoch die verdreifachte
Vierpunktgerade und die verdreifachte Fanoebene als potentielle Gegenbeispiele zur De-
batte. Besonders das zweite Matroid war fiir eine nicht computergestiitzte Uberpriifung
jedoch zu komplex.

An diesem Punkt hat diese Arbeit angekniipft. Wir haben Transversalmatroide fiir die
Open-Source-Mathematiksoftware SAGFE implementiert und anschlieend die fraglichen
Beispiele untersucht. Fiir beide Matroide konnten wir sogar iiberraschend viele positive
Kolinien finden.

Aufgrund der Ergebnisse in dieser Arbeit kann man nun wieder vermuten, dass in allen
Transversalmatroiden stets eine Kolinie mit mehr einfachen als nichteinfachen Kopunk-
ten existiert. Leider sind Transversalmatroide aber nicht unter Bildung von Minoren
abgeschlossen. Allerdings gibt es sogar eine noch stérkere Vermutung: Wenn ein Matro-
id keine positive Kolinie enthélt, dann hat es einen M(Ky) oder einen P;-Minor. Der
P7 ist ein Matroid vom Rang 3, das viele Kolinien mit je zwei einfachen und nichtein-
fachen Kopunkten enthélt. Er besitzt jedoch keine positive Kolinie. Der Pr ist wie der
M(K}) kein Gammoid. Da Gammoide abgeschlossen unter Bildung von Minoren sind,
kann man somit vermuten, dass sogar Gammoide stets eine positive Kolinie enthalten.
Daraus wiirde die Dreifdrbbarkeit aller Gammoide folgen.
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A. Anhang

A.1. Quelltexte

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden mehrzeilige Kommentare und Dokumenta-

tionszeichenketten aus den Listings entfernt.

A.1.1. Implementierung des Algorithmus von Hopcroft und Karp

Listing A.1: Implementierung Algorithmus Augmentierende Pfade

cpdef augmentingpathes(self, A, matching_edges=[]):
verbose = self._verbose_augmentingpathes

if verbose: print "calculate augmenting pathes for matching”" + repr<>

(matching_edges) + " in set " +
matched_knots = set ()

repr (A)

for e in matching edges: matched_knots.update (e)
L=[]; X=[]; X_has_unmatched_vertices = False

subg = DiGraph ()

# build directed graph containing the augmenting pathes

for v in A:

if v in matched_knots: continue;

L.append (v)
subg.add_vertex (v)

for w in self._bibgraph.neighbors (v) :

if verbose: print " root", v, "with X-successor", w
subg.add_vertex (w)
subg.add_edge (w,v) #backwards directed edge
if w not in X:
X.append (w)
if w not in matched_knots:
X_has_unmatched_vertices = True
if verbose:
print " list of roots:", L, "\n", " X =", X
while len (X)>0 and not X has_unmatched_vertices:
if verbose: print " follow matching edges from X into subset"

Y = []
for v in X:
for e in matching_edges:
if v in e:

w = e[l - e.index(v)]

if w not in Y:
Y.append (w)

subg.add_vertex (w)

subg.add_edge (w, V)
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37

38
39
40

41
42
43
44
45
46

47
48
49
50
51
52
53
54

55

56

58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

68
69
70
71
72
73
74
75
76

7
78
79
80
81
82
83

if verbose: print " X-vertex", v, "with Y-
successor", w
if verbose:

print " Y =", Y
print " follow non-matching edges from Y into self.<>
bipartite_graph().right"
X = []; edges = []; X_has_unmatched_vertices = False

for v in Y:
for e in self._bibgraph.edges (labels=False):
# e is a tuple, so its vertices may be in wrong order
if v in e and set (e) not in [set (eta) for eta in ¢«
matching_edges]:
w = e[l - e.index(v)]
if w not in subg.vertices():
X.append (w)
edges.append((w,Vv)) #backwards directed edge
# first, we collect all the new edges
# and add them to subg later
# otherwise the algorithm won’t work
if verbose: print " Y-vertex", v, "with X-¢
successor", w
if w not in matched_knots: X _has_unmatched_vertices<+
= True
subg.add_vertices (X)
subg.add_edges (edges)

if len(X) == 0:
if verbose: print " STOP, X is empty ——> maximum Matching"
return []

p=[]

for v in X:
if v in matched_knots or v not in subg.vertices():
if verbose:

print " ", v, "is matched or belongs to another aug.<+>
path, skip.";
continue
if verbose: print " start depth-first-search at", v

path = []

lastp = None
for w in subg.depth_first_search (v, ignore_direction=False):

if lastp != None:
path.append((w, lastp) if w in self._bibgraph.left else¢+>
(lastp, w))
subg.delete_vertex (w)
if verbose: print " augmenting path from", v, ": ", path

if w in L:
if verbose: print w, "is in L, path finished."
# append the edges of this augmenting path to the list P
# of augmenting edges. Because this is a set of vertex-—
# disjoint pathes (Hopcroft/Carp 1973, p.230), no
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# complicated merging is needed.

P = P + path
break
lastp = w
return P

Listing A.2: Implementierung Maximales Matching

cpdef matching(self, A=None, matching_edges=[]):

if A is None:
A = self._groundset

verbose = self._verbose_bibmatching
P = self.augmentingpathes (A, matching_edges)
if len(P) == 0:
if verbose: print " return maximum matching:",

return matching_edges
# Matching 1is not maximal,

augmenting edges", P

augment it
if verbose: print " augment matching"”, matching_edges,

matching_edges

"with <>

newmatching = set (P).symmetric_difference (set (matching_edges))
return self.matching (A, newmatching)

A.1.2. Implementierung der Transversalmatroide in SAGE

from
from
from

from
from
from
from

def _ unpickle_transversal_matroid(version,

M = TransversalBasisMatroid(groundset=E, bipartite_graph=BG)

Listing A.3: Implementierung Klasse Transversalmatroid

sage.matroids.matroid cimport Matroid

sage.matroids.basis_matroid cimport BasisMatroid
sage.matroids.set_system cimport SetSystem

sage.combinat.subset import Subsets

sage.graphs.bipartite_graph import BipartiteGraph
sage.graphs.digraph import DiGraph
sage.matroids.utilities import setprint_s

cdef TransversalBasisMatroid M
if version != 0:

data) :

raise TypeError ("object was created with newer version of <4

TransversalBasisMatroid-class.

E, BG, name = data

M._reset_invariants ()
M.reset_current_basis ()

if name is not None:
M. rename (name)
return M

Please upgrade.")

cdef class TransversalBasisMatroid (BasisMatroid) :

cpdef object _bibgraph
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25 cpdef int _verbose_bibmatching

26 cpdef int _verbose_augmentingpathes

27

28 property verbosity_augmenting_ pathes:

29

30 def _ _get_ (self):

31 return self._verbose_augmentingpathes

32 def _ set_ (self, wvalue):

33 if value:

34 self._verbose_augmentingpathes = True
35 else:

36 self._verbose_augmentingpathes = False
37 def @ del_ (self):

38 self._verbose_augmentingpathes = False

39

40 property verbosity_matching:

41

42 def _ _get_ (self):

43 return self._verbose_bibmatching

44 def _ set_ (self, wvalue):

45 if value:

46 self._verbose_bibmatching = True

47 else:

48 self._verbose_bibmatching = False

49 def _ del_ (self):

50 self._verbose_bibmatching = False

51

52 # NECESSARY

53 def _ init__ (self, M=None, groundset=None, family_sets=None, <>

bipartite_graph=None, right=False):

55 self._verbose_augmentingpathes = False

56 self._verbose_bibmatching = False

57 groundset = set ()

58 rank = 0

59 if isinstance (M, TransversalBasisMatroid) :

60 self._bibgraph = M.bipartite_graph() .copy (immutable=True)
61 groundset = frozenset (self._bibgraph.left)

62 rank = M.rank ()

63 elif isinstance (bipartite_graph, BipartiteGraph) :

64 # when right == True, we have to exchange the left and
65 # right set of vertices

66 if right:

67 B = BipartiteGraph/()

68 B.add_vertices (bipartite_graph.left, right=True)
69 B.add_vertices (bipartite_graph.right, left=True)
70 B.add_edges (bipartite_graph.edges())

71 else:

72 B = BipartiteGraph (bipartite_graph)

73 self._bibgraph = B.copy (immutable=True)

74 groundset = frozenset (self._bibgraph.left)

75 rank = len(self.matching(groundset, []))

76 else:

77 # building our own bipartite graph...
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78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102

104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

126
127
128
129

E = set ()

B = BipartiteGraph ()
for k in family_sets:

E.update (k)
if groundset is

not None:

# check if groundset contains union of all sets

# if not, we silently update the groundset

if not groundset.issuperset (E) :
groundset .update (E)

else:
groundset =

B.add_vertices (groundset,

frozenset (E)

for k in family_sets:
v = B.add_vertex (right=True)

for e in k:

B.add_edge (v, e)

self._bibgraph

rank = len(self.matching(groundset,

# collect the bases,

BB = []

for subset in Subsets(self._bibgraph.left,

if len(self.matching(subset,
BB.append (subset)

left=True)

B.copy (immutable=True)

1)

needed for super.init ()

rank) :
#if len(self.__augmentingpathes (subset, [])) == 0:
[1)) == rank:
self).__init__ (groundset=groundset, <>

super (TransversalBasisMatroid,

rank=rank, bases=BB)

cpdef bipartite_graph(self):

return BipartiteGraph(self._bibgraph)

cpdef groundset (self):

return frozenset (self._groundset)

#! Listing A.1: Augmentierende Pfade

#! Listing A.2: Maximales Matching. ..

#cpdef _rank(self, X):

# REPRESENTATION
def _repr_(self):

1#

I#

# reuse function from parent class BasisMatroid

return "Transversal" + Matroid._repr_(self) +
+ str(len(self._bibgraph.right))

# COMPARISON
def _ hash__ (self):
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130 return hash (tuple([self.groundset (), self._bibgraphl]))
131

132 def _ richcmp__ (left, right, int op):

133

134 cdef TransversalBasisMatroid 1t, rt

135 if op in [0, 1, 4, 5]: # <, <=, >, >=

136 return NotImplemented

137 if not isinstance (left, TransversalBasisMatroid) or not isinstance (<
right, TransversalBasisMatroid):

138 return NotImplemented

139 1t = <TransversalBasisMatroid> left

140 rt = <TransversalBasisMatroid> right

141 if op == 2: # ==

142 res = True

143 if op == 3: # !=

144 res = False

145 # res gets inverted if matroids are deemed different.

146 if lt.groundset () != rt.groundset():

147 return not res

148 if 1t._bibgraph == rt._bibgraph:

149 return res

150 return not res

151

152 # COPYING, LOADING, SAVING

153 def _ _copy__ (self):

154

155 N = TransversalBasisMatroid (M=self)

156 N._groundset = self._groundset

157 N._bibgraph = self._bibgraph

158 N. _matroid_rank = self. matroid_rank

159 if getattr(self, ’_ custom name’) is not None: # because of name <+
wrangling, this is not caught by the default copy

160 N.rename (getattr(self, ’__ _custom _name’))

161 return N

162

163 def _ deepcopy__ (self, memo={}):

164

165 from copy import deepcopy

166 N = TransversalBasisMatroid (M=self)

167 if getattr(self, ’_ custom name’) is not None: # because of name <+
wrangling, this 1is not caught by the default deepcopy

168 N.rename (deepcopy (getattr (self, ’__ _custom_name’), memo))

169 return N

170

171 def = reduce__ (self):

172

173 import sage.matroids.unpickling

174 data = (self._groundset, self._bibgraph, getattr(self, 7«
___custom_name”’))

175 version = 0

176 return _ unpickle_transversal_matroid, (version, data)
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Listing A.4: Beispiel: Berechnung eines maximalen Matchings fiir eine gegebene Menge

sage: load(’../transversalmatroids-1.0/src/transversal_basis_matroid.pyx’)

Compiling ./../transversalmatroids-1.0/src/transversal_basis_matroid.pyx...

sage: mysets = {'A_1’: ['a_l’, ’'a_2’, 'a_3"], 'A_ 2'":['b_1', 'b_2’, 'b_4'],

et 'A_ 3":['c_1', '"c_3", "c_4"], 'A_4":['d 2', 'Ad 3", 'd 4"],

P ‘A 5':['a 1", 'b_ 1', 'c_1'], 'A_6'":['"a_2’', 'b 2', 'd 2'],

P 'A_7":['"a_ 3", '"c_3", 'd_3"], 'A 8 :['b_ 4", 'c_4', 'd_4'] }

sage: TB = TransversalBasisMatroid(family sets=mysets.values())

sage: TB

TransversalMatroid of rank 8 on 12 elements with a family of 8 sets

sage: TB.verbosity matching = 1 # verbose output in matching-algorithm

sage: TB.verbosity augmenting pathes = 1 # verbose output in augmenting-<—
pathes-algorithm

sage: S=frozenset({’a_l1’, 'a 2’', 'a 3', 'c 1', 'c 3", 'd 2', 'd_3"})

sage: TB.is_dependent (S)

True

sage: TB.matching(S)

calculate augmenting pathes for matching[] in set frozenset([’c_1’, ’'c_3’,
'a_3", 'a_ 2", 'a_l1', ’'d_2", 'd_3"1)

root c_1 with X-successor 2
root c_1 with X-successor 4
root c_3 with X-successor 0
root c_3 with X-successor 4
root a_3 with X-successor 0
root a_3 with X-successor 6
root a_2 with X-successor 1
root a_2 with X-successor 6
root a_l with X-successor 2
root a_1l with X-successor 6
root d_2 with X-successor 1
root d_2 with X-successor 3
root d_3 with X-successor 0
root d_3 with X-successor 3
list of roots: ['c_1’, 'c_3", 'a_ 3", 'a 2', 'a_ 1’', 'd_2’', 'd_3"]
X =12, 4, 0, 6, 1, 3]

start depth-first-search at 2

augmenting path from 2 : []

augmenting path from 2 : [(Ta_1", 2)]
a_1l is in L, path finished.

start depth-first-search at 4

augmenting path from 4 : [1]

augmenting path from 4 : [("c_3", 4)]
c_3 is in L, path finished.

start depth-first-search at 0

augmenting path from 0 : [1]

augmenting path from 0 : [(rd_3", 0)]
d_3 is in L, path finished.

start depth-first-search at 6

augmenting path from 6 : [1]

augmenting path from 6 : [("a_2", 6)]
a_2 is in L, path finished.

start depth-first-search at 1

augmenting path from 1 : []
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augmenting path from 1 : [(rd_2", 1)]
d_2 is in L, path finished.
start depth-first-search at 3
augmenting path from 3 : [1]
augment matching [] with augmenting edges [("a_l’, 2), ('c_3’, 4), ('d_3’,¢
0), (ra_2", 6), ('d_2", 1)]
calculate augmenting pathes for matchingset ([ (’a_2’, 6), ('d_2’, 1), ('d_3¢
r, 0), (ra_1’, 2), ('c_3’, 4)]1) in set frozenset (['c_1', 'c_3', 'a _3',
ra_2’, 'a_1", 'd_2’, 'd_3'1)
root c_1 with X-successor 2
root c_1 with X-successor 4
root a_3 with X-successor 0
root a_3 with X-successor 6
list of roots: [’'c_1’, 'a_3
X =12, 4, 0, 6]
follow matching edges from X into subset
X-vertex 2 with Y-successor a_l

"1

X-vertex 4 with Y-successor c_3
X-vertex 0 with Y-successor d_3
X-vertex 6 with Y-successor a_2
Y = ["a_1l", 'c_3", 'd_3', "a_2"]
follow non-matching edges from Y into self.bipartite_graph() .right
Y-vertex d_3 with X-successor 3
Y-vertex a_2 with X-successor 1
start depth-first-search at 3
augmenting path from 3 : [1]
augmenting path from 3 [("d_3", 3)]
augmenting path from 3 : [('d_3", 3), ('d_3’, 0)]
augmenting path from 3 [(ra_s", 3y, (rd_3", 0), (ra_3", 0)1]

a_3 is in L, path finished.
1 is matched or belongs to another aug.path, skip.

augment matching set([('a_2’, 6), ('d_2'", 1), ('d_3", 0), (fa_1", 2), (/<4

c_3", 4)]) with augmenting edges [('d_3’, 3), ('d_3", 0), ("a_3", 0)]
calculate augmenting pathes for matchingset ([ ("a_2’, 6), ('d_3’, 3), ('c_3¢

r, 4y, (rd_2', 1), (fa_1’, 2), ("a_3", 0)]) in set frozenset ([’'c_1l’, '+
c_ 3", '"a 3", 'a_2", 'a_1", 'd_2’', 'd_3"])

root c_1 with X-successor 2

root c_1 with X-successor 4

list of roots: ['c_17]

X = [2, 4]

follow matching edges from X into subset

X-vertex 2 with Y-successor a_l1

X-vertex 4 with Y-successor c_3

Y = [Ta_1", "c_3"]

follow non-matching edges from Y into self.bipartite_graph() .right

Y-vertex a_1l with X-successor 6

Y-vertex c_3 with X-successor 0

follow matching edges from X into subset

X-vertex 6 with Y-successor a_2

X-vertex 0 with Y-successor a_3

Y = ['a_2", "a_3"]

follow non-matching edges from Y into self.bipartite_graph() .right

Y-vertex a_2 with X-successor 1

follow matching edges from X into subset
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X-vertex 1 with Y-successor d_2

Y = ['d_2"]

follow non-matching edges from Y into self.bipartite_graph() .right
Y-vertex d_2 with X-successor 3

follow matching edges from X into subset

X-vertex 3 with Y-successor d_3

Y = ["d_3"]

follow non-matching edges from Y into self.bipartite_graph() .right
STOP, X 1is empty —-> maximum Matching

return maximum matching: set([('a_2’, 6), ('d_3", 3), ('c_3", 4), ('d_2", <«
1), (ra 1", 2), ("a_3", 0)])
{(ta_1", 2), (fa_2’, 6), ("a_3", 0), ('c_3", 4), ('d_2", 1), ('d_3", 3)}

A.1.3. Implementierung der Kolinien-Suche

Listing A.5: Script zur Suche von Kolinien mit mehr einfachen als nichteinfachen Ko-

punkten
#
# This Python file uses the following encoding: utf-8
#
#! Prerequisites: !#
# — MYDIR - a variable containing a string, where to save the DB
# This should be a directory with trailing slash, otherwise the last

# part of the string will be treated as a filename prefix.

# If you dont want to create a DB, don’t define this Variable.
# - EXAMPLE - a variable, containing a number: (default: 1)

# 1 = verdreifachte vierpunktegrade, 2 = ver3fachte Fanoebene

I e T e e
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21
22
23
24
25
26
27

28
29
30
31

32

# — the file ’db-template.sql’

load(’../transversalmatroids-1.0/src/transversal_basis_matroid.pyx’)

from datetime import datetime
USEDB = ( “MYDIR’ in locals () or ’‘MYDIR’ in globals() )

if USEDB:
import sglite3
import os.path

from sage.matroids.utilities import setprint_s # help function for printing+

sets nicely

if not (’EXAMPLE’ in locals () or ’'EXAMPLE’ in globals () ):

EXAMPLE = 1

#! help functions !#
ts = datetime.now ()
def print_ts(what):

"orint the string representation of the object together with the <

timestamp"

print str(datetime.now()) + 7 - 7 + str(what)

def print_td(what) :

"orint the string representation of the object together with the <

timedelta, and resets the timestamp"

print

’

+ str(reset_ts())
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33
34

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

55
56

58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85

def reset_ts():

"reset internal timestamp to now() and returns the timedelta from last <>

reset”
global ts
res = datetime.now() - ts
ts = datetime.now ()

return res

def printset (iter):
return " ".Jjoin (sorted(list (iter)))

def latexset (iter):
rstr = /\{ /7 + ", ".Jjoin([setprint_s(x) for x in iter]) + 7 \}’

return rstr

def get_copoints(coline_index=0) :

try:

L = colines[coline_index]
except TypeError, te:

L = coline_index
res = []

for H in copoints:
if L.issubset (H): res.append(H.difference (L))
return res

def contractable (mymatroid) :

for 1 in mymatroid.flats (mymatroid.rank()-2):
anz_simple=0
anz_nonsimple=0
contractme = False

for h in mymatroid.flats (mymatroid.rank()-1):
if l.issubset (h):
if len(h.difference(l)) == 1:

contractme = h
anz_simple += 1
else: anz_nonsimple += 1
if anz_simple > anz_nonsimple:
print "coline", 1, "is positive"
print "try to contract", contractme
return contractme.difference(l)
return false

#! prepare the matroid: !#

grundliste = (); mysets = []
if EXAMPLE == 1:
grundliste = [J + 7_’ + str(i+l)

for j in [’a’, ’'b’, ’c’, ’d’]
for i in range (4)]
mysets = {’A_1’: [’a_1’, 'a_2’, ’a.3’1, ’A 2’:[’'b_1’, ’"b_ 2, ’'b_4"],
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86
87
88

90
91
92
93
94
95
96
97
98

99

101
102
103

104
105
106
107

109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136

’A_37:[’c_1", ’'c_37, ’'c_471, ’A_4’:[’d_2’, ’d_3’, ’'d_4’],
’A_5’:[’a_1’, ’'b_1’, ’'c_171, A 6’:["a_2’, ’'b_ 2", ’d_2’],
’A_77:[’a_ 3", ’'c_3’, ’d 371, A 8":["b_47, ’'c_ 47, 'd_4’] }
else:
grundliste = [j + 7_7 + str(i+l)
for j in [/a/’ /b/, /C,, /d/, /e/, ’f’, /g/]
for i in range(7)]
mysets = { /A _1’:[’a_1’, ’a_2’, 7a_3"], A 2":] 17, ’'b_4’, ’"b_57]
’A_3’:[’c_ 3", ’'c_5", ’c_671, A 4’:[’d_1’, ’'d_e’, 'd_7"],
’A 57:[’e 27, e 57, e 771, 'A 67:["f 37, 'f 47, 'f 7]
/A_7/:[/g_2/, /g_4/’ ’g_6'], ’A_8’:[’a_l’, /b_l/, /d_l,J
'A_{11}7:["a_ 2", e 2", '9 2], A 97:["a_3’, ’'c_37, 'f_3"1,
’A_{10}":["b_47, ’'f_47, ’"g_4’7]1, 'A_{13}7:["b_5", ’"c_57, ’'e 5+
"1,
'A_{14}7:["c_6’, 7d_67, "9 671, 'A {12}7:[’d_7", Te 7', Tf_7&
71}

B = BipartiteGraph (mysets)

print_ts( "Create the Matroid... (will take some time to determine all <
bases) ")

reset_ts()

TB = TransversalBasisMatroid(bipartite_graph=B, right=(’A_1’ in B.left))

print_td( "Matroid TB successfully created")

#! prepare database !#

if USEDB:
_ _path = str(MYDIR) + ’‘fall’ + str(EXAMPLE) + ’.db’
print_ts ("Prepare Database " + __path + " ...")

if os.path.isfile(__path):
print_ts ("Removing old file " + __path)
os.remove (__path)

conn = sqglite3.connect (__path)
c = conn.cursor ()
with open ("db_template.sqgl") as f:
for line in f:
if line.startswith("#"): continue
c.execute (1line)
conn.commit ()

#! fill database !#
if USEDB:
for i in range(len(grundliste)):
c.execute ("INSERT INTO points VALUES(?, ?)", (i, grundliste[i] ))

print_ts ("Detecting number of flats")

reset_ts ()

rg = TB.full_rank()

flatcount = TB.f_vector()

no_colines = flatcount[rg-2]

no_copoints = flatcount[rg-1]

print_td(str(no_colines) + ’ colines, ’ + str(no_copoints) + ’ copoints.”)
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137 copoints = list (TB.flats(TB.full_rank()-1))
138 if USEDB:

139 print_ts("Save all copoints into database...")

140 reset_ts()

141 for h in range (len(copoints)):

142 c.execute ("INSERT INTO copoints VALUES(?, ?, ?)", (h, len(copoints[<+
h]), printset (copoints[h]) ))

143 if mod(h, 1000) == 0:

144 print_ts( str(h) + " copoints saved into database.")

145 conn.commit ()

146 conn.commit ()

147 print_td(’/Finished saving the copoints.’)

148

140 #! Main Part !#
150 print_ts ("Checking all colines for simple and non-simple copoints...")
151 reset_ts()

152 1=0
153 # 1list of all colines
154 colines = []

155 # list of colines with more simple than nonsimple copoints
156 # every entry 1is a tuple: ( coline-set, coline-index )
157 colines_wsimple = []

158

159 for L in TB.flats(rg -2 ):

160 p_einf=0; p_neinf=0; h=0

161 for H in copoints:

162 if L.issubset (H):

163 # Copoint H lies on L, check if its simple

164 sizediff = len(H.difference (L))

165 if sizediff == 1: p_einf +=1

166 else: p_neinf +=1

167 if USEDB: c.execute ("INSERT INTO copoints_colines VALUES(?,7?,7?)<4

", (1, h, sizediff))

168 h += 1

169

170 colines.append (L)

171 if p_einf > p_neinf: colines_wsimple.append((L, 1))

172

173 if USEDB: c.execute ("INSERT INTO colines VALUES(?, 2, 2?2, 2, ?2)", (1, <
len (L), printset (L), p_einf, p_neinf ))

174 1 +=1

175

176 if mod(l, 200) == 0:

177 if USEDB: conn.commit ()

178 if mod(l, 2000) ==

179 print_ts( str(l) + " colines checked. Found "

180 + str(len(colines_wsimple)) +

181 " colines with more simple than non-simple copoints.")

182

183 if USEDB:

184 conn.commit ()

185 conn.close ()

186 grundliste = sorted(TB.groundset_1list())

187
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188
189
190
191
192

193
194

=W NN =

print_td( "FINISHED.")
print_ts( str(l) + " colines checked. Found " + str(len(colines_wsimple))
+ " colines with more simple than non-simple copoints.")

reset ([’1’,’sizediff’,”’j’,’USEDB’,’H’,’L",”1’,’ flatcount’, ’p_neinf’,’p_einf>
7 Ih/ /B/])
14 ’

Listing A.6: SQL-Vorlage fiir das Script zur Koliniensuche

# exactly one statement per line!

PRAGMA page_size = 8192

PRAGMA quick_check

CREATE TABLE colines ( id INTEGER NOT NULL PRIMARY KEY, size INTEGER, <
representation TEXT, simple_copoints INTEGER, nonsimple_copoints <
INTEGER )

CREATE TABLE copoints ( id INTEGER NOT NULL PRIMARY KEY, size INTEGER, <>
representation TEXT )

CREATE TABLE points ( id INTEGER NOT NULL PRIMARY KEY, name TEXT )

CREATE TABLE copoints_colines ( coline_id INTEGER, copoint_id INTEGER, <>
sizediff INTEGER, FOREIGN KEY (copoint_id) REFERENCES copoints(id), <
FOREIGN KEY (coline_id) REFERENCES colines (id) )

A.2. Auswahl positiver Kolinien

Fiir die in Kapitel 4] vorgestellten Matroide sind nachstehend ausgew&hlte Kolinien do-
kumentiert, auf denen mehr einfache als nichteinfache Kopunkte liegen.

A.2.1. Kolinien der verdreifachten Vierpunktgeraden T}

Tabelle A.1.: Kolinien L4 von 77 mit 3 einfachen Kopunkten und mit A; C Li und
A; ¢ Ly fiir i # 1.

Kolinie einfache Kopunkte mehrfache Kopunkte
L =AU {Cl,dg, d4} LU {bl},Ll U {bg}, LU {b4} Ly {03, cy, d3}
Ly := Ay U{Cg,dg,d4} Lo U{bl},LQ U{bz},L2U{b4} LQU{Cl,C4,d3}
L3 := A1U{C4,d2,d4} L3U{b1},L3U{b2},L3U{b4} L3U{Cl,03,d3}
Ly := A1U{b1,d2,d4} L4U{Cl},L4U{03},L4U{C4} L4U{b2,b4,d3}
Ls:= Ay U{by,do,ds}  LsU{c1}, Ls U{cs}, Ls U {ca} L5 U{b1,ba, d3}
Lg := Ay U{Cl,C4,d2} LGU{bl},L6U{b2},L6U{b4} LﬁU{Cg,dg,d4}
L7 := Ay U{C3,C4,d2} L7U{b1},L7U{b2},L7U{b4} L7U{Cl,d3,d4}
Lg := Ay U{b1,03,d2} LgU{d4},L8U{C4},L8U{b4} LgU{bQ,Cl,dg}
Lo := Ay U{b1,bs,d2}  LoU{e1}, Lo U{es}, Lo U {es} Lo U{by,d3,ds}

Lig := Ay U{c1,d3,ds}  LioU{b1}, L1o U {b2}, L1o U {bs} Lo U{cs, cq,da}
Ly1:= Ay U{cy,ds,dy} L1 U{b1}, L1 U {ba}, L11 U {bs} L1y U{e,e3,da}
Lig := Ay U{by,d3,ds} L1 U{c1}, L12 U{cs}, Lo U {ca} Lia U {b, by, d2}
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L3
Ly

=AU {bg, ds, d4}
= A1 @] {b4, d3, d4}
=AU {Cl, cy, d3}
= A1 @] {bg, cq, dg}
=AU {bl, by, d3}
= Al @] {bg, b4, dg}
=AU {Cl, cq, d4}
=AU {03, cy, d4}
=AU {bl, b4, d4}
=AU {bg, by, d4}
=AU {bg, cy, 64}
=AU {b4, c1, 04}
= A1 @] {bg, b4, Cl}
=AU {bl, cs, 64}
= A1 @] {bg, c3, 64}
=AU {b4, c3, 64}
= Al @] {bl, b4, 63}
=AU {bQ, by, 63}
=AU {bl, by, 64}
=AU {bQ, by, 64}

L3 U {Cl}, L3 U {Cg}, L3 U {04}
LisU{er}, LiaU{cs}, L1a U {ca}
Lis U {bl}, L5 U {bz}, L5 U {54}
Lig U{da}, Lig U {ca}, L1 U {bs}
LizU{e1}, Lir U{es}, L1z U {ea}
LisU{er}, Lis U{cs}, L1s U {ca}
Lig U {bl}, LigU {bz}, Lig U {b4}
Log U {bl}, Log U {bQ}, Log U {b4}
Loy U{er}, Lot U{cs}, Lot U{ca}
Loo U {61}, Loo U {Cg}, Loy U {64}
Loz U {da}, Loz U {ds}, Lag U {ds}
Loy U {dg}, Loy U {dg}, Log U {d4}
Los U{da}, Las U {ds}, Las U {da}
Log U {dg}, Log U {dg}, Log U {d4}
Lo U {dg}, Loz U {dg}, Loz U {d4}
Log U {dg}, Log U {dg}, Log U {d4}
Log U {dg}, Log U {dg}, Log U {d4}
Lo U {d2}, Lso U {ds}, Lso U {da}
L3 U {dg}, L3 U {dg}, L3 U {d4}
L3z U{da}, Lz2 U{ds}, Lsa U {da}
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L3 U {b1,bs,do}
L14 U {b1,b2,da}
L5 U{c3,da, ds}
Lig U{b1,c3,do}
L7 U{by,da,ds}
Lig U{b1,da,dy}
Lyg U {c3,da,d3}
Lo U {c1,da, ds}
Loy U {by,da,d3}
Loy U{b1,da,ds}
Loz U {b1, by, c3}
Log U{b1,b2, c3}
Los U{b1,c3,c4}
Log U {b2, by, c1}
Loz U{b1,by,c1}
Log U{b1,ba,c1}
Log U{b,c1,c4}
L3g U{b1,c1,ca}
L31 U{bs,c1,c3}
L3y U{b1,c1,c3}



A.2.2. Kolinien der verdreifachten Fanoebene 75

Tabelle A.2.: Kolinien Ly von T aus Ay mit Ay, Ay C L

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Ly = {by,bs5,c3,d1,e5,e7,92} UAT UAry L1 U{fs},LiU{fr}, L1 U{f3},
IRRN {bl, cs, dr, 62,94}
Matching in Lq: {(Al, al), (All, ag), (AQ, b4), (Alg, b5), (Ag, 03), (Ag, 06),
(As, d1), (A4, dg), (A5, e5), (A12, €7), (A7, 92), (A14, g6) }

Ly = {bs, b5, c3,d1, €5, fa, 92y U A1 U A1y LoU{er}, LaU{dr}, Lo U{fr},
Ly U{b1,cs5, €2, f3,94}
Matching in LQZ {(Al, al), (AH, CLQ), (Ag, CL3), (AIO; b4), (Alg, b5), (Ag, 06),
(A87 dl)v (A47 dﬁ): (A57 65)7 (Aﬁv f4)7 (A7792)7 (A147 96)}

L3 = {b4,bs5,c3,d1, fa, fr,92} UALU Ay Lz U{ea},L3U{er},L3U{es},
L3 U {b1,c5,d7, f3,94}
Matching in Lj: {(Al, al), (AH, ag), (Ag, a3), (Alo, b4), (AQ, b5), (Ag, 66),
(As,d1), (Ag, de), (Ag, f1), (Ar2, fr), (A7, 92), (A14, 96)}

Ly = {by,c3,d1,er, fa, fr,92} UAL U A LyU{cs},LaU{bs},LsU{es},
Ly U {by,d7, e, f3,94}
Matching in Ly: {(Al, al), (AH, ag), (Ag, a3), (AIO; b4), (Ag, 66), (As, dl),
(A4,dg), (A5, €7), (Ap, f1), (A12, 7), (A7, 92), (A14, g6) }

Ls = {bs,c3,d1,e5,e7, fr,92} UATU Ay LsU{gsa},LsU{bs},LsU{fa},
Ls U {b1,cs5,d7,e2, f3}
Matching in Ls: {(A1,a1), (A11,a2), (A13,b5), (A9, c3), (A3, c6), (As, d1),
(A4, ds), (A5, €5), (A12,e7), (As, f7), (A7, 92), (A1, 96) }

Le = {cs,di, 5,7, fa, fr,92} U A1 U Ay LeU{b1}, Lg U{ba}, L U{bs},
Le U{cs,d7, ea, f3,94}
Matching in LGZ {(Al, al), (AH, CLQ), (Ag, ag), (Ag, 06), (Ag, dl), (A4, d@),
(A5, 65)7 (Al?a 67)7 <A107 f4)ﬂ (A67 f7)7 (A7792)7 (A147 96)}
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Tabelle A.3.: Kolinien Ly von T» aus Ay und Ag mit A; C Ly

positive Kolinie L

Kopunkte auf L,

Ly = {b5,c3,ds,d7, €5, fa, f7, 94,96} U A1
Ly = {b4,bs, c5, c6,d7, €2, f7, 94,96} U A1
L3 = {b4,bs, c5, 6, d1, €7, f7, 94,96} U A1
Ly = {bs, b5, cs5,¢6,d7, €7, f7,94,96} U A1
L5 = {bs, b5, c5, c6,d7, €7, f3, 94,96} U A1
Le = {b1, c5,ds, d7, €5, fa, fr,94,96} U A1
L7 = {bs, c5,ds, d7, €2, fu, fr,94,96} U A
Lg = {bs, c5,ds, d7, €5, fu, fr,94,96} U A1
Lg = {b1,c5,¢6,ds,d7, €5, €7, fa,94} U Ay
Lyo = {b4, c5,c6,dg, d7, e5,€7, f1,94} U Ax
L1y = {bs, c5,¢6,dg,d7, €5, €7, f3,94} U Aq
Lig = {bs, b5, c3,dg, €5, €7, f1, f1,96} U A1
L1z = {bs, b5, c6,d1, €5, €7, f1, fr,96} U A1
L1y = {b4, b5, cs,ds, €5, €7, fa, fr,96} U A1
Lis = {bs, c5,c6,dg,d7, €5, €7, f1,92} U Ay

Ly = {b47 bs, cg, dg, €5, €7, f47 f7792} U A
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Ly {05} , L1 U {bl} , L1 U {62}

Ly U{cs,d1, f3,92}, L1 U {bs, e7}
LoU {67} , Lo U {dl} , Lo U {fg}

Ly U{bi,c3,e5,92}, Lo U{ds, fa}
LU {62} ,LsU {d7} ,LsU {f3}
L3 U{b1,c3,ds, g2}, L3 U {es, fa}
LsU {62} ,LaU {dl} ,LaU {f3}
LyU{bi,cs,92}, LaU{ds, €5, fa}
LU {62} ,Ls U {dl} ,Ls U {f7}

L5 U {b1,c3, fa,92} , Ls U {ds, e5}
LgU {03} ,Lg U {b5} , Lg U {62}

Le U {bs,d1, f3,92}, Le U{cs, €7}
L7 U {03} , L7 U {bl} , L7 U {65}

L7 U {d17 €7, f37 QQ} ) L7 U {b47 CG}
LgU {Cg} ,LgU {bl} , Lg U {62}

LS U {d17 f3792} ) LS U {b47 Cé, 67}
LoU{g2},LoU{bs},LoU{f3}

Lo U{fr,96},LoU{bs,c3,d1,e2}
LigU{g2},LioU{b1},LioU{f3}
Lio UA{bs, fr, 96} L1o U {cs,d1, e2}
L1 U{g2}, L1 U{b1},L11 U{fs}
L1 U{bs, 96}, L11U{c3,d1,e2, f7}
L12 U{g2},L12U{ce}, L2 U {d1}
Lo U{d7, 94}, L12U{b1,c5,€2, f3}
Li3U{g2},L13U{c3}, L1z U{ds}
L1z U {cs, 94}, L1z U {b1,dr, e2, f3}
LisU{g2}, L1iaU{cs}, L1a U{d}
L1y U{cs,d7, 94}, L1a U {b1, €2, f3}
LisU{ga},LisU{b1},Li5U{f3}
Li5 U {c3,d1,e2,96}, L1s U {bs, f7}
LigU{gs},L16U{c3},LigU{d1}
L1 U {b1,e2, 3,94}, L1 U {cs5, dr}



Tabelle A.4.: einige Kolinien Ly von T5 aus Ay

positive Kolinie L

Kopunkte auf L4

Ly = {ag,a3,b1,b4, c3,¢5,d7, €2, €5, fr,94, g6 }
Ly = {az,a3,b1,bs,c3,¢5,d1,ds, e7, f7, 94, g6 }
L3 = {ag,a3,b1,c3,c5,dy,d7, e2, €5, fa,94, 96}
Ly = {az,a3,b1,c3,c5,dy,d7, ez, €5, fr,94, 96 }
Ls = {az,a3,b1,c3,c5,dy, €2, es5, f4, f7,94. 96 }
L = {az,a3,b4,c3,c5,d1,d7, €2, €5, fr,94, g6 }
L7 = {az,a3,b1,by,c3,dy,dg, e5, €7, f7,94, g6 }
Lg = {az,a3,b1,bs,c3,dg, d7, €2, fa, f7,94,96}
Lg = {a3,a3,b1,bs,c3,d1,d7, e5, €7, fa,94, g6 }

Lo = {az,as3,b1,bs,c3,ds, d7, €5, f1, f7,94, 96}
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IR {dl} , L1 U {dﬁ} , L1 U {f4}
Ly U{a1,bs5,c6,92}, L1 U {er, f3}
Ly U {62} , Lo U {65} , Lo U {fg}
Ly U{ay,bs,ce,92}, L2 U{dy, fa}
LU {b4} , Ly U {dﬁ} , Ls U {f7}
L3 U{ay,bs,er}, L3 U {cs, f3,92}
LyU {b4} , Ly U {d6} , Ly U {f4}
LyU{a,bs,er, f3}, LaU{ce, g2}
LU {b4} , Ls U {dﬁ} , Ls U {d7}
LsU{a1,bs}, Ls U {ce, €7, f3, 92}
LgU {bl} ,Lg U {dG} ,Lg U {f4}
Lg U{ay, ez, f3}, L U {bs,cq,92}
L7U{cs}, Ly U{ea}, Ly U{fs}
Lz U{ay, c, 92}, Lr U {bs, dr, fa}
Lg U {al} ,Lg U {05} ,Lg U {65}
Lg U{cs, 7, f3,92} , Ls U {bs, d1}
Lo U{ga},LoU{ce},LoU{f3}
Lo U {ai,c5,ea}, Lo U {by, ds, fr}
LigU {al} , Lip U {65} , Lo U {62}
Lyo U {cs, f3,92}, L1o U {ba, d1, e7}



Tabelle A.5.: einige Kolinien L von T aus As

positive Kolinie L Kopunkte auf L

L= {ag, as,bi, by, cs,cg,d1, es, €5, fg,g4,gﬁ} LU {67} , L1 U {d7} , L1 U {f7}
Ly {al, b5, c3, d@, f4, gg}

Ly = {az,a3,b4,bs5,d1,ds, e2, €5, f3, fr, 94,96} L2 U{c3},LaU{cs}, Lo U {ce}
LyU{ay,by,d7,e7, fa, g2}

L3 = {a2,a3,b4,cs5,cq,ds, €5, €7, f3, fr,92, 94} Lz U{a1},L3U{b1},L3U{d1}
L3 U {bs,c3,d7,e2, fa,96}

Ly = {az,a3,b4,bs5,c3,¢5,d1,ds, fa, f7,92,96}  LaU{ea},LyU{er}, LyU{es}
Ly U{a,bi,c6,d7, f3,94}

Ls = {az,a3,b1,bs5,d1,d7, e5,e7, f3, fa, 92,96}  LsU{c3},LsU{cs},Ls U {ce}
Ls U {a1,bs,ds, €2, fr,94}

L6 = {CLQ, as, bl, b5, c3, Cg, d6,d7, €9, €5, f4, f7} L6 U {94} ,L6 U {gﬁ} , L6 U {gg}
Le U{a1,by,c5,d1,e7, f3}

L7 ={a1,a3,b4,bs5,c3,c6,d1,e5,¢€7, fr,94,96} L7 U{az}, L7z U{ga}, L7 U {ea}
L7 U{by,c5,de, d7, f3, fa}

Lg = {a1,a3,b4,b5,c3,c5,d1,ds, €2,€7, 92,94}  Lg U{fa},LsU{fr},LsU{f3}
Lg U {az,b1,ce,d7,e5,96}

Lg = {a1,a3,b1,bs5,c5,c6,dg, €2, f3, fa, 92,94} Lo U {er},LoU{dr}, Lo U{f7}
Lg U{az,by,c3,d1,e5,96}

Lyo = {a1,a3,b1,b4, 5, ¢6,ds, €5, €7, f3, fr, 94} L1oU{az}, LioU{g2}, Lo U {ea}
L1o U {bs, c3,d1,d7, f1, 96}

74



Tabelle A.6.: einige Kolinien L von T, aus Ag mit Ay C L4

positive Kolinie L4

Kopunkte auf Ly

Ly = Ay U{cs3,c5,d1,ds, €5, f1, fr,94, 96}
Ly = Ay U {b4,bs, c3,d1,ds, €2, €7, 94, 96 }
L3 = Ay U {by,cs,cq,d1,d7, e5,e7,94, 96 }
Ly = Ay U{cs,ds, d7, €2, 5, f3, f7,94, 96}
L5 = Ay U {bs, b5, dg, €2, €7, f3, f7, 94, g6 }
Lg = Ay U {b1,bs, 3,6, €5, €7, fr,92, 94}
L7 = Ay U {b1,bs, c5,c6,d7, f1, f1,92, 94}
Lg = Ay U{cs,d1,ds, €5, €7, fa, fr,92, 94}
Lg = Ay U {b4, b5, c3,d1,d7, €2, e5, f7,94}

Lig = Ay U{b1,bs,c3,¢5,dg,d7, fa,92,96}
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LU {bl} , L1 U {b4} , L1 U {b5}
Ly U {ce,d7,e2,e7, f3,92}
LoU{fa}, Lo U{fr}, Lo U{f3}
Ly U {b1,c5,c6,d7,e5,92}
LyU{fa},LsU{fr}, L3 U{fs}
L3 U {b1,b5,c3,ds, 2,92}

LyU {bl} ,LaU {b4} ,LaU {55}
Ly U{cs,c,di, e, fa,92}

LU {63} , Ls U {65} ,Ls U {06}
L5 U {by,dy,d7,es5, f1,92}

LgU {dl} , Lg U {d6} ,L6 U {d7}
Le U {b4, c5, €2, f3, fa, 96}

L;uU {62} , L7 U {67} , L7 U {65}
L7 U {byg,c3,d1,ds, f3,96}

LgU {bl} ,Lg U {b4} ,Lg U {b5}
Lg U{cs3,cq,d7, €2, f3,96}

Lo U {g(;} , Lg U {66} ,Lg U {d@}
Lo U{b1,c5,e7, f3, f1,92}

Lig U {62} , Lo U {67} , Lo U {65}
Lyo U {bs, cg, d1, f3, f7, 94}



Tabelle A.7.: einige Kolinien L von T, aus A7 mit Ay C L4

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Ly = Ay U{b1,bs5,c3,ds,d7,€7,92,91,96}  L1U{fa},L1U{fr},L1U{f3}
Ly U {by,cs5,c6,d1,e2,e5}

Ly = Ay U {bs, c5,¢6,d7, f3, f7, 92,94, 96} L2 U{ea}, Lo U{er}, Lo U {es}
Lo U {by1,bs,c3,dy,ds, fa}

L3 = Ay U{cs,dy,dr,e5,¢e7, f3,92,94,96}  LaU{br},L3U{bs}, L3 U {bs}
L3 U {c3,cq,ds, €2, fa, fr}

Ly = A1U{b1,b5,ds,d7, €5, f3,92,94, 96} LaU{es},LaU{cs}, LaU{ce}
Ly U {bs,dr,e2,e7, fa, fr}

Ls = A1 U {by,c3,c5,¢6,d1,d7,e7,94,96y  Ls U{fa},Ls U{fr},LsU{f3}
Ls U {b1,bs,dg, e2,€5,92}

Le = A1 U {b1,by,c3,c5,ds, fa, f7,91,96}  LeU{ea},LeU{er}, LU {es}
Le U {bs, cs,d1,d7, f3,92}

L7 = Ay U{b4,c3,¢c5,d1,dg, fa, f1,91,96} LrU{ea},LrU{er}, L7 U {es}
L7 U {by,bs,c6,d7, f3,92}

Lg = Ay U{b1,bs5,c3,c6,d6, €2,€7,94,96}  LsU{fa},LsU{fr},LsU{f3}
Ly U {by,c5,dy1,d7,es5,92}

Lg = Ay U{b4,bs,c3,c6,ds, €2,€7,94,96F  LoU{fa},LoU{fr},LoU{f3}
Lo U {b1,c5,d1,d7,es5,92}

Lig = Ay U{bs,c3,c6,d1,e7, f3, f1,94,96} LioU{cs}, LioU{bs}, Lo U {es}
L1o U {b1,ds, d7, €2, f14,92}
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Tabelle A.8.: einige Kolinien L von T, aus Ag mit Ay C L4

positive Kolinie L Kopunkte auf L4

Ly = Ay U{bs,c3,¢c5,d1,e2, f1,92,94,96  Li1U{er}, L1 U{dr}, L1 U{fr}
Ly U {b1,by,ce,ds,e5, f3}

Ly = Ay U{b1,bs,c3,€2, fu, fr,92,94,96} L2 U{d1},LoU{dg}, Lo U {dr}
Lo U {by,c5,cq, €5, €7, f3}

L3z = Ay U {b4,bs,c3,ds,d7, f3,92,94,96}  LsU{ea},L3U{er}, LzU{es}
L3 U {b1,c5,c6,d1, fa, f7}

Ly = Ay U{b1,cs5,¢6,d1,¢€5, f1,92,94, 96}  LaU{er},LaU{dr}, Ly U{fr}
Ly U {b4,bs,c3,ds,e2, f3}

Ls = Ay U {bs,cs5,¢6,d1, €5, f3,92,94, 96}  LsU{er},LsU{dr}, Ls U{fr}
Ls U {b1,by,c3,ds,e2, fa}

Lg = Ay U {b1,bs5,c5,ds, €5, f3,92,94, 96}  LeU{er},Le U{dr}, Le U{fr}
LgU {b4, cs3, g, d1, €2, f4}

L7 = A1 U{cs,dy, ez, 65, f3, f1,92,94,96} L7 U{b1}, L7 U{bs}, L7 U {bs}
L7 U{cs3,cq,dg, d7, e, fa}

Lg = Ay U{b1,c6,d7,e7, fa, fr,92,94,96}  LsU{cs},LsU{bs}, Lg U {es}
LgU {b4, c3,dq,dg, e, f3}

L9 = Ay U{ce,d1,d7,e5,e7, f1,92, 94,96  LoU{b1}, Lo U {bs}, Lo U {b5}
Lg U {c3,c5,ds, €2, f3, f1}

Lig = Ay U {by,bs,dy1,d7, ez, fr,92, 94,96} L1oU{c3},LioU{cs}, LioU {ce}
L1o U {b1,ds, e5,¢e7, f3, f1}
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Tabelle A.9.: einige Kolinien L von T, aus Ag mit Ay C L4

positive Kolinie L4 Kopunkte auf L4

L1 = Ay U{b1,c3,d1,d7,ea,e5,92,94,96}  L1U{fa}, LiU{fr},L1U{f3}
Ly U {byg, b5, c5,cq,dg, 7}

Ly = A1 U {bs,c3,€2,¢e5,€7, f1,92,94,96} L2 U{d1},LaU{ds}, Lo U {dr}
Lo U {by1,by,c5,c6, f3, fr}

L3 = Ay U{b1,bs5,c5,d1, €2, f3,92,94, 96}  LzU{er},LaU{dr}, L3 U{f7}
L3 U {by,c3,c6,ds, €5, f4}

Ly = Ay U{by,ce,e2,e5, €7, fa,92,94,96}  LaU{d1}, Ly U{de}, LsU{dr}
Ly U {by,bs,c3,¢5, f3, fr}

Ls = Ay U {b4,cs,ds, €2, f3, fr,92, 94,96}  LsU{es}, L5 U{bs}, L5 U {es}
Ls U {b1,c3,d1,d7, ez, fa}

Le = Ay U {by, bs,d7, €2, fa, f7,92,94,96} LeU{c3},LeU{cs},LeU{ce}
Le U {b1,d1,ds, es5,e7, f3}

L7 = Ay U{cs,c5,c6,d6,d7, €5, f3,91,96} L7 U{b1}, L7 U{bs}, L7 U {bs5}
L7 U {dy, ez, €7, fa, fr,92}

Lg = Ay U{cs, c6,d1,dg, d7,e7, f7,94,96F  Ls U{b1},Les U{bs},Lg U {bs5}
Lg U {c3, e, €5, f3, f4,92}

Lg = Ay U{b1,by,b5,d1, €5, f1, f1,94,96}  LoU{cs},LoU{cs}, Lo U {ce}
L9 U {ds,d7,e2,e7, f3,92}

Lig = A1 U{b1,c3,¢c6,d1,d7, €2, f3,92,94} Lo U{cs}, Lo U{bs}, Lio U {es}
Lo U {bs,ds, e7, f1, f7, 96}
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Tabelle A.10.: einige Kolinien L4 von T aus Ajg mit Ay C L

positive Kolinie L4 Kopunkte auf L,

L1 = A1 U{b1,c5,d1,e2,e5,€7,92,94, 96} LiU{fa},LiU{fr},L1U{f3}
L1 U {by,bs, c3, cq,ds, dr}

Ly = Ay U {by, c,ds, €2, fu, fr,92,94.96} L2 U{cs}, Lo U{bs}, Lo U {es5}
Lo U {b1,c3,dy1,dy, er, f3}

L3 = Ay U {b1,b4,bs5,c5,d1, €5, f1,94,96}  LsU{er},L3U{dr}, L3 U{fr}
L3 U {c3,cq,ds, €2, 3,92}

Ly = Ay U{b1,by,bs5,c3,d1,ds,d7, fa, 94}  LaU{ea},LyU{er}, LaU{es}
Ly U{cs,ce, f3, 7,92, 96}

Ls = Ay U{b1,b4,bs5,c3,d1,e2, f3,92,96}  LsU{er},LsU{dr},LsU{fr}
L5 U {cs, cs,ds, €5, f1, 94}

Le = Ay U{cs,c5,¢6,ds, €5, f3, f1, fr,96}  Le U{b1}, Le U{bs},Le U {bs}
Le U{di,d7,e2,€e7,92,94}

L7 = Ay U{b1,c3,¢c5,¢6,d1,d7,e2, f3,g92} L7 U{ga}, L7 U{bs}, L7 U{fs}
L7 U {bs,ds, es, €7, f7, 96}

Lg = Al U {bl, b4, b5,63, dl, €2, €7, f3,92} Lg U {gg} ,Lg U {Cﬁ} , LgU {dﬁ}
Lg U{cs,d7,es5, fa, fr,94}

Lg = Ay U{b1,by,b5,c5,d1,ds,d7, 2,92} LoU{fa},LoU{fr},LoU{f3}
Lg U {c3,cq,€5,€7,94,96}

Lio = Ay U {bs, c3,¢5,¢6,dg, €5, f3, fa, fr}  LioU{ga}, LioU{ge},LioU{g2}
Lo U {b1,bs,dy,d7,e2,e7}
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Tabelle A.11.: einige Kolinien L, von 75 aus A1y

positive Kolinie L Kopunkte auf L

LlU{e7},L1U{d7},L1U{f4},L1U{f3}

_ ag,a3,b1,b4,03,65,
1= Ly U {a1,bs,ce 2,96}

dla dﬁa €5, f77927g4

L2U{al},LQU{b4},L2U{b5},L2U{d1}
Lo U { cs, €5, fr,92, 96

az, as, b17 Cs5, Cq, d67

d77 €2, €7, f3) f47g4

L3U{gs},LsU{ga} ,LsU{ce},LsU{ds}
L3U{(ll,b5,€5,f3,f7}

az,as, bl; b4a 3, Cs,

d17d77 €2, €7, f4796

Lyu{er}, Lau{di},Lau{ds},LsU{ fr}
Ly U { az,bs,cs, f1, 92

ap,ag, b17 b4a Cs5, Ce,

d77 €2, €5, f37g4)96

}
{ }
{ }
{ }
{al,ag,bl,b4,cﬁ,d6,} LyU{es}, LsU{bs}, LsU{ea} , LsU{er}
{ }
{ }
{ }
{ }

d77€57f3>f77927g4 L5U{a27037d1’f4796}

LeU{er} , LeU{dr},LeU{ fa},LeU{ f3}
Le U { az,b1,c5,¢6, 94

a1, as, by, bs, c3,di,

d6) €2, €5, f77 92, 96

LyU{as} , LrU{ga}, L7 U{gs},LrU{ea}
L7 U{bs,c3,dy,d7, f3}

ai,as, bl; b47 Cs, C6,

d@, €5, €7, f4a f7792

LgU{as},LsU{a1},LsU{cs},LsU{ f3}
Lg U { by,d7,e5, f1, 96

ag, bs, bs, cs, g, di,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

ds, €2, €7, 7,92, 94
Ly

LoU{er},Lou{dr} , LoU{ fa},LoU{ f3}
LoU{as,bi,ce, €5, 92}

ai, az, b47 b5a C3,Cs,

dla dﬁa €2, f7,94796

;o Jaazbibs, e LioU{e},LigU{es},LioU{dr},LioU{ fr}
a d67677f37f4)927g4 Llou{a37b45057d1796
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Tabelle A.12.: einige Kolinien L, von 75 aus Ao

positive Kolinie L Kopunkte auf L

LlU{67},L1U{d7},L1U{f4},L1U{f3}

I — a17a27a37b47b57657
1= Ly U {b1,c3,ds,e5,92}

ce,d1, €2, fr, 94, go

LoU{gs},LaU{cs},LoU{dr},LoU{dr}
Lo U { by,bs, €2, f3, fa}

ai, az,as, bl,Cg, Cs,

d67 €5, €7, f7ag27g4

LsU{gs},LsU{cs},LaU{cs},LaU{ds}
L3 U {b1,d7, e, f3, f1}

ai,az,as, b47 b57 €6,

d1> €5, €7, f77 g2, 94

LyU{gs},LaU{g2},LaU{ba},LyU{ fa}
LyU{ cs,dy,es, e, f3

a1, as,as, by, bs, cs,

C6, d67 d77 €2, f77g4

}
}
}
}
al,ag,ag,bg),cﬁ,dl,} LyU{es}, LsU{bi}, Ly U{bs},LsU{es}
}
}
}
}

d67621677f37f4>g4 L5U{C3,d7,f’7,92,96}

{
{
{
{
{ ai, az, az, bs, cs, cg,
{
{
{

LeU{gs} ,Le U{bs},LeU{ fr},LeU{ f3}
Le U { by, c3,dg, 2, €5

d17 d77 €7, f47g2796

LyU{gs},LrU{ga} ,L7U{ce},L7U{ds}
L7 U {by,by,d7,e5, f3}

ai,az,as, b5703, Cs,

dy, ez, €7, f1, f1,96

LgU{Cg},LgU{Cﬁ},LgU{b5},L8U{€5}
LSU{b4)d17f75927g4

ai, az,as, bl,C5, d67

Ly
Lj
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

dr, ez, €7, 3, f1, 96
Ly

LoU{ga},LoU{bi},LoU{bs},LoU{ fa}
Lo U { ¢c3,d7,e2, f7,96 }

ai,az,as, b4,C5, C6,

d17 d67€57 €7, f3>g2

[ az, as, by, c3, dg, dr, LigU{ai},LioU{bs},LioU{bs},LigU{di}
0 65)677f47927g4796 L10U{C55067€27f37f7
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Tabelle A.13.: einige Kolinien L4 von T3 aus Ajs

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Liu{es} , Liu{bi},LiU{bs} ,LiU{es}

I — a17a27a37b51067d17
1= LyU{e3,ds, e, fa, fr}

d7, ez, f3, 92, 94, g6

LQU{C5},L2U{b5},L2U{62},L2U{€7}
LQU{b47d17f3)f4792}

ai, az,as, bla C3, Ceq,

d@u d77 €5, f7vg4)96

LyU{ex},LsU{es},LyU{dr},LaU{ fr}
L3 U { by, c5,c6, f3,92}

ai, az,as, bla b57 C3,

dla d67 €7, f47 94, 9e

LyU{er} , Lyu{dr},LyU{ fa},LaU{ f3}
Ly U { by,bs, c3,dg, g2}

a1, az,as, by, cs, c,

d17 €2, €5, f77.g4796

}
{ }
{ }
{ }
{al,ag,ag,b1,05,d1,} LyU{er}, Ly U{dr}, LsU{ fa} , Ls U { f3}
{ }
{ }
{ }
{ }

de, €2, €5, f7, 94, g6 L5 U { ba, b5, ¢3, 6, 92

LeU{ex},LeU{es},LU{dr},LeU{ fr}
Le U { by, c3, ¢5,dg, g2

a1, az,as, by, bs, ce,

dy, ez, f3, f4, 94, g6

Lyu{er},Lyu{dr}, LyU{ fa},LrU{ f3}
L7 U { by, bs5,c6,€2,96 }

ai, az,as, bla 3, Cs,

dy,dg, es, fr, 92,94

LgU{C5},L8U{b5},L8U{62},L8U{€7}
Lg U {b1,dy,ds, f3,96}

ai, az,as, b4a C3, Ceq,

Ly
Lj
Ly
Ls
Lg
Ly
Ls

dr,es, f4, [7,92, 94
Lg

LgU{C5},L9U{b1},L9U{b4},L9U{65}
Lo U {Cﬁad77f37f7796}

ai,az,as, bs, c3,d,

dﬁa €2, €7, f47 g2, 94

I a1, az, a3, by, cs, ds, LlOU{gﬁ},LIOU{CG},Llou{d1}7L10U{d7}
0 €2, es5, fa, f7,92,94 Lo U { bs,bs, c3, €7, f3}
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positive

Tabelle A.14.: einige Kolinien L, von 75 aus Ay

Kolinie L

Kopunkte auf L

ai, az,as, b47 C3, d67
I =

es, f3, f7.92, 94, 96

a1, az,as, by, bs, s,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg
Ly

L10={

dr,es, [3, 92, 94, g6

ai, az,as, bla b57067

d77 €2, f3a g2, 94, g6

a1, az, a3, bs, ce, dr,

er, f3, f7,92, 94, 96

ai, az,as, b17 b47 b57

}
{ }
{ }
{ }
{al,a2,a3,b1,b4,b5,}
{ }
{ }
{ }

65)d77 €5, f3ag4796

ai, az,as, b47 C6, dla

d67 d?a €5, f3>g4agﬁ

a1, az,as, by, cs3, cg,

d17 d7,€5, f37.927g4

ai, az,as, b47 b57 Cs,

Cﬁvd77 €2, f47927g4

ai, az,as, b17 Cé, dlv

dg, €2, es5, f7,92, 94

}

LlU{C5},L1U{b5},L1U{€2},L1U{€7}
LlU{bl,C(j,dl,d?,f4}

LoU{er},Lou{di},LoU{ds},LoU{ f7}
Lo U { by, c3,cq, €2, f4

LyU{er},Lsu{di},LsU{ds},LsU{ f7}
L3 U {by,c3,¢5,€5, f1}

L4U{C5},L4U{bl},L4U{b4},L4U{€5}
LyU{ cs,dy,ds, e, f1}

LsU{er},Lsu{di},LsU{ds},LsU{ fr}
Ls U {cs,c6,€5, f3,92}

LeU{er}, LeU{di},LeU{ds},LeU{ fr}
Le U { c3,cq, €2, f1, 92

L7U{C5},L7U{b5},L7U{€2},L7U{67}
Ly U {b1,c3, f1, fr.92}

LgU{C5},L8U{b5},L8U{€2},L8U{67}
LSU{b47d67f47f7agﬁ}

LoU{er},Lou{di},LoU{ds},LoU{ fr}
Lo U {b1,c3,e5, f3,96 }

LigU{er},LigU{ds},LioU{ fa},LioU{f3}
Lo U { by, b5, 3,5, 96
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positive

Tabelle A.15.: einige Kolinien L von T3 aus Ajs

Kolinie L

Kopunkte auf L

ai,az,as, b4> Cs, d77
L=

€2, €7, f47927g4vg6

a1, az,as, by, cs, dy,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg
Ly

L10={

er, f3, f4, f7, 94, 96

ai,az,as, b4> €3, Cs,

Co, d77 €2, f37 f4vg4

ag, az, as, b47 C3, dﬁv

dr,es, [3, f4, f7,94

ai,az,as, b57 C3, d77

}
{ }
{ }
{ }
{ ez,fs,f4,f7,gz,gﬁ}
{al,az,ag,b4,03,cﬁ,}
{ }
{ }
{ }

de, €5, [3, f4, f7, 96

ai,az,as, b47 b5a Cs,

dr,e2,es5,¢e7, 7,96

a1, as,as, by, cs, ce,

dl) €2, €5, €7, f47 g2

ai,az,as, b17 C5,d1,

d67 €2, €5, €7, f47 g2

az, ag, bl,C5, d7) €2,

€5, €7, f7).927g47g6

}

LlU{Cg},LlU{CG},L1U{[)5},L1U{€5}
Llu{blad17d67f37f7}

LQU{C3},L2U{66},L2U{b5},L2U{€5}
Ly U {by,dy,ds,e2,92}

LyU{er},Lsu{di},LsU{ds},LsU{ f7}
LU {b1,bs,e5,92,96 }

L4U{C5},L4U{b5},L4U{€2},L4U{67}
Ly U {by,ce,d1, 92,96

L5U{C5},L5U{b1},L5U{b4},L5U{65}
Ls U { ce,d1,ds, 7,94}

L(;U{C5},L6U{b5},L6U{€2},L6U{67}
Le U {by,d1,d7, 92,94

LyU{gs},L7U{g2},LrU{ce},LrU{dg}
Ly U {b1,c3,dy, f3, f1}

LgU{gs},LeU{bs}, LsU{ fr} ,LsU{ f3}
Lg U { bs,c5,ds, d7, 96}

LoU{ga},LoU{bs},LoU{ fr},LoU{ f3}
Lo U { bs,c3,c6,d7, 96 }

LywU{ar},LioU{bs},LioU{bs},LioU{d1}
Lo U { c3,¢6,dg, f3, f4}
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Tabelle A.16.: einige Kolinien L4 von T3 aus Ajg

positive Kolinie L4

Kopunkte auf Ly

az,as, b1, bs, c3, ce,
d67 d77 €7, f47927g4
az, as, b47c3a C5,d15
d7a €5, €7, f4)925g6
ai, as, b57037 C5,d1,
d67 €2, €7, f47g47gﬁ
ai, as, bl, b57 CG,dGa
€2, €5, f37 f7,.92’g4
ai, as, b47c57 667d17
d77 €2, €7, f4792796
asg, bla b5,(33, dl,dﬁa
€2, €, f47 f7,g4596
asg, b17 b47c57 d67d77
€2, €5, f37 f77g2796
ai, az, b47 b57 CG,dlv
€2, €5, f37 f7,g4agﬁ
ai, az, by, by, cs, s,
de, €7, f1, f7,92, 96

ai, az, b47 b57 €3, Co,
dlad67e77f37f7592

}
}
}
}
}
}
}
}
}
}

L1U{CL1},L1U{C5},L1U{b4},L1U{€5},
Liu{di},LiU{ey, f3, f7,96}

LoU{ga},LaU{bi},Lou{bs},LoU{ fr},
LoU{ f3},LaU{ai,ce,ds e}

LsU{as},LsU{ga},LsU{es},LsU{dr},
Ly U{ fr}, Ly U { b1, by, cq, f3}

Liu{ge}, LsU{es} , LaU{es}, LaU{di},
LyU{dr},LaU{az, by e, fa}

LsU{ga},LsU{bi},LsU{bs},LsU{ fr},
LsU{ fs},LsU{az, c3,ds,e5}

L6U{ag},Lﬁu{al},LGU{C5},L6U{CG},
LeU{ f3},L¢U{bs,dr e5 92}

Lyu{ai},L7U{gs},L7U{bs} ,LrU{di},
Ly U{ fa}, L7 U{ag,c3,c6,€7}

LgU{ag},Lsu{Cg},LsU{e7},L8U{d7},
LsU{ fa},LsU{b1,c5,ds, 92}

LgU{CLg},LgU{CG},LQU{bg,},LgU{eg)},
LoU{ fs},LoU{di,dr,e2,94}

LioU{ga},LioU{cs},LigU{bi},LigU{es},
LioU{ fa},LioU {as,dr, ez, 96}
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positive

Tabelle A.17.: einige Kolinien L4 von 75 aus Ajy

Kolinie L

Kopunkte auf L

ai,az,as, b5,C5, dlv
Ly =

de, €2, €7, f1, 94, g6

ai, az,as, b4,C5, C6,

Ly
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg
Ly

L10:{

d17e77f37f77927g4

ai, az,as, b5,03, C6,

d67 d?a €5, €7, f4>g4

ai, az,as, bl) b57 C6,

de €2, €7, f37 f4)g4

ai, az,as, b4,C5, dﬁv

}
{ }
{ }
{ }
{ ai,a, az, by, b, C5,}
{ }
{ }
{ }

C6, d77 €7, f37 f4)96

ai,az, as, b4,03, C6,

de,d7, es,e7, f1, 92

a2, as, by, by, cs,d,

d77 €5, f77 92, 94, g6

az,as, b17037 Cs, dla

d?? €2, €7, f7>g41 g6

az,as, b1, bs, c3,dr,

e2,e7, f3, f1, 94, 96

}

L1U{63},L1U{66},L1U{b1},
LIU{b4}7L1U{65}7L1U{d77f37f7792}

LyU{gs},LoU{cs},LaU{bs},
LoU{es},LoU{ds},LaU{br,dr,ea, fs}

L3U{ge},LsU{ga},LzU{ba},
LyU{ fr},LsU{ f3},LsU{br,c5,d1,ex}

Lyu{ge} , LaU{cs},LaU{cs},
LyU{di},Lau{dr},LyU {bses,fr,92}

LsU{ga},LsU{b1},LsU{bs},
L5U{f7}7L5U{f3}7L5U{C37067d1a€2}

L6U{62},L6U{€5},L6U{d1},
LeU{ds} ,LcU{ fr},LeU {bs c3 92,94}

LyU{ga},Lru{bi},LyU{bs},
Ly U{ fr}, L U{ f3},LrU{cs,d1, €2, 96}

LgU{C3},L8U{66},L8U{b5},
LsU{ e}, LgU{er},LsU{a dg, f3, fa}

LoU{g2},LoU{cs},LoU {bs},
LoU{ds},LoU{ fa},LoU{ay bs,es, f3}

LivU{ai},LioU{es},LioU{bs},
LU {es},LioU{di},LioU{ce,de, fr,92}
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positive

Tabelle A.18.: einige Kolinien L4 von 75 aus Ajg

Kolinie L

Kopunkte auf L,

ai,az,as, b5> Cs, d17
Ly =

d7> €7, f37921.g4vg6

a1, as,as, bs, c3, cs,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg
Ly

L10={

dlv €5, €7, f77g4796

ai,az,as, b5> C3, d17

de, es, f3, 7,94, g6

a1, az,as, by, cs,d,

dr,es, f3, f4,94, 96

ai,az,as, b57 €3, Cs,

}
{ }
{ }
{ }
{ ai,as, az, by, cs, cﬁ,}
{ }
{ }
{ }

dlu €2, €7, f37927g4

ai,az,as, b47 b5a Cé,

d6> €7, f47 f77.g2ag4

a1, az,as, bs, 3, cs,

dﬁv d7) €2, f37 f7vg4

ai,az,as, b17 C3, d67

d77 €2, €5, f3> f4ag4

ai, az,as, b47C57 C6,

d77 €2, €5, €7, f37g4

}

L1U{63},L1U{06},L1U{b1},
LyU{bs},LyU{es},L1U{ds e, fua, fr}

LoyU{gs}, LoU{ce},LaU{bs},
LoU{ds},LoU{ fa},LoU{b1,d7 e, f3}

LgU{C5},L3U{b1},L3U{b4},
LyU{e},LsU{er},LaU{ce,dr, f4,92}

LyU{es},LaU{ce}, LaU{bs},
LyU{es},LyU{er}, LyU{b1,dg, fr,92}

LsU{gs},LsU{cs},LsU{er},
LsU{di},LsU{ fr},LsU{b1,bg, e, f3}

LeU{ge} ,LeU{cs},LegU{bs},
LeU{es},LeU{ds},LeU{ b1, dr, fa, fr}

LyU{gs},LrU{es},LrU{cs},
Lyu{di},LyU{dr}, Ly U{b1,ea 65, f3}

LeU{gs},LsU{ga},LsU{b1},
LgU{bs},LsU{ fa},LaU{cs di,es,er}

LoU{gs},LoU{cs},LoU{er},
Lou{di},LoU{ fr},LoU { by bs,c5 92}

LioU{ge},LioU{g2},LioU{b1},
LU {bs},LioU{ fa},LioU {3, di,dg, f7}
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positive

Tabelle A.19.: einige Kolinien L4 von T3 aus Ajg

Kolinie L

Kopunkte auf L

ai, az, as, b4a Cs, d67
L, =

dr,es, f4, 92,94, g6

ai, az,as, b5a C3,Cs,

Lo
Lj
Ly
Ls
Lg
L~
Lg
Lg

L10={

Ce, d77 €7, f37g4)96

ai, az,as, b4a C3, d67

es, er, 3, fa, 94, 96

ai, az,as, b5a C6, d6)

es, [3, f4, f7, 94, 96

ai, az, as, b57 Cs, d17

}
{ }
{ }
{ }
{ ar, a, az, bs, c3, C5,}
{ }
{ }
{ }

cg,d1,d7,es5, f4,94

ai, az,as, b47 C3, d67

d77 €2, €5, f3a f47g4

a1, az, as, by, bs, cs,

d6)d77 €2, 65, f4ag4

a1, az, as, by, bs, c3,

d?a €2, f37 f7792196

a1, az,as, by, c3, cs,

C6, d17 €2, f47 f7ugﬁ

}

LlU{Cg},LlU{CG},LlU{b5},
LyU{ex},Liu{er}, LiU{bi,dy, f3, fr}

LQU{€2},L2U{€5},L2U{LZ1},
LQU{dﬁ}vLQU{f'?})LZU{blab4)f47.92}

L3U{C5},L3U{b5},L3U{€2},
LyU{dr},LsU{ fr},LsU{b1,cs d1 g2}

LyU{cs}y,LaU{bi},LaU{bs},
LyU{ex},LaU{er}, LyU{cs,di,dr, g}

L5U{Cg},L5U{Cﬁ},L5U{b1},
LsU{bs} , LsU{es},LsU{er, f3, fa,96}

LeU{ge} L6 U{g2},LeU{ba},
LeU{ fr}, L U{ fs},Le U {b1,ds,e2, e}

L7U{ge},LrU{cs},LrU{er},
Lyu{di}, Ly U{ fr}, L7 U{b1,bs,c5,92}

LgU{gs} ,LsU{ce},LsU{er},
LsU{di},LsU{ fr},Ls U {b1,c3, f3,92}

LoU{ga},LoU{cs},Lou{bi},
Lou{es} , LoU{ fa},LoU{cs,di,dg, er}

LioU{ga},LigU{bs},LigU{er},
LigU{dr},LioU{ fs},LioU{bs,ds,e5 92}
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positive

Tabelle A.20.: einige Kolinien L4 von T3 aus Agg

Kolinie L

Kopunkte auf L,

ai, az,as, b17 C3, d17
L, =

€2, es5, €7, [3, 94, g6

a1, az,as, by, cs, cq,

d77677f37f47f7ﬂg4}

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg
Ly

L10={

{
{
{
{
{ ar, az, ba, c6, dg, €2,
{
{
{

ai, az,as, b57 €3, Cs,

€6, d67 €5, f47 f77.96

a1, az, as, by, bs, c,

d17 d67 d77 €7, f77 gﬁ}

az, ag, b17 C3, dla €2,

€5, €7, f3vg2>g41.96

}

€5, €7, f47g27g4796}

ag, bla b47 b57 C3, d77

as, by, c3,d1, dg, d7,

€2, €5, €7, f47 f7)g4

€7, f47 f77 g2, 94, gﬁ}

ag, bla b47 b57 €3, Cs,

06,d67€2,€77f3796}

ai,az, b47 C3, Cs, Cg,
dr, ez, [3, f4, f7, 94

}

LyU{ga}, LiU{ce}, LU {bs},
Liu{ds},LiU{ fa},L1U{bs,c5,d7, fr}

LyU{gs},LaU{cs},LaU{bs},
LoU{es},LyU{ds} LoU{b1,d1,e2,92}

LyU{gs},LsU{bs},LsU{er},
LsU{ds},LsU{ f3},LsU{b1,di, e, 92}

Lyu{gs}, LaU{cs},Lyu{br},
LyU{es),LyU{ fa} , LaU{cs e, f3,92}

L5U{Q1},L5U{b4},L5U{b5},
LsU{ds},LsU{dr},LsU{cs,ce, f1, f7}

LGU{GQ},L6U{C3},L6U{[)1},
LeU{di},LeU{ f3},Le U {bs,cs,dr, fr}

LyU{as} , LyU{a1},L7U{cs},
Ly U{c}, LrU{ f3},LyU{d1, dg, ez e5}

LgU{GQ},LgU{al},LgLJ{C{)},
LsU{cs},LsU{ f3},LgU{b1,b5,92,96}

LoU{as} , LoU{ga},LoU{es5},
Lou{dr},LoU{ fr},LoU{a1,dy, f1,94}

LU {as},LigU{ga},LioU{b1},
LigU{ea} ,LigU{di},LiogU{bs,ds,es, 96}
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Tabelle A.21.: einige Kolinien L von 75 aus Ag;

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Lyu{ai}, LiU{ga}, LiU{es},LiU{er},

a27a37b5ac57067d17
Ly = LyU{es},LiU{fs},L1U{bi, by, ds}

d7> €2, f47 f77 94, 96

LoU{ar},LoU{gs},LoU{ce},LoU{bs},
LoU{bs},LoU{dr},LaU{cs,ea, f3}

az,ag, b17 C3, dlu d67
€5, €7, f47 f77 92,94

LgU{al},Lgu{b4},L3U{b5},L3U{€7},
LyU{ds},LsU{ fr},L3U{c3,92,96}

az,as, bl; C5, Co, dlv
d?a €2, 65, f37 f4>g4

LyU{ar}, LaU{ga},LaU{g2},LaU{cs},
LyU{bi},LyU{dr}, LyU{es, f3, fr}

a2, as, by, bs, c3, cs,

dy,dg, ez, e7, f4,96

}
{ }
{ }
{ |
SR ST PR ST AT e
{ }
{ }
{ |
{ |

LeU{as},LeU{gs},LeU{bs} ,LeU{ea},
LeU{ fr}, L U{ f3},Le¢ U {bs,co,d1}

ap, as, blv C3,Cs, d67

dr,e5,e7, f1,92, 94

L7U{gﬁ},L7U{Cg},L7U{b1},L7U{b4},
LyU{es} Ly U{ds},LrU{ag, f3, fr}

ai,as, b57 C5, Co, d17

d7> €2, €7, f47 g2, 94

LgU{az},LsU{gs} ,LsU{cs},LsU{er},
LgU{es},LgU{ds},LsU{by,dr, f3}

a1, as, by, bs, c3, cs,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

di, ez, f4, f7,92, g6
Ly

LQU{GQ},LQU{Cg},LgU{bl},LgU{dﬁ},
Lou{dr},LoU{ f3},LoU{cs, €594}

a1, as, by, bs, cs,d1,

e2, €7, f1, f1, 92, g6

- a1, as,b1,by,cs5,c6,] LioU{ge},LioU{es},LioU{bs},LioU{es},
TN ds,eren, fu, frigo [ 10 U{di},Liwu{dr},LioU{as, f3,94}
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Tabelle A.22.: einige Kolinien L, von T5 aus Ago

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Lyu{g},LiU{es}, LiU{cs}, Liu{ba},

CLl,GQ,CLg,b5,C6,d1,
Ly = Lyu{ds},LiU{ fa},L1U{bs, e, fr}

d77 €5, €7, f3a 94, 96

LoU{ge} ,LoU{ga} ,LoU{bs},LaU{er},
LoU{ds} ,LaU{ fa},LoU {b1,c5,d1}

a1, az,as, bs, c3, ce,

d67 €2, €5, f47 f77 g4

LgU{Cg},LgU{Cﬁ},LgU{b5},L3U{€2},
L3U{d7}7L3U{f7}aL3U{d17f3ag4}

ai,az,as, b1> b47 Cs,

d67 €5, €7, f47927g6

LyU{ga} , LaU{ga},LaU{cs} , LaU{bs},
LyU{es},LaU{ds} ,LaU{b1, ez, f3}

a1, as,as, b, cs, ce,

d17 d7) €2, f47 f7796

}
}
}
}
a2,a3,b1,b5,c3,d1,} LsU{ai},LyU{cs} Ly U{bs} Ly U{es},
}
}
}
}

e77f47f77.g2ag4796 L5 U { dﬁ} 7L5 U { d7} 7L5 U { 66762?f3}

{
{
{
{
{ ag, az, by, c3, s, dy,
{
{
{

LeU{g2} , LeU{ce},LeU{br},LeU{bs},
LeU{ds} L U{ fa},LeU {an e, f3}

dr,es,er, f7, 94, g6

Lyu{a1},LrU{ga} ,LyU{cs}, LyU{ce},
LyU{e} , LyU{fs},LyU{b1,dr,er}

az,as, b47 b5a C3, dl?

d67 €5, f4> f77 g4, ge

LsU{ar},LsU{ g2} ,LsU{cs},LsU{er},
LsU{es},LsU{ fs},LsU{b1,ce,dr}

a2, as, by, bs, cs, d1,

Ly
Lj
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

de, €2, f4, [7, 94, g6
Ly

LgU{Cg,},LgU{b5},L9U{€2},L9U{d1},
Lou{ds},LoU{ fr},LoU{ a1, f3,96}

az,as, b17 b47 C3, Co,

d77 €5, €7, f47 g2, 94

- az, a3, b1, by, ce,dg, | LioU{ge} . LioU{es}, LioU{es}, LigU{er},
7Y 4y, ea, 5, f3, 92, 0a LigU{di},LioU{ fr},LioU{a1bs, fs}

91



Tabelle A.23.: einige Kolinien L4 von 75 aus Ags

positive Kolinie L Kopunkte auf L,

LlU{C5},L1U{b5},L1U{62},L1U{d1},

a17a27a37b17c37667
Ly = LyU{ds},LiU{ fr}, L1 U{ by, f1,92}

d77 €5, €7, f3ag4>g6

LoU{ga},LoU{es},LoU{bi},LoU{ea},
LoU{di},LaU{ f3},LoU { by, dg,er}

ai, az,as, b5,C5, C6,

dr,es, fa, f7,94, 96

L3U{g2},LsU{cs},LyU{cs), LyU{bs},
LyU{ds},LsU{ fa},L3U{dr es5,er}

ai,az,as, b17 b57 €6,

d17 €2, f3> f7ag4796

LyU{es},LaU{bs} , LaU{ea},LyU{dr},
LyU{ fa} , LaU{ fs}, Ly U {bs,co,96}

ai, az,as, bl,Cg, d17

de, €5, e7, f7,92, 94

}
}
}
}
al,ag,ag,b5,c5,d6,} LsU{es},LsU{cs} , LsU{bi}, LsU{bs},
}
}
}
}

d7>€5>f37f7792>g4 L5 U{€2} ’L5 U{67} 7L5 U {d17f4796}

{
{
{
{
{ ai, az, az, by, 3, cg,
{
{
{

LeU{gs},Le U{ga},LeU{bi},LeU{bs},
LeU{ fr} , Le U{ fs},LsU {cs5,di,ex}

d67 d77 €5, €7, f47g4

LyU{ge}, LU {g2},LyU{bs},LrU {er},
LyU{dr}, Ly U{ f3}, Ly U {b1,c3,d1}

ai,az,as, b5,C5, €6,

d67 €2, 65, f47 f7>g4

LgU{gs}, LsU{cs},LsU{bi},LsU{es},
LsU{ fr},Ls U{ fs},Lg U { cs,dr,d7}

ai, az,as, b4) b57 C3,

Ly
Lj
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

de, €2, €7, f1, 92, g6
Ly

LgU{C5},L9U{b5},L9U{€2},L9U{Cl7},
LoU{ fa} , LoU{ f3} Lo U {cs,d1,94}

ai,az,as, b17 b47 €6,

de, es5, €7, f7, 92, 96

Lo a1, as, a3, by, cs,dg, | L1oU{ga},LioU{g2},LioU{ce},LioU{er},
T drenes, fa fags [ L0V {di},LioU{ fr},LioU {bs,b5,c5}
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Tabelle A.24.: einige Kolinien L, von 75 aus Aoy

positive Kolinie L Kopunkte auf L

L1U{C5},L1U{b5},L1U{62},L1U{d1},

alaa2aa3ab4ac3ad77
Ly = LyU{ds},L1U{ fr}, L1 U{b1,c6 92}

€5, €7, f37 f4ag4796

LoU{ga},LoU{es},LoU{bi},LoU{ea},
LoU{di},LyU{ fs},LoU{cs,ds,e5}

a,az, as, b47 b57 C6,
dr, ez, fa, f7,94, 96

L3U{ge},LsU{cs}, LaU{ea},LyU{es},
LyU{di},LsU{ fr},L3sU{b1,c5,92}

ai,az,as, b47 b57 C3,

dﬁa d7a €7, f37 f4>g4

LyU{gs},LaU{ga}, LaU{bi},LyU{bs},
LaU{ fr},LaU{ f3},LaU{cs,c5,d7}

ag, az,as, b47 Cé, d17

d , €2, €5, €7, f47 g4

}
}
}
}
CL1,GQ,G3,b1,b4,b5,} LsU{gs} Ly U{g2},LsU{ce},LsU{er},
}
}
}
}

es, ds, dr, e, f1, g6 LsU{di},Ls U{ fr},Ls U{cs e, f3}

LeU{ga} LeU{ga} LeU{c3}, LeU{cs},
LeU{d1},LeU{dr},L¢U{b1,bs e}

es,er, f3, fa, 7,96

L7U{al},L7U{gg},L7U{63},L7U{67},
LyU{es} Ly U{ fs}, Ly U{bi,c5 fr}

az,as, b47 b57 Cé, dla

dG; d77 €2, f4>g4196

LsU{ar},LsU{gs} ,LsU{cs},LsU{es},
LsU{di},LsU{ fa},LgU{cs dr ez}

a2, as, by, by, bs, 3,

dg, €2, f3, 7,92, 96

LoU{ai},LoU{gs},LoU{cs},LoU{br},
LoU{er},LoU{ fr},LoU{bs,e2,94}

az,as, b57 €3, Cs, d17

-
o
“|
a
{ ai, az, az, bs, g, ds,
-
-
-

d67d77 €5, f3a f4792

Lo a1, a3, b1, bs,cs,dy,| LU {az},LigU{cs},LigU{bs},LigU{e2},
7 e, er, f3, 02, 94, 96 LioU{ds},LioU{ fa}, LU {cs,dr, fr}
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Tabelle A.25.: einige Kolinien L4 von T3 aus Ags

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Lyuf{ai}, Liu{ge},Liu{es}, LiU{er},

az,as, b1, bs, cs, ce,
1= Lyu{est, LiU{fa} , LiU{ fr}, L1 U {bs ds}

d1> d7a €2, f37g4796

LQU{al},LQU{C5},L2U{b4},L2U{62},
LoU{es},Lou{ds},LaU{ fr},LaU{ f3,96}

az,as, by, bs, c3, cg,

d17 d77 €7, f47927g4

L3U{ge},LsU{g2},LaU{ce},LsU{bs},
Lyu{er}, Lsu{di},LsU{ fs},LsU{ai,cs}

az,as, by, bs, c3, ds,

d7> €2, 65, f47 f7vg4

Lyu{ar} , LaU{ga},LaU{cs}, LaU{c},
LyU{e},LyU{ds} LaU{ f3},LaU{b1 €7}

az,as, by, bs, c3,dq,

d7,es, fa, 7,92, 96

}
}
}
}
ool st el )
}
}
}
}

PR ST AT AT YA R AT

{
{
{
{
{ ar, az, by, c3, cs, dg,
{
{
{

LeU{g2},LeU{ce},LeU{bs},LeU{er},
LeU{di},LeU{ fa},LeU{ f3},LeU{azbs}

d77 €2, €5, f77.g47 g6

L7U{ag},L7U{gﬁ},L7U{C5},L7U{bl},
LyU{bs},LrU{er} Ly U{ fa}, L7 U {ds, f3}

ai, as, b57c37 Cé, dla

d77 €2, €5, f7>g21 g4

LgU{ag},Lgu{Cg},LgU{Cﬁ},LgU{b4},
LgU{es},LsU{di},LsU{ f3},LsU{ f7,96}

a1, as, by, bs, cs, dg,

Ly
Lj
Ly
Ls
Lg
Ly
Ls

dr, ez, €7, f1,92, 94
Ly

LgU{ag},LgU{g4},L9U{CG},L9U{62},
LoU{es} LoU{di},LoU{ fr},LoU{br, f3}

ai, as, b47 b57 €3, Cs,

d6> d?a €7, f4792796

a1, as, by, by, cs5,dg, | LiwoU{az},LioU{ga},LioU{cs},LioU{bs},
Lo = dr, e es, f1, 90,96 [ L10Y {di},LioU{fr} , LioU{ fs},LioU{cs er}

94



Tabelle A.26.: einige Kolinien L4 von T3 aus Agg

positive Kolinie L Kopunkte auf L

LyU{ga}, Liu{es} , Liu{bi},Liu{bs},

a17a27a3ab4>c57067
1= LyU{es}, Liu{ds} , L1U{ fa},L1U {er, f3}

di,dz, e, f7, 94, g6

LoU{ga},LaU{es},LoU{cs},Lou{bi},
LQU{65},L2U{d@},LQU{f4},L2U{d1,f7}

ai, az, as, b47 b57 C6,

d77 €2, €7, f37 94, g6

L3U{C5},L3U{b1},L3U{b4},L3U{62},
LyU{dr},LsU{ fa},LsU{ f3},L3U{c3 96}

ai,az,as, b57 067d17

de, €5, €7, 7,92, 94

LyU{gs},LaU{ga},LaU{ecs}, LaU{cs},
LyU{bi}, LyU{es} , LaU{ fa},LaU{dr e}

a1, as,as, bs, bs, cs,
d17d6762)f37f77g4

}
}
}
}
al,CLQ,ag,b4,C3,C5,} LsU{ga} , LsU{b1},LsU{bs},LsU {es},
}
}
}
}

{
{
{
{dhd&e?,fm’gﬁ LsU{es},LsUldr}, LsU{ f3},Ls UL ce g0}
{
{
{
{

LeU{ga},LeU{es},LeU{cs},LeU{bi},
LeU{es} LeU{ fr} , Le U{ fs},Le U{di, g2}

a1, as,as, bs, bs, cs,

d67 d7) €2, ¢7, f47 ge

L7U{gﬁ},L7U{Cg},L7U{06},L7U{b5},
LyU{e} , Lyu{di},LrU{ fr},LrU{ f3,94}

ai,az,as, b17 b47 Cs,

dG; d77 €5, €7, f47 g2

LgU{al},Lgu{C5},L8U{b1},L8U{b4},
LgU{eg},LgU{dg},LgU{f7},LgU{03,f4}

az, as, b57 Cé6, dla d7)

Ly
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

€5, €7, [3, 92, 94, 9o
Ly

LgU{al},LQU{gg},LgU{CG},LgU{b4},
LoU{bs},LoU{dr} ,LoU{ fa},LoU{ea er}

az,as, bl: €3, Cs, dla

d67 €5, f37 f7vg4796

as,as, by, by, c3,dy,|  LwU{ai},LioU{cs},LioU{bs},LioU{er},
Lo = dr,e2, f3, farga g6 [ L10Y {es} , Liou{ds},LioU{ fr},LioU{cs,92}
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Tabelle A.27.: einige Kolinien L4 von T35 aus Agy

positive Kolinie L Kopunkte auf L

Liu{g} , Liu{c}, Liu{c},Liu{b},

al,a2,a3,b4,b5,03,
Ly = Liu{e}, Liu{di},Liu{ fs},LiU{dyr, fr}

d67 €5, €7, f4ag4ag6

LoU{ga},LaU{es}, Lou{bi},LyU{bs},
LQU{65},L2U{d6},L2U{f4},L2U{dl,fg}

a1, as,as, bs, cs, cp,

d77 €2, €7, f77g47 g6

L3U{C5},L3U{b5},L3U{62},L3U{d1},
LyU{ds},LsU{ fa},LaU{f3},L3U{c3,92}

ai,az,as, bl; b47 Ce,

dr,es, ez, 7,94, 96

LyU{gs} , LaU{cs},LaU{ce},LaU{bs},
L4U{62},L4U{d1},L4U{f7},L4U{bl,fg}

ag, az, as, b47 C3, dﬁu

d77 €5, €7, f4)927g4

}
{ |
{ }
{ |
fovmoteteed LolehmobE R ol
{ |
{ }
{ }
{ |

LeU{gs} ,Le U{ga} ,Le U{bi},LeU{bs},
LeU{er},LeU{dr} LeU{ f3},Le U {cs €5}

a1, as,as, by, cs, ce,

dlu d67 €2, f47 f77g4

L7U{g4},L7U{C5},L7U{b1},L7U{62},
LrU{dr},LrU{ fa},L7U{ fr} , L7 U {cs,ds}

ai,az,as, b47 b5a C3,

d17 €5, €7, f3a.g2796

LeU{gs},LgU{cs},LsU{bi},LgU{es},
LsU{dr},LsU{ fa},Ls U{ fr},Ls U{ds, g2}

a1, as,as, by, bs, c3,

Loy
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Lg

c6,d1, €5, €7, f3, g6
Ly

LoU{gs},LoU{g2},LoU{es},Lou{bs},
L9U{65},L9U{dl},LgU{d7},L9U{b1,f7}

ai,az,as, b47 C5, Cé,

d67 €2, €7, f37 f4796

a1, as, a3, bs, cs,c5,]  LiwoU{ga},LioU{ge},LioU{ce},LioU{ba},
Lo = ds, dv, es, fa, fr,go [ L10Y {er} , LioU{di},LioU{ f3},LioU{b1,ea}
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Tabelle A.28.: einige Kolinien L4 von 75 aus Asgg

positive Kolinie L Kopunkte auf L

LyU{gs},LiU{g2},LiU{bs},LiU{er},

al,(ZQ,(lg,b5,03,C5,
Ly = Liyu{di} , LiU{ds},LiU{ fs},LiU{b1 ez}

Co, d77€57 f4> f7ag4

LoU{gs},LaU{ce},LoU{ea}, LaU{es},
Lou{di},LaU{ fa},LaU{ f3},LaU{c5,94}

ag, az,as, b17 b47 b5)

C3, d67 d77 €7, f7)92

0/2,(13,b1,b4,b5706,} L3 U{al} ’L3 U {92} 7L3 U{C3} 7L3 U{€7},

dy, dg, dv, e2, f3, g6 LyU{es}t , LsU{ fu} ,LsU{ fr},LsU{ 5,94}

LyU{as},LaU{ g2} ,LaU{cs},LaU{bs},
LyU{dr},LaU{ fa},LaU{ f3},LaU{by c3}

ag, as, b17 Ce, d17 d6)

€2, €5, €7, f77 94, g6

dﬁ?d7a€21f37927g4 L5U{67}’L5U{65}’L5U{f4}7L5U{G‘17f7}

LeU{ai},LeU{gs},LeU{ g2} ,LeU{cs},
L6U{C5},L6U{bl},L6U{d7},L6U{a2,b4}

a3,b4,03,05,06,d1,} L5U{G2},L5U {96}7L5U{b1},L5U{b5}a

es,er, 3, f1, 7,96

LyU{as}, LrU{ga} , Ly U{gs},LrU{b1},
L7U{67},L7U{65},L7U{d1},L7U{b4,d6}

ai, az, b57 €3, Cs, Co,

d7ae27f37f41f7792

ag,bl,b4,63705,06,} Lg U{al} ,Lg U {96} ,Lg U {92} , Lg U{b5}7

LeU{di},LsU{ fr},LsU{ f3},LsU{as,de}

Ly
L3
Ly
Ls
Lg
Ly
Ls

dr, €2, €5, €7, f1,94
Ly

L9U{ag},LgU{ag},LgU{b4},L9U{b5},
LoU{er} ,Lou{ds},LoU{ fr},LoU{ea, f3}

ay,bi,cs3,c5,c6,d1,

{
{
{
{
{ ag, bs, cg, di, dg, ez,
{
{
{

d7> €5, f47 g2, 94, 96

ai, ba, cs,dy, dg, dr, LigU{as},LioU{gs},LioU{g2},LioU{cs},
7N ey e e, fa fasga LigU{bi},LioU{bs},LioU{ fr},LioU{az c6}
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