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1 Einleitung

Die Sticky-Vermutung wurde 1982 von S. Poljak und D. Turzik in [20] aufgestellt und
seitdem nicht bewiesen. Sie lautet:

Ein Matroid, welches ’sticky’ ist, ist auch modular.

Ein Matroid M ist ’sticky’, wenn zu jedem Paar von Erweiterungen von M ein Matroid
existiert, Amalgam genannt, welches beide Erweiterungen als Restriktion beinhaltet.
Die Umkehrung der Sticky-Vermutung wurde in der selben Arbeit von Poljak und Turzik
bereits bewiesen. Modulare Matroide sind sticky. Wir beweisen in dieser Arbeit folgende
Aussage, die wir Satz (ST2) nennen:

Ein Rang-4-Matroid ist sticky, wenn jeder modulare Filter dieses Matroids ein
Hauptfilter ist.

Aus diesem Satz folgern wir, dass die Sticky-Vermutung dquivalent ist mit einer Vermu-
tung, die William Kantor 1974 in [12] aufgestellt hat, und die bis heute auch nicht bewiesen
ist. Die Kantor-Vermutung (in unserer Formulierung) lautet folgendermassen:

Jedes endliche Matroid, in dem jeder modulare Filter ein Hauptfilter ist, ist
modular.

Da die Kantor-Vermutung fiir Matroide mit unendlichen Grundmengen nicht gilt, folgt
daraus, dass die Sticky-Vermutung im Fall unendlicher Matroide nicht stimmt. Um zum
Ziel dieser Arbeit zu gelangen, sind aber zunéchst einige vorbereitende Abschnitte notig,
die die Voraussetzungen dieser umfangreichen Theorie bereitstellen.

Zunachst stellen wir die bendtigten grundlegenden Sétze und Definitionen zusammen. Ne-
ben Grundtatsachen aus der Matroid- und Verbandstheorie sowie der projektiven Geome-
trie diskutieren wir hier auch einige speziellere Definitionen: Ein Paar von Fléachen (X,Y)
eines Matroids ldsst sich zum Schnitt bringen, wenn es eine Punkterweiterung des Ma-
troids gibt, in der der modulare Defekt des Paares kleiner wird. Wir zeigen, dass dies
gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass es in dem Matroid einen modularen Filter gibt,
der X und Y enthélt, nicht jedoch X NY. Ein Matroid hat die allgemeine Intersection-
Property, wenn jedes nicht-modulare Flachenpaar des Matroids zum Schnitt gebracht
werden kann. Wir definieren hier noch zwei weitere Intersection-Properties. Alle drei die-
ser Eigenschaften sind in Rang-4-Matroiden dquivalent und auch zu der Tatsache, dass
in dem Matroid die Bundle-Condition gilt. In einem Matroid ist die Bundle-Condition
erfiillt, wenn es nicht das Vamos-Matroid als Restriktion hat.

In einem kleinen Exkurs besprechen wir noch freie Ebenenerweiterungen und zeigen,
dass sie bis auf triviale Ausnahmen unendlich und nicht-desarguessch sind.

Im dritten Abschnitt betrachten wir Matroide, bei denen sich jedes Hyperebenenpaar in
einer Hypergeraden schneidet, wir nennen solche Matroide hypermodulare Matroide.
Sie werden bei der Kantor-Vermutung eine wichtige Rolle spielen. Neben allgemeinen
Tatsachen iiber solche Matroide betrachten wir den Fall der hypermodularen Rang-4-
Matroide genauer. Zu einem Paar von disjunkt coplanaren Linien /; und [y, welches nicht
zum Schnitt gebracht werden kann, gibt es in solchen Matroiden immer zwei weitere
Linien, die mit /; und [y ein Vamos-Matroid bilden. Diese Tatsache wird bei dem Beweis
von Satz (ST2) sehr wichtig werden.
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Punkterweiterungen solcher Matroide, in denen disjunkt coplanare Linien zum Schnitt
gebracht werden, enthalten keine neuen Linien oder Ebenen. Zudem entsprechen sich in
solchen Matroiden die Linien einer Ebene e und die Linien einer Kontraktion durch einen
Punkt, der nicht in e liegt, eineindeutig.

Im vierten Abschnitt betrachten wir Matroide, bei denen jeder nicht-leere modulare Fil-
ter ein Hauptfilter ist. Wir nennen solche Matroide Hauptfilter-Matroide. Es gibt in
diesen Matroiden keine Flichenpaare, die zum Schnitt gebracht werden kénnen, zudem
sind sie immer auch hypermodulare Matroide. Kontraktionen von Hauptfilter-Matroiden
sind wieder Hauptfilter-Matroide und Rang-4-Hauptfilter-Matroide, in denen die Bundle-
Condition gilt, sind modular.

Im fiinften Abschnitt kommen wir auf lokale Projektivitdt zu sprechen. Ein Rang-4-
Matroid heisst lokal projektiv, wenn jede Punktkontraktion des Matroids eine projekti-
ve Ebene ist. Wir zeigen, dass hypermodulare Rang-4-Matroide lokal projektiv sind oder
sich aus modularen Matroiden kleineren Ranges zusammensetzen. Wenn sie lokal projek-
tiv und endlich sind, dann sind alle Punktkontraktionen projektive Ebenen der gleichen
Ordnung. Wir sprechen dann von einem hypermodularen Matroid der Ordnung q.
Es gibt auch lokal-projektive Rang-4-Matroide, die keine hypermodularen Matroide sind,
weil sie disjunkte Ebenen haben. Wir stellen das wichtigste Beispiel, den Witt-Raum, der
in [24] genauer beschrieben ist, kurz vor.

Im sechsten Abschnitt kommen wir zu unserem ersten Hauptergebnis. Wir beweisen
drei Einbettungssitze: Der erste Einbettungssatz sagt, dass sich jedes hypermodu-
lare Rang-4-Matroid M mit hochstens abzdhlbar unendlicher Grundmenge in ein Rang-
4-Hauptfilter-Matroid M’ einbetten lasst, welches keine neuen Linien hat. Wenn in M
zusétzlich die Bundle-Condition gilt, dann ist M’ ein modulares Matroid. Der zweite
Einbettungssatz sagt, dass sich jedes endliche Rang-4-Matroid in ein hypermodulares
Rang-4-Matroid einbetten ldsst. Fiir den Beweis dieses Satzes verallgemeinern wir die
Technik der freien Ebenenerweiterung. Die Einbettungen, die wir im allgemeinen dabei
erhalten, sind unendlich, lokal projektiv und besitzen nur nicht-desarguessche projekti-
ve Ebenen als Punktkontraktionen. Als Folgerung dieser beiden Sétze erhalten wir den
dritten Einbettungssatz: Jedes endliche Rang-4-Matroid lasst sich in ein Hauptfilter-
Matroid einbetten.

Nach all dieser Vorarbeit kommen wir endlich zu der oben erwahnten Kantor-Vermutung.
Wir beginnen zunéchst mit einem Satz, der fiir die Sticky- und die Kantor-Vermutung
gleichermassen wichtig ist und der von Rudolf Wille in [23] und William Kantor in [12]
zur selben Zeit unabhingig voneinander bewiesen wurde. Wir nennen ihn Satz von Wil-
le/Kantor. Er besagt, dass ein Matroid von Rang n > 4 in ein modulares Matroid
einbettbar ist, wenn alle Kontraktionen des Matroids durch eine Flache von Rang < n—4
in ein modulares Matroid streng einbettbar sind. Wir skizzieren hier auch kurz Kantors
Beweis, der mit Biindelraumtechniken arbeitet.

Fiir Flachen von Rang n — 3, das heisst fiir lokal projektive Matoride und fiir hypermodu-
lare Matroide, gilt der Satz nicht, der Witt-Raum ist das berithmteste Gegenbeispiel, er
lasst sich nicht in ein modulares Matroid einbetten. Er hat jedoch disjunkte Hyperebenen.
Fiir endliche hypermodulare Matroide ist kein Gegenbeispiel bekannt. Kantor vermutete,
dass dies auch so sein muss, seine Vermutung lautet im Original:
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Ein endliches hypermodulares Matroid lasst sich immer in ein modulares Ma-
troid einbetten. (Formulierung von W. Kantor in [12])

Wir zeigen, dass diese Formulierung &quivalent zu zwei anderen Formulierungen der
Vermutung ist: Fiir endliche hypermodulare Rang-4-Matroide gilt die Bund-
le Condition. (Formulierung von A. Bachem/W. Kern in [3]) sowie: Jedes endliche
Hauptfilter-Matroid ist modular. (Formulierung von W. Hochstéttler 2016) Fiir den
Beweis der letzen Aquivalenz bendtigen wir wieder den Satz von Wille/Kantor.

Weiterhin zeigen wir, dass die Kantor-Vermutung in zwei Teilvermutungen zerfillt: Es
gibt kein endliches lokal projektives hypermodulares Rang-4-Matroid, wel-
ches eine Punktkontraktion besitzt, die eine nicht-desarguessche projektive
Ebene ist, sowie: Ein endliches hypermodulares Rang-4-Matroid, in dem jede
Punktkontraktion eine desarguessche projektive Ebene ist, erfiillt die Bundle-
Condition.

Im unendlichen Fall konnen wir Gegenbeispiele zur Kantor-Vermutung konstruieren. Dazu
gehen wir wie folgt vor: Wir gehen von einem endlichen Rang-4-Matroid M aus, welches
nicht hypermodular ist. Wir konstruieren mit dem zweiten Einbettungssatz ein hypermo-
dulares Rang-4-Matroid M’ welches M erweitert. Dieses hat eine unendliche Grundmenge,
ist lokal projektiv und hat als Punktkontraktionen nur nicht-desarguessche projektive Ebe-
nen. Es lédsst sich nicht in ein modulares Matroid einbetten. Wir erhalten auf diese Art
und Weise viele Gegenbeispiele mit unendlicher Grundmenge fiir die Kantor-Vermutung.
Alle sind Gegenbeispiele fiir die erste Kantorsche Teilvermutung, fiir die zweite ist auch
im Unendlichen kein Gegenbeispiel bekannt.

Fast schon am Ende dieser Arbeit konnen wir endlich zur Sticky-Vermutung kommen.
Wie oben schon gesagt, geht es darum, zu zeigen, dass Matroide, die sticky sind, modular
sein miissen. Die Umkehrung, dass modulare Matroide sticky sind, bewiesen S. Poljak und
D. Turzik in [20], sowie, dass die Sticky-Vermutung fiir alle Matroide bis Rang 3 gilt.

Joe Bonin konnte 2011 in [8] zeigen, dass Matroide nicht sticky sind, wenn sie ein disjunk-
tes Geraden-Hyperbenenpaar besitzen, welches zum Schnitt gebracht werden kann. Daraus
konnen wir direkt folgern, dass die Sticky-Vermutung fiir alle Matroide gilt, die eine der
Intersection-Properties haben, diese Tatsache haben schon Bachem und Kern bewiesen,
allerdings liickenhaft, erst von Bonin in [8] korrigiert. Bonin zeigte in [8] ausserdem, dass
ein Matroid nicht sticky ist, wenn es zwei disjunkte Hyperebenen hat, zusammen mit
der von Bachem und Kern in [3] bewiesenen Tatsache, dass jede Kontraktion eines sticky
Matroids auch sticky ist, ergibt sich daraus, dass die Sticky-Vermutung auch fiir Matroide
gilt, die nicht hypermodular sind. Ausserdem konnten Bachem und Kern in [3] zeigen, dass
die Sticky-Vermutung allgemein gilt, wenn sie fiir Rang-4-Matroide gilt. Diesen Beweis
skizzieren wir hier noch einmal, er benutzt wieder den Satz von Wille/Kantor.

Mit all diesen Ergebnissen konnen wir ohne grosse Probleme folgendes Resultat folgern:
Ein Rang-4-Matroid ist nicht sticky, wenn es kein Hauptfilter-Matroid ist. Die Umkehrung
dieser Aussage, also dass jedes Rang-4-Hauptfilter-Matroid sticky ist, ist gerade der Satz
(ST2). Der Beweis dieses Satzes ist nicht trivial, mit ihm beschéftigt sich der ganze Rest
dieser Arbeit. Er verallgemeinert den Beweis von A.W. Ingleton in [17|, dass modulare
Matroide sticky sind. Das eigentliche Amalgam zweier beliebiger Erweiterungen eines
Hauptfilter-Matroids wird konstruiert und gezeigt, dass es auch in den Spezialfillen, die
zusétzlich auftreten kdnnen, submodular ist.
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Damit sind wir am Ziel unserer Arbeit angelangt und kénnen nun endlich Gegenbeispiele
fiir die Sticky-Vermutung im unendlichen Fall, sowie die Aquivalenz der Sticky- und der
Kantor-Vermutung zeigen.

Wir nehmen ein Rang-4-Matroid, welches nicht in ein modulares Matroid einbettbar
ist, z.B. das Vamos-Matroid. Mit dem dritten Einbettungssatz ldsst sich dieses in ein
Hauptfilter-Matroid einbetten. Ein solches Matroid ist dann nach Satz (ST2) sticky, kann
aber nicht modular sein, es ist also ein Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung. Wir zeigen
noch, dass es in jedem Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung eine Rang-4-Kontraktion
geben muss, die auch schon ein Gegenbeispiel fiir die Vermutung ist.

Die Aquivalenz der Sticky- mit der Kantor-Vermutung zeigen wir nun wie folgt: Zunschst
lassen sich beide Vermutungen auf den Fall von Rang-4-Matroiden reduzieren. Ange-
nommen die Kantor-Vermutung wire giiltig, dann betrachten wir ein endliches Rang-
4-Matroid, welches sticky ist, wegen der Umkehrung von Satz (ST2) muss dieses ein
Hauptfilter-Matroid sein, welches dann modular ware, die Sticky-Vermutung wére also
auch giiltig. Angenommen die Kantor-Vermutung gélte nicht, dann gébe es ein endliches
nicht-modulares Rang-4-Hauptfilter-Matroid, dieses wire dann wegen dem Satz (ST2)
sticky, die Sticky-Vermutung wiirde also auch nicht gelten.

Wir beschliessen diese Arbeit mit einem umfangreichen Katalog offener Fragen. Wir zei-
gen die Probleme des Verhéltnisses der Bundle-Condition zu den Intersection-Properties
auf, und fragen nach Verallgemeinerungen der Einbettungssatze. Wir diskutieren andere
Erweiterungsketten, die moglicherweise zu einem Gegenbeispiel der zweiten Kantorschen
Teilvermutung im Unendlichen fithren konnten. Ausserdem zeigen wir, was wir beziiglich
einer Verallgemeinerung von Satz (ST2) oder seiner Umkehrung fiir héhere Rénge wissen
und die Probleme, die dafiir gelost werden miissten. Die Existenz von Gegenbeispielen der
Sticky-Vermutung hoheren Ranges werden diskutiert, es sind keine bekannt, wir zeigen die
vielen Teilprobleme, die sich hier auftun. Schlussendlich fithren wir den Begriff 'eigentlich
sticky’ ein und formulieren eine Vermutung hierfiir.

Mit diesem Fragenkatalog wollen wir aufzeigen, dass die Theorie der Sticky-Vermutung
in vielen Teilen unerforschtes Gebiet ist, die Kantor-Vermutung hingegen wurde viel um-
fangreicher erforscht, trotzdem nicht bewiesen. Es ist uns gelungen die Kantor-Vermutung
fiir hypermodulare Rang-4-Matroide bis Ordnung 6 zu beweisen, die Fragen, unsere Be-
weisansatze sowie die Resultate aus der Literatur hierzu sprengen aber den Rahmen dieser
Arbeit vollstdndig. Thnen wird eine weitere Arbeit gewidmet werden miissen.



2 Grundlegende Satze und Definitionen

Hier sind die wichtigsten Definitionen, die bendtigt werden, zusammengefasst. Orientiert
haben wir uns dabei hauptséchlich an [I7], aber in einigen Féllen auch an [22], [1] und
[2]. Bei der Ubersetzung der Begriffe ins Deutsche haben wir uns an [2] orientiert.

2.1 mathematische Notationen

N sei die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null und Ny mit Null. Es sei N” = {1,2,...,n}
und Nj = {0, 1,2, ...,n} fir n € N.

Wenn E eine Menge ist, so schreiben wir fiir die Potenzmenge P(E) auch 2€. Ausserdem
schreiben wir F x E fiir die Menge {(z,y)|z,y € E}.

Es sei X C 2F. Wir sagen, dass X die Menge E partitioniert, falls z Ny = 0 fiir alle
r #yaus X gilt, und | J, vz = E ist.

2.2 Matroide

2.1 Definition:

Ein Matroid ist ein geordnetes Paar (F, I'), das aus einer héchstens abzdhlbar unendlichen
Menge E besteht, sowie aus einer Menge Z C 2F von Teilmengen von E, fiir die folgende
vier Bedingungen (auch Unabhéngigkeitsaxiome genannt) gelten:

(I1) D eI

(I2) Es seien [,I' C E. Wenn [ € Z und I’ C I, dann ist I’ € 7.

(I3) Wenn [; und I in Z sind und |I;| < | I5|, dann gibt es ein Element {e} aus I \ I,
sodass Iy U{e} € Z.

(I4) Es existiert ein n € Ng mit |/| <n fir alle I € Z.

Wenn M das Matroid (F,Z) ist, so heisst M auch ein Matroid auf E. Die Mengen aus Z
heissen unabhéangige Mengen von M. E wird auch die Grundmenge von M genannt.
Fiir ein Matroid M bezeichnen wir die Grundmenge auch mit E(M), sowie die Menge
der unabhéngigen Mengen mit Z(M).

Die Grundmenge eines Matroids wird in der Literatur meistens als endlich vorausge-
setzt, wir sprechen dann von endlichen Matroiden. Diese werden ohne das Axiom (14)
definiert. Wir erlauben in dieser Arbeit aber auch abzéhlbar unendliche Grundmengen.
Uberabzihlbar unendliche Grundmengen lassen wir aus pragmatischen Griinden nicht
zu, da viele Teile der in dieser Arbeit verwendeten Theorie in diesem Fall nicht mehr
funktionieren wiirden.

Eine maximal unabhéngige Menge eines Matroids M heisst Basis von M. Aus den Un-
abhéangigkeitsaxiomen folgt, dass alle Basen von M die gleiche Méchtigkeit haben und
dass jede unabhéngige Menge in einer Basis enthalten ist. Alle Teilmengen von E(M),
die nicht in Z(M) liegen, heissen abhingige Mengen von M. Eine minimal abhén-
gige Teilmenge von E(M) heisst ein Kreis in M. Zwei Mengen X,Y C E(M) heissen
voneinander (un-)abhingig, wenn X UY eine (un-)abhéngige Menge von M ist.
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Ein Element x € E(M) eines Matroids M heisst Schleife oder loop von M, wenn {z}
ein Kreis in M ist. Wenn umgekehrt = von allen anderen Mengen aus Z(M ) unabhéngig
ist, heisst = ein Coloop von M.

2.2.1 Rang

Sei M ein Matroid mit Grundmenge F und es sei A C E. Aus den Unabhéngigkeitsaxio-
men folgt, dass die Machtigkeit jeder maximal unabhéingigen Teilmenge von A immer
gleich ist. Wir nennen diese Michtigkeit den Rang von A in M. Die Abbildung r: 2F —
Ny, die jeder Teilmenge von F ihren Rang in M zuordnet, heisst die Rangfunktion von
M. Der Rang (M) des Matroids M ist der Rang der Grundmenge E von M, das heisst
die Méchtigkeit einer Basis von M. Es gilt:

2.2 Satz:

Die Rangfunktion eines Matroids M auf E erfiillt folgende Bedingungen (auch Rangaxio-
me genannt):

(R1) Es gilt 0 < r(X) < |X]| fiir alle X C .

(R1a) Fiir alle X C F existiert ein X' C X, | X'| < oo, mit r(X) = r(X').

(R2) Wenn X CY C E, dann ist 7(X) < r(Y).

(R3) Seien X und Y Teilmengen von E, dann gilt: r(X UY)+r(XNY) < r(X)+r(Y).

Die Bedingung (R2) heisst die Monotonie und die Bedingung (R3) heisst die Submo-
dularitiat der Rangfunktion. Es gilt folgender Satz (siche [17], Theorem 1.3.2):

2.3 Satz:

Sei E eine Menge und r eine Funktion von 2% nach N fiir die die Rangaxiome gelten.
Sei Z die Menge von Teilmengen X von E fir die gilt: 7(X) = |X|. Dann ist (£,Z) ein
Matroid mit Rangfunktion r.

Bei der Definition von endlichen Matroiden mit Hilfe der Rangfunktion braucht man die
Bedingung (R1la) nicht. Aus dieser Bedingung und der Bedingung (R2) folgt, dass die
Rangfunktion eines Matroids immer eine endliche obere Schranke hat. Es lassen sich auch
Matroide definieren, bei denen das nicht gilt, mit solchen Matroiden beschéftigen wir uns
aber nicht, aus den selben Griinden, wegen denen wir Matroide mit iiberabzahlbar un-
endlichen Grundmengen ausser acht lassen. Wir beschrénken uns hier also auf Matroide
endlichen Ranges mit einer hochstens abzéhlbar unendlichen Grundmenge.

2.2.2 der Abschlussoperator cl;;

Eine Funktion cly;: 2F — 2F heisst Abschlussoperator cines Matroides M auf E, wenn
fir alle X C E gilt, dass cly(X) = {z € E:r(X U{z}) =r(X)}. Es gilt:
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2.4 Satz:

Der Abschlussoperator cly; eines Matroides M = (F,Z) hat folgende Eigenschaften:
(CL1) Wenn X C E, dann gilt X C clp(X).

(CL2) Wenn X CY C E, dann ist clp(X) C clpy (V).

(CL3) Wenn X C E, dann gilt cly(cly (X)) = clp(X).

(CL4) Wenn X C B,z € Eund y € cly (X U{z}) \ clp(X), dann ist z € cl(X U {y}).
(CL5) Wenn X C E, dann gibt es ein B C X mit |B| < oo und clp(B) = clp(X).

Die Eigenschaft (CL2) heisst die Monotonie des Abschlussoperators, die Eigenschaft
(CL4) nennen wir auch das Austauschaxiom. Bei endlichen Matroiden kann auf die
Bedingung (CL5) verzichtet werden. Wenn klar ist, welches Matroid gemeint ist, schreiben
wir statt clp; manchmal nur ¢/. Umgekehrt gilt:

2.5 Satz:

Sei E eine Menge und ¢l : 28 — 2F eine Funktion, welche die Bedingungen (CL1 - CL5)
erfiilllt. Sei Z = {X C F : z ¢ cl(X \ {z}) fir alle x € X}. Dann ist M = (E,Z) ein
Matroid mit dem Abschlussoperator cl.

Die unter c¢ljy; invarianten Mengen heissen auch abgeschlossene Mengen, Flachen oder
Unterrdume des Matroids M. Flachen von Rang 1 heissen Punkte, von Rang 2 Linien
oder Geraden und von Rang 3 Ebenen. Sei der Rang eines Matroides n > 1 bzw. n > 2,
dann heisst eine Flache von Rang n — 1 bzw. n — 2 Hyperebene bzw. Hypergerade.

Linien oder Punkte, die auf gemeinsamen Ebene liegen, heissen coplanar, Punkte, die
auf einer gemeinsamen Geraden liegen, heissen kollinear. Ist ein Punkt p in mehreren
Geraden enthalten, so sagen wir auch, die Geraden schneiden sich in dem Punkt p.
Analog dazu konnen sich auch Ebenen in einer Linie oder in einem Punkt schneiden.

Sei {e} ein Punkt und X eine andere Flache eines Matroids M, dann schreiben wir statt
{e} manchmal abkiirzend nur e und statt X U{e} auch X Ue. Wir zeigen als Anwendung
des Abschlussoperators einen Satz, der in dieser Arbeit des 6fteren verwendet wird.

2.6 Satz:
Angenommen in einem Matroid M gibt es zwei disjunkt coplanare Geraden [y und [5.
Dann gibt es in M eine Hyperebene H die [; enthélt und zu [y disjunkt ist.

Beweis. Es sei p € ly. Dann ist e; = cl(ly,l3) = cl(l1,p) eine Ebene in M. Wir nehmen
zwei voneinander unabhéngige Punkte p; und ps aus [; und den Punkt p. Diese drei
Punkte sind voneinander unabhéngig. Wir erweitern sie zu einer Basis B des Matroids
M. Dann ist H = ¢l(B \ p) eine Hyperebene in M und wegen der Monotonie von ¢l gilt
ly = cl(p1,p2) € H. Da B eine Basis ist, gilt 7(B) = |B| > |B \ p| = 7(B \ p). Daraus
folgt, dass p ¢ cl(B\ p) = H und somit, dass [y ¢ H. Es gilt ausserdem, dass [ C e; N H.

Angenommen fiir einen Punkt p’ gélte p’ € e; N H und p’ ¢ 1 = cl(l;). Dann wiirde aus
p € e; = cl(ly, p) nach Satz (CL4) folgen, dass p € cl(ly,p") € H, was nicht sein darf.
Daraus folgt, dass el N H = ;. Angenommen [ wiirde nun die Hyperebene H in einem
Punkt ¢ schneiden. Dann wére ¢ € b, N H C (cl(ly Uls)) N H = e; N H = [y, also wére
q € 1, N ly,was nicht sein darf. Es gilt also, dass [y € H und H Ny, = (), was zu zeigen
war. L]
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2.2.3 Isomorphie

2.7 Definition:
Zwei Matroide M = (E(M),Z) und M’ = (E(M'),Z') mit Rangfunktionen 7y, bzw. ryp
heissen zueinander isomorph (wir schreiben auch M = M), wenn es eine bijektive

Abbildung ¢: E(M) — E(M') gibt, fur die gilt:
VX CEM) gilt : X € Z gdw. ¥(X) € Z', wobei ¥(X) = {¢(z)|z € X},
oder (dquivalent dazu):

2.2.4 direkte Summe

2.8 Definition:

Seien M; und M, Matroide mit disjunkten Grundmengen F; und FEs. Es sei £ = F; U Ey
und Z = {I; U Iy, wobei gilt: Iy € Z(M;) und I, € Z(Ms)}. Dann ist M = (E,Z) ein
Matroid, die direkte Summe von M; und M,. Man schreibt auch: M = M, @& M.

Fiir die Rangfunktion der direkten Summe zweier Matroide gilt (siehe [17], 4.2.17):

2.9 Proposition:
Es seien M; und M, Matroide mit disjunkten Grundmengen E(M;) bzw. E(Ms) und
Rangfunktionen ry;, bzw. r5s,. Dann gilt fir alle X C E(M; & M,):

ranen, (X) = ra (X N E(M)) + ra (X N E(Ms)).
Fiir den Rang der Matroide folgt daraus direkt:

Tanens(My @ My) = 7o, (My) + rag, (Ma).

2.2.5 uniforme und freie Matroide

Es sei m,n € Ny mit m < n. Ein Matroid heisst ein uniformes Matroid U,, ,, wenn
seine Grundmenge n Elemente hat und alle Teilmengen der Grundmenge, die hochstens
m Elemente haben, die unabhiangigen Mengen des Matroids sind. U,,,, hat also Rang m.
Zwei uniforme Matroide U,, ,,, und U,/ ,v, bei denen m = m/ und n = n' ist, sind isomorph,
daher konnen wir von dem uniformen Matroid U,, ,, sprechen.

Ein Matroid M heisst freies Matroid wenn alle Teilmengen der Grundmenge E(M) des
Matroids unabhéngige Mengen sind. Wenn die Grundmenge E(M) unendlich ist und M
ein Matroid von endlichem Rang ist, dann kann M nicht frei sein. Freie Matroide bei
denen die Grundmenge gleichviele Elemente hat, sind zueinander isomorph, wir kénnen
also von dem freien Matroid mit n Elementen sprechen. Es ist dies gerade das uniforme
Matroid U, ,,.

Fiir die direkte Summe zweier endlicher freier Matroide gilt:

Um,m S¥ Un,n - Um—i—n,m—&—n‘
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Die freien Matroide bis Rang 4 sind: Ein Punkt, eine Gerade mit zwei Punkten, die direkte
Summe einer zweipunktigen Geraden mit einem Punkt, sowie die direkte Summe zweier
zweipunktiger Geraden. Es sind also alles direkte Summen von Punkten und zweipunkti-
gen Geraden.

2.2.6 einfache Matroide

Zwei verschiedene Elemente z, y der Grundmenge E(M) eines Matroids M heissen paral-
lel, wenn {z,y} ein Kreis ist. Eine parallele Klasse von M ist eine maximale Teilmenge
X von E(M), so dass je zwei verschiedene Elemente aus X parallel in M sind und kein
Element aus X eine Schleife ist. Eine parallele Klasse heisst trivial, wenn sie nur aus

einem Element besteht. Die parallelen Klassen und die Schleifen von M partitionieren die
Menge E(M).

2.10 Definition:
Ein Matroid M heisst einfach, wenn es keine Schleifen und nur triviale parallele Klassen
besitzt.

Zu jedem Matroid M ldsst sich das zu M assoziierte einfache Matroid M’ folgen-
dermassen bilden: Die Grundmenge von M’ sei die Menge aller parallelen Klassen von
M. Eine endliche Teilmenge {X7,... X} } dieser parallelen Klassen liegt in Z(M'), genau
dann, wenn rp(X; U ... U X;) = k. Im folgenden werden wir, wenn nicht ausdriicklich
darauf hingewiesen wird, immer von einfachen Matroiden ausgehen, alle Ergebnisse dieser
Arbeit lassen sich leicht verallgemeinern.

2.2.7 Geometrie von Matroiden niedrigen Ranges

Gelegentlich werden wir (einfache) Matroide bis Rang 4 geometrisch im Anschauungsraum
R? darstellen. Punkte der Matroide stellen wir als voneinander verschiedene Punkte dar,
die wir mit Linien verbinden. Drei oder mehr kollineare Punkte des Matroids verbinden wir
mit einer Linie, vier oder mehr coplanare Punkte des Matroids zeichnen wir in einer Ebene,
Linien mit zwei bzw. Ebenen mit drei Punkten zeichnen wir der Anschaulichkeit halber
meistens nicht. Linien oder Ebenen konnen gekriimmt sein. Fiir eine prazisere Erklarung
dieser Darstellungsform verweisen wir auf [I7], Chapter 1.5. Nicht alle geometrischen
Konfigurationen stellen jedoch Matroide dar. Folgende Axiome miissen dazu gelten:

(A1) je zwei verschiedene Geraden haben hochstens einen Punkt gemeinsam,

(A2) je zwei verschiedene Ebenen, die sich in mehr als einem Punkt schneiden, schneiden
sich in genau einer Geraden,

(A3) je zwei Geraden, die einen Punkt gemeinsam haben, liegen in einer Ebene,

(A4) jede Gerade, die eine Ebene in mehr als einem Punkt schneidet, ist in dieser Ebene
enthalten.

Man betrachte z.B. die Konfiguration von Punkten, Geraden und Ebenen, die der folgen-
den Abbildung entspricht:
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Diese Abbildung (aus [17], Beispiel 1.5.5, Fig. 1.9) stellt kein Matroid dar, denn das
Axiom (A2) ist hier verletzt. Diese Konstellation kommt in dieser Arbeit 6fter vor, sie
wird eine Escher-’Matroid’-Konstellation genannt. Wir verwenden diese geometrische
Darstellungsform von Matroiden nur zur Veranschaulichung, keinesfalls wird sie in unserer
Arbeit Beweise ersetzen. Wir liefern daher an dieser Stelle noch eine kleine Proposition
(mit Beweis), aus der hervorgeht, dass das Escher-’"Matroid’” kein Matroid sein kann.

2.11 Proposition:

Seien [y, s, l3 drei Linien in einem Matroid, welche paarweise coplanar sind, aber nicht
alle in einer Ebene liegen. Wenn sich /; und /5 in einem Punkt p schneiden, dann muss
die Linie /3 auch den Punkt p enthalten.

Beweis. Wegen der Submodularitit der Rangfunktion gilt:
T((ll\/lg)/\(lz\/lg)) Sr(ll\/lg)—i-?"(lg\/lg)—T(ll\/lg\/l3) :3—|—3—4:2

Es gilt aber I3V p < (I3 VI3) A (I3 V I3) und somit muss p auch in I3 liegen. O

2.3 Verbande

Wir definieren hier alle Begriffe aus der Verbandstheorie, die wir fiir diese Arbeit benoti-
gen. Wir haben uns dabei hauptséchlich an [I] und an manchen Stellen an [I7] orientiert.

2.12 Definition:
Eine (partiell) geordnete Menge oder Poset P = (P, <) ist eine Menge P, versehen
mit einer bindren Relation < C P x P, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) VeeP:z<z
(i) Ve,ye P:z<yundy<z=z=y
(iii) Vz,y,z€e Prx<yundy < z=z <z

Wir bezeichnen die Relation < manchmal auch mit <p. Eine Teilmenge () einer Poset ist
wieder eine Poset bzgl. der auf () durch < induzierten Relation. (@, <) heisst dann auch
Unterposet oder Teilordnung von (P, <). Insbesondere ist fiir z,y € P mit x < y auch
das Intervall [z,y] := {z € P|lz < z < y} eine Poset. Ist © < y fiir z,y € P mit x # y
so, dass [z, y] = {z, y}, so sagt man auch, dass & von y bedeckt wird (oder: y bedeckt
x), wir notieren diese Relation durch y — .

Es seien P und () zwei Posets, dann ist P x Q = (P x Q, <pxg) mit (a,b) <pxg (c¢,d)
genau dann, wenn a <p c und b <g d ist, auch eine Poset, das direkte Produkt der
beiden Posets P und Q. Diese Definition lasst sich auf endlich viele Posets verallgemeinern.
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Ein Element x € P heisst obere (untere) Schranke einer Teilmenge A C P, wenn
x> a(x < a) fiir alle a € A. Existiert eine kleinste (grosste) obere (untere) Schranke b

von A, so heisst b das Supremum (Infimum) von A, wir schreiben b = sup A bzw.
b = inf A.

Zwei Elemente x und y aus P heissen vergleichbar, wenn entweder x < y oder y < z
gilt. Eine Poset heisst Kette, wenn je zwei ihrer Elemente vergleichbar sind. Ausserdem
heisst eine Teilmenge K einer Poset P eine Kette von P , wenn K als Unterposet von
P eine Kette ist. Die Lange I[(K) einer Kette K ist |K| — 1 oder oo falls |K| = oo. Eine
Kette K C P heisst maximal, wenn {z} U K fiir alle x € P\ K keine Kette mehr ist.

Eine Poset P erfiillt die Jordan-Dedekindsche-Kettenbedingung, wenn fiir jedes In-
tervall [a,b] aus P alle maximalen Ketten von [a,b] die gleiche Lénge haben. Besitzt
P ausserdem ein kleinstes Element (oder Nullelement) 0p , dann besitzt P auch eine
Rangfunktion rp: P — Ny, die jedes = € P auf die Linge einer (und damit jeder) ma-
ximalen Kette aus [0p, 2|, den Rang von @, abbildet. Den Rang eines Elements = € P
abziiglich 1 nennen wir dann auch die Dimension von x.

Ist P eine Poset mit Op, so heisst ein Element von P, das 0p bedeckt, Atom oder Punkt
von P. Falls P eine Rangfunktion besitzt, so heissen die Elemente von Rang 1 Punkte
oder Atome, die von Rang 2 heissen Linien und die von Rang 3 Ebenen. Besitzt P ein
grosstes Element (oder Einselement) 1p, dann heisst ein Element von P, welches von
1p bedeckt wird, eine Hyperebene von P. Fiir alle x € P bezeichnen wir das Intervall
[z,1p] als P®. Falls P eine Rangfunktion und ein Einselement besitzt, dann bezeichnen
wir den Rang (oder die Dimension) von 1p auch als Rang (Dimension) von P.

2.13 Definition:
Ein Verband L ist eine Poset mit der Eigenschaft, dass je zwei Elemente a,b € L in L

ein Infimum (den meet) und ein Supremum (den join) besitzen. Wir setzen a A b = inf
{a,b} und a V b = sup{a, b}.

Ein Verband L heisst vollstindig, falls sup A und inf A fiir beliebige Untermengen A C L
existieren, wir schreiben dann auch \/ A bzw. A A. Ein Verband L heisst kettenendlich,
wenn jede Kette von L eine endliche Lange hat. Ein Verband L heisst halbmodular
(siehe [2], Definition VI.1.25), falls L eine Rangfunktion r; besitzt, die submodular ist,
das heisst, dass Va,b € L gilt: r(aV b) +rr(a Ab) < rp(a)+ rr(b). Wenn hier Va,b € L
immer das Gleichheitszeichen steht, dann heisst der Verband L modular. Es folgt die
wichtigste Definition dieses Abschnitts:

2.14 Definition:
Ein Verband L heisst geometrisch, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) L ist kettenendlich.
(ii) L ist atomar, das heisst es gilt Va € L, dass a = \/;_,, p-
(iii) L ist halbmodular.

Aus der Bedingung (i) folgt, dass geometrische Verbénde immer vollstdndig sind, und
damit immer ein Null- und ein Einselement haben. Daraus sowie wiederum aus Bedin-
gung (i) folgt weiter, dass geometrische Verbénde eine endliche Dimension haben. Bei der
néchsten Definition orientieren wir uns an [12]:
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2.15 Definition:
Es seien GG; und G5 geometrische Verbénde mit Rangfunktionen rg, bzw. rg,. Eine Iso-
metrie von G nach G5 ist eine injektive Abbildung 6: G; — G, fiir die gilt:

VYU € Gy gilt 76, (U) = rg,(0(U)) und
VU,V € Gy gilt 0(U v V) = 6(U) v (V).

Ist 6 sogar bijektiv und gilt zudem
YU,V € Gy gilt 0(UANV)=0(U)NO(V),

dann heisst 6 ein Isomorphismus von (G; nach G, die Verbinde GG; und G5 heissen
zueinander isomorph und wir schreiben G; = Gs.

Die Eigenschaft, dass bei einer Isometrie (einem Isomorphismus) der join (und der meet)
erhalten bleibt, lasst sich von zwei auf eine endliche Anzahl von Elementen erweitern, es
gilt, wie man direkt sieht:

2.16 Proposition:

Es seien G und G5 zwei geometrische Verbande und es sei 6 eine Isometrie von G; nach
Gy. Es sei X eine endliche Teilmenge von G;. Dann gilt: 0(\/pox ) = Vpex 0(F). Ist 0
sogar ein Isomorphismus, dann gilt zusétzlich: (A zo F) = Apex 0(F).

Nun folgt der wichtigste Satz dieses Abschnitts (fiir den Beweis siehe [17], Lemma 1.7.3
und Theorem 1.7.5 und [2], Satz (VI.1.28)), in dem Matroide mit geometrischen Verbénden
in Beziehung gebracht werden:

2.17 Satz:
Die Menge der Fliachen eines Matroides M, geordnet durch die Inklusion C, bildet einen

geometrischen Verband, den Flichenverband L£(M) von M. join V und meet A fiir
a,b € L(M) sind gegeben durch:

aVb=cly(aUb)und a Ab=anb=cly(anb).

Sei umgekehrt L ein geometrischer Verband und EF C L die Menge der Punkte von L,
dann ist die Funktion ¢l: 2% — 27, cl(X) = {p € E: p <gu) sup X} der Abschlussope-
rator eines einfachen Matroids M mit Grundmenge F. Der Fiachenverband L£L(M) dieses
Matroids M ist wiederum isomorph zu dem Verband L. Jeder geometrische Verband kann
als Flachenverband eines einfachen Matroids angesehen werden. Fiir die Rangfunktionen
ryr und roo gilt:

Geometrische Verbidnde und einfache Matroide entsprechen sich eineindeutig.
2.18 Korollar:
Sei M ein einfaches Matroid und L£(M) sein zugehoriger Flachenverband. Es sei F' eine

endliche Teilmenge aus E(M). Dann kann F als eine endliche Menge von Punkten aus
L(M) betrachtet werden und es gilt:

z€eF
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Beweis. Dies folgt direkt aus Satz und mit vollstdndiger Induktion nach der Méch-
tigkeit der Menge F'. O

Wegen Satz schreiben wir in einem Matroid M manchmal auch X VY fiir ¢l (X UY')
oder X AY fiir clyy (X NY)=XNY oder auch X <Y fir X CY, wenn X,Y Flidchen

in M sind. Ausserdem schreiben wir manchmal auch 0 fiir die leere Menge und 1 fiir die
Grundmenge E(M) des Matroids M.

Fiir eine endliche Menge R mit |R| = n bezeichnet B(R) den Verband aller Teilmengen
von R, geordnet durch Inklusion. Es sei S eine andere Menge mit |S| = n, dann gilt B(R) =
B(S), wir kénnen also ohne Mehrdeutigkeit die Bezeichnung B(n) fiir den Verband aller
Untermengen einer n-elemetigen Menge einfiithren, wobei n < oo ist. B(n) heisst auch die
Boolesche Algebra des Ranges n und ist ein geometrischer Verband, siehe [I], Satz
(I1.3.37). Da in einem freien Matroid jede Teilmenge der Grundmenge eine Fléche ist, ist

die Boolesche Algebra B(n) der Flichenverband des freien Matroids mit n Elementen.

Das direkte Produkt der Posets zweier Verbande ist wieder ein Verband, wenn wir join und
meet komponentenweise definieren, daher sprechen wir auch von dem direkten Produkt
zweier Verbinde. Es ist geometrisch bzw. modular, wenn die zugrundeliegenden Ver-
bénde (siehe 2], Folgerung (VI.1.32) und [1], nach Definition (II.2.1)), diese Eigenschaften
besitzen. Das direkte Produkt zweier geometrischer Verbande ist der Flachenverband der
direkten Summe der beiden Matroide (siehe [2], Satz (V1.3.16)), die nach Satz den
zugrundeliegenden Verbanden entsprechen. Die Definition des direkten Produkts zwei-
er Verbdande und alle diese Aussagen lassen sich auf das direkte Produkt endlich vieler
Verbénde verallgemeinern.

2.4 projektive Geometrie

In diesem Abschnitt definieren und beschreiben wir einige Grundtatsachen aus der pro-
jektiven Geometrie, jedoch nur soweit sie fiir diese Arbeit bendtigt werden und aus einer
"Matroid-Perspektive’ heraus. Einige Definitionen werden hier daher etwas anders als {ib-
lich vorgenommen, wir orientieren uns hierbei an Welsh, [22]. Fiir einen wirklichen Uber-
blick iiber die Grundlagen der projektiven Geometrie verweisen wir auf die einschlagige
Literatur (z.B. Beutelsbacher [6], projektive Geometrie). Zunéchst definieren wir zwei
einfache, aber wichtige Begriffe:

2.19 Definition:
Ein Dreieck in einem Matroid sind drei nicht kollineare Punkte, ein Viereck in einem
Matroid sind vier coplanare Punkte, von denen keine drei kollinear sind.

Wir zeigen eine kleine Proposition dazu:

2.20 Proposition:
Angenommen ein Matroid M besitzt ein Dreieck und zwei der drei Linien des Dreiecks
enthalten mindestens drei verschiedene Punkte, dann besitzt M ein Viereck.

Beweis. Man betrachte aus den beiden dreipunktigen Linien jeweils zwei voneinander und
vom Schnittpunkt der beiden Linien verschiedene Punkte. Diese bilden ein Viereck. [
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2.4.1 projektive Raume

Der Begriff des projektiven Raums ist sehr wichtig in der projektiven Geometrie. Wir de-
finieren projektive Rdume hier etwas anders als iiblich als Matroide und auch mit anderen
Axiomen als tiblich (sieche Welsh [22], Chapter 12.1, Theorem 3).

2.21 Definition:
Ein Matroid M ist ein projektiver Raum, wenn folgende Axiome gelten:

(A1) Jede Gerade von M hat mindestens drei Punkte.
(A2) Jede Hyperebene H und jede Gerade in M, die nicht in H enthalten ist, schneiden
sich in einem Punkt.

Matroide, die nur aus einem Punkt oder einer Geraden mit mehr als zwei Punkten beste-
hen, sind nach dieser Definition auch projektive Rdume. Die Flachenverbénde von pro-
jektiven Rdumen (wenn sie einfach sind) nennen wir auch lineare Verbénde. Es ldsst
sich leicht nachpriifen, dass diese Definition zu der Definition der linearen Verbénde in [1],
vor (I1.3.12), dquivalent ist. Um Verwechslungen zu vermeiden, merken wir hier noch an,
dass die linearen Verbénde den linearen Matroiden, wie sie z.B. in 2], Definition (VI.2.2)
definiert sind, nicht eineindeutig entsprechen.

Aus der Definition des projektiven Raumes folgt eine Proposition:

2.22 Proposition:
Zwei coplanare Linien schneiden sich in einer Ebene eines projektiven Raumes M immer
in einem Punkt. Jede Ebene von M besitzt ein Viereck.

Beweis. Angenommen es gidbe zwei disjunkt coplanare Linien in M. Dann gébe es in M
nach Satz auch ein disjunktes Geraden-Hyperebenenpaar, was nach Voraussetzung
nicht sein darf. Jede Ebene von M besitzt ein Dreieck. Jede Verbindungslinie der Punkte

dieses Dreiecks hat mindestens drei Punkte. Nach Proposition besitzt die Ebene dann
auch ein Viereck. O

2.4.2 die projektive Geometrie PG(n,q)

Die Begriffe Schiefkérper, Vektorraum und Untervektorraum, lineare (Un-)ab-
hingigkeit aus der linearen Algebra setzen wir als bekannt voraus. Ein Schiefkérper mit
einer kommutativen Multiplikation ist ein Korper. Die Dimension eines Vektorraums
U ist die Machtigkeit einer maximal linear unabhidngigen Menge von Vektoren aus U.
Fiir die Dimensionen zweier Unterrdume U und V' eines Vektorraums W gilt (siehe jedes
Standardwerk tiber lineare Algebra, z.B. [14], Satz 3.6):

dimw U + dimwV = dimy (U + V) + dimy (UN V),

wobei U + V' der kleinste Vektorraum ist, der U und V' enthélt. Wir definieren nun:
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2.23 Definition:
Essein € Nmit n >2und essei V =V(n+1, K) ein (n+ 1)-dimensionaler Vektorraum
tiber einem (Schief-)Kérper K. Man bilde die Funktion

cl: 2V — 2V cl(A) = {v € V|v ist linear abhiingig von A}.

Dann erfiillt cl die Bedingungen (CL1) - (CL5) von Satz[2.4] ist also der Abschlussoperator
eines (evt. unendlichen) Matroids M (von endlichem Rang), welches die Grundmenge V'
hat (siehe [2], erstes Beispiel nach Definition (VI.1.1)). Die einzige Schleife dieses Matroids
M ist der Nullvektor, die parallelen Klassen dieses Matroids sind die eindimensionalen
Untervektorrdaume von V. Das zu M assoziierte einfache Matroid hat als Grundmenge die
eindimensionalen Unterrdume von V', heisst die projektive Geometrie PG(n, K) und
hat Rang n + 1. Wenn K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen ist, schreibt man auch
PG(n, q). Die Zahl g heisst auch die Ordnung der projektiven Geometrie.

Hier folgt sofort eine Proposition dazu:

2.24 Proposition:
Seien F, G Fliachen aus einer projektiven Geometrie PG(n, K). Dann gilt:

r(F)+7r(G)=r(FUG)+r(FNG).

Beweis. Die Flichen aus PG(n, K) sind immer Unterrdume des Vektorraums V. Der Rang
einer Flache F' in PG(n, K) ist immer gleich ihrer Dimension in dem Vektorraum V. Die
Proposition ergibt sich dann direkt aus der Dimensionsformel fiir Vektorraume und aus

r(FUG) =r(c(FUQG)) =dimy(F + G). O
Fiir eine projektive Geometrie gilt folgender Satz:

2.25 Satz:
Eine projektive Geometrie PG(n, K) ist ein projektiver Raum.

Beweis. Der Beweis fiir Axiom 1 in [6], Satz 2.1.1, kann wortlich als Beweis fiir das Axiom
(A1) aus Definition iibertragen werden. Es sei [ eine Hyperebene und [ eine Linie
aus PG(n, K), die nicht in H enthalten ist, dann ergibt sich das fehlende Axiom (A2) aus

Proposition wie folgt:
rtHNl)=r(H)+r(l)—r(HUl)=n+2—-(n+1)=1. O
Dass fiir Matroide von Rang > 3 auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, sehen wir im

néchsten Abschnitt. Wir erwidhnen noch ein weiteres kurzes Lemma (siehe [6], Satz 2.1.5),
fiir weitere Anzahlsitze verweisen wir auf [17], Proposition 6.1.4:

2.26 Lemma:
Auf einer Gerade einer projektiven Geometrie der Ordnung ¢ liegen g + 1 Punkte.
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2.4.3 projektive Ebenen

Projektive Ebenen werden normalerweise in der projektiven Geometrie als Inzidenzstruk-
turen definiert, wir brauchen diese Definition aber in unserer Arbeit nicht und definieren
eine projektive Ebene wieder als Matroid (siehe wieder Welsh [22], Chapter 12).

2.27 Definition:
Ein Matroid ist eine projektive Ebene, wenn es Rang 3 hat und folgende Axiome gelten:

(P1) Zwei Geraden des Matroids schneiden sich in einem Punkt.
(P2) Das Matroid enthélt ein Viereck.

Zunachst erwéhnen wir einen Satz zur Charakterisierung der projektiven Ebenen:

2.28 Satz:

Enthélt eine Gerade einer projektiven Ebene ¢ + 1 Punkte, so enthalten alle Geraden
der Ebene ¢ + 1 Punkte und durch jeden Punkt gehen ¢ + 1 Geraden, es gibt insgesamt
¢*> + q + 1 Geraden und ¢? + ¢ + 1 Punkte. Im endlichen Fall heisst ¢ die Ordnung der
projektiven Ebene. ¢ ist immer > 2. Falls die projektive Ebene unendlich viele Punkte
hat, sind alle diese Anzahlen unendlich.

Beweis. Da die projektive Ebene ein Viereck hat, und die Linien des Vierecks sich in einem
Punkt schneiden miissen, gibt es Linien, die mindestens 3 Punkte haben. Es ist also ¢ > 2.

Der Beweis der anderen Aussagen lésst sich jedem Standardwerk iiber projektive Ebenen
z.B. 9], Chapter III. 2, Theorem 3.5, nachlesen. H

Es folgt direkt:

2.29 Satz:
Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum von Rang 3 und umgekehrt.

Beweis. Sei M eine projektive Ebene, dann hat nach Satz jede Gerade mindestens
drei Punkte (Axiom (A1) aus Definition 2.21)), und da Hyperebenen in Rang-3-Matroiden
Geraden sind, gilt Axiom (A2). Sei umgekehrt M ein projektiver Raum von Rang 3, dann
ist M wegen Proposition eine projektive Ebene. O

Es gilt noch, wie man sofort mit Proposition [2.22] Satz und Lemma sieht:

2.30 Satz:
Jede Ebene eines projektiven Raumes ist eine projektive Ebene. Eine Ebene der projek-
tiven Geometrie PG(n,q) fiir n > 2 ist eine projektive Ebene der Ordnung g.

2.4.4 der Satz von Desargues

Dieser Satz, benannt nach Gérard Desargues, einem Pionier der projektiven Geometrie im
17. Jahrhundert, gehort zu den wichtigsten Sétzen der projektiven Geometrie, er ist das
Bindeglied zwischen synthetischer und analytischer projektiver Geometrie. Hierauf gehen
wir in dieser Arbeit jedoch nicht ein und verweisen den interessierten Leser wieder auf [6].
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Wir beginnen mit seiner Definition zitiert aus [6], Abschnitt 2.2 (verallgemeinert auf
Matroide):

2.31 Definition:
Sei M ein Matroid. Man betrachte folgende Skizze:

B

Der Satz des Desargues, aus [6], Bild 2.1

Wir sagen, dass in M der Satz von Desargues im Raum gilt, falls folgendes richtig
ist: Fiir jede Auswahl Ay, Ay, A3, By, By, B3 von Punkten mit folgenden Eigenschaften

(i) A;, B; sind kollinear mit einem Punkt Z, 7 # A, # B; # Z(i = 1,2,3),
(ii) keine drei Punkte aus {Z, Ay, A, A3} und aus {Z, By, By, Bs} sind kollinear,
(iii) Z, A1, Ay und Aj liegen nicht in einer gemeinsamen Ebene,

gilt, dass die Punkte
P12 = (Al V Ag) AN (Bl V BQ)7 P23 = <A2 V Ag) A (Bg V Bg), P31 = (Ag V Al) A (Bg V Bl)

(wenn es sie gibt) auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Wenn statt der Bedingung (iii) gelten soll, dass alle Punkte der Auswahl in einer Ebene
liegen sollen, sprechen wir von dem Satz von Desargues in der Ebene.

Wir nennen das Rang-3-Matroid, dessen Grundmenge nur aus den Punkten Z, A, Ay, As,
By, By, B3, P31, Pis und P»3 besteht, die alle in einer Ebene liegen und die Eigenschaften
(i) und (ii) erfiillen, das (Non-)Desargues-Matroid, wenn die Punkte Ps;, Pjs und Py3
(nicht) auf einer Linie liegen. Beide Matroide existieren (siehe [I7], Chapter 1.5, Example
1.5.15 und Chapter 6.1, Fig.6.6).

Die folgende Definition gibt es nicht in der Literatur. Wir iibertragen hier den Begriff
der ’confined configuration’ (siehe [9], Chapter XI.2) auf Matroide, so wie wir ihn benéti-
gen. Wir iibersetzen dabei "confined’ mit ’begrenzt’ und nicht mit ’abgeschlossen’; wie es
manchmal in der deutschen Literatur verwirrenderweise tibersetzt wird.
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2.32 Definition:
Wir nennen ein Rang-3-Matroid M eine begrenzte Konfiguration, falls jeder Punkt
von M mindestens auf drei Linien liegt, die mindestens drei Punkte haben.

Es folgt direkt:

2.33 Proposition:
Das Desargues-Matroid ist eine begrenzte Konfiguration, das Non-Desargues-Matroid
nicht.

Hier folgt noch eine weitere Anwendung der begrenzten Konfigurationen:

2.34 Proposition:
Eine projektive Ebene ist eine begrenzte Konfiguration.

Beweis. Nach Satz liegen auf jeder Linie einer projektiven Ebene mindestens drei
Punkte und von einem Punkt gehen mindestens drei Linien aus. O]

An dieser Stelle folgt ein wichtiger Satz:

2.35 Satz:
Der Satz von Desargues im Raum gilt fiir alle Matroide.

Beweis. Wir nehmen eine Auswahl von Punkten wie in Definition 2.31] fiir die die Be-
dingungen (i) bis (iii) gelten. Da die Punkte Z, A;, A2 und Aj nicht in einer Ebene liegen
diirfen, darf die Ebene e; = ¢l (A1, Az, A3) keinen Punkt aus { By, By, B3} enthalten. Die
beiden Ebenen e; und ey = ¢l (B1, By, Bs) sind also verschieden und schneiden sich in
den drei Punkten P;, P, und Ps. Da sich zwei Ebenen in einem Matroid aber nur in hochs-
tens einer Geraden schneiden diirfen (siehe Axiom (A2) aus Abschnitt [2.2.7), miissen die
Punkte P;, P, und P; auf einer Linie liegen. ]

Der Satz von Desargues in der Ebene muss jedoch nicht fiir alle Matroide gelten, das
Non-Desargues-Matroid ist ein Gegenbeispiel. Fiir projektive Ebenen definieren wir:

2.36 Definition:
Eine projektive Ebene, in denen der Satz von Desargues in der Ebene (nicht) gilt, heisst
(nicht-)desarguessch.

Zu der Existenz nicht-desarguesscher projektiver Ebenen gibt es folgenden Satz:

2.37 Satz:
Es gibt nicht-desarguessche projektive Ebenen. Endliche nicht-desarguessche projektive
Ebenen haben mindestens die Ordnung 9.

Ein Beweis dieses Satzes, sowie eine Klassifizierung der nicht-desarguesschen projektiven
Ebenen befindet sich z.B. in dem Standardwerk "Projektive Ebenen’ von Giinter Pickert
(siehe [19], Kapitel 12.4 nach 14). Fir projektive Rdume gilt jedoch:
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2.38 Satz:
In einem projektiven Raum von Rang > 3 gilt der Satz von Desargues auch in der Ebene.

Ein Beweis dafiir darf in jedem Standardwerk iiber projektive Geometrie nicht fehlen,
siehe z.B. [0], Satz 2.7.1. Hier kommt nun ein wichtiger Satz:

2.39 Satz:

Alle projektiven Rdume, in denen der Satz von Desargues in der Ebene gilt, d.h. alle
desarguesschen projektiven Ebenen, sowie alle projektiven Rdume von Rang > 3, sind
isomorph zu PG(n, K), wobei n die Dimension von P ist, und K ein Schiefkérper.

Man sieht hier die Verbindung zwischen synthetischer und analytischer Geometrie. Die
projektiven Rdume waren durch einfache geometrische Gesetzmassigkeiten definiert, wah-
rend die projektiven Geometrien aus Vektordumen iiber Schiefkérpern entstehen. Man
sagt auch, dass sich die projektiven Rdume von Rang > 3 sowie die desarguesschen projek-
tiven Ebenen koordinatisieren lassen. Es handelt sich um einen der beriihmtesten Sétze
der projektiven Geometrie, den ersten Struktursatz der projektiven Geometrie.
Ein Beweis findet sich wieder z.B. in [0], Satz 3.4.2. Die nicht-desarguesschen projektiven
Ebenen lassen sich auch ’koordinatisieren’, dann kann K allerdings kein (Schief-)Korper
mehr sein, sondern hat schwichere oder andere algebraische Eigenschaften. Wir verweisen
hier wieder auf [19].

2.5 Modularitat

2.40 Definition:

Seien X und Y Teilmengen der Grundmenge eines Matroids M mit Rangfunktion r. Die
Zahl6(X,Y) = r(X)+r(Y)—r(XUY)—r(XNY) heisst modularer Defekt des Paares
(X,Y). Aufgrund der Submodularitét der Rangfunktion gilt immer, dass 6(X,Y) > 0.
Ist §(X,Y) = 0, dann heisst (X,Y) ein modulares Paar in M. Eine Flache Z eines
Matroids M heisst modular, wenn (Z,Y') ein modulares Paar fiir alle Flachen Y aus M
ist. Ein Matroid heisst modular, wenn alle seine Flachen modular sind.

Die leere Menge, Punkte und die Grundmenge eines Matroids sind immer modulare Fla-
chen. Der Flidchenverband eines modularen Matroids ist auch modular. Wir benotigen in
dieser Arbeit an einigen Stellen folgendes Lemma, es handelt sich um Folgerung (11.3.22)
in [1], der Beweis befindet sich dort auch:

2.41 Lemma:

M ist genau dann ein nicht-modulares Matroid, wenn es in M eine Hyperebene und eine
dazu disjunkte Gerade gibt.

Es folgen einige kleine Satze, welche Matroide modular sind:

2.42 Proposition:
Matroide von Rang < 3 sind modular.
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Beweis. Die leere Menge, Punkte und die Grundmenge eines Matroids sind modulare
Flachen. Matroide von Rang < 3 haben keine anderen Fléchen. O

2.43 Satz:
Projektive Rdume und daher alle projektiven Geometrien und projektiven Ebenen sind
modular.

Beweis. Dies folgt sofort aus Axiom (A2) von Definition und Lemma [2.41] O

2.44 Satz:
Freie Matroide (und damit die Booleschen Algebren) sind modular.

Beweis. Bei einem freien Matroid M gilt fiir alle X C E(M), dass X eine Fliache von
M ist, und dass r(X) = | X]| gilt. Also gilt fiir alle X, Y C E(M), dass r(X) +r(Y) =
X[+ Y|=|XUY|+|XNY|=r(XUY)+r(XNY). O

Ausserdem gilt, wie sich mit Proposition leicht nachpriifen lésst:

2.45 Proposition:
Die direkte Summe von endlich vielen modularen Matroiden ist wieder modular.

Das bedeutet, dass direkte Summen von endlich vielen freien Matroiden und projektiven
Réaumen modular sind. Dass hier auch die Umkehrung gilt, folgt aus einem wichtigen
Resultat, welches auf Garrett Birkhoff zuriickgeht (siche 7], Theorem 3) und welches wir
in einer Formulierung aus [1], Satz (I1.3.41), fiir geometrische Verbénde zitieren:

2.46 Satz:
Die modularen geometrischen Verbande sind genau die direkten Produkte einer Boole-
schen Algebra und endlich vielen linearen Verbanden.

Aus Satz den Resultaten von Abschnitt 2.3} sowie der Definition der linearen Ver-
béande folgt, dass sich modulare geometrische Verbénde und einfache modulare Matroide
eineindeutig entsprechen, sowie Boolesche Algebren und freie Matroide und zudem lineare
Verbdande und projektive Rdume. Direkte Summen von Flachenverbéanden korrespondie-
ren mit den direkten Summen der entsprechenden einfachen Matroide. Damit kénnen wir
dieses Resultat in Matroidschreibweise umformulieren und erhalten:

2.47 Satz:
Ein einfaches modulares Matroid M ist die direkte Summe von endlich vielen Matroiden
M =N, ® Ny @® ... D N, wobei die N; freie Matroide oder projektive Raume sind.

2.5.1 (nicht-)modulare Paare eines Matroides bis Rang 4

Wir geben hier eine Liste aller moglichen Flachenpaare eines Matroides M bis Rang 4:
Zunachst gilt fiir alle Matroide egal welchen Ranges:

- Punkte, (), sowie E(M) sind modulare Flachen aus M,
- fiir zwei Flachen Fy C F, aus M sind (F}, F») und (Fy, F1) modulare Paare.
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Es folgen die moglichen modularen Paare eines Rang-4-Matroids (dies sind auch modulare
Paare in Matroiden hoheren Ranges):

- zwei Linien, die sich in einem Punkt schneiden,

- zwei zueinander disjunkte Linien, aber nicht coplanare (windschiefe) Linien,
- eine Linie, die eine Ebene in einem Punkt schneidet und

- zwei Ebenen, die sich in einer Linie schneiden.

Nun folgen alle méglichen nicht-modularen Paare von Rang-4-Matroiden mit dem zuge-
horigen modularen Defekt o:

- zwei disjunkt coplanare Linien (§ = 1),

- ein disjunktes Linien-Ebenenpaar(é = 1),

- zwei Ebenen, die sich in nur einem Punkt schneiden (§ = 1) sowie
- zwei disjunkte Ebenen (§ = 2).

Die letzten drei Paare konnen in Matroiden hoheren Ranges auch modular sein.

2.5.2 modulare Matroide bis Rang 4

Wir listen nun alle modularen Matroide bis Rang 4 auf. In Abschnitt haben wir bei
den freien Matroiden bis Rang 4 festgestellt, dass sie alle direkte Summen von Punkten
und zweipunktigen Geraden sind. Geraden mit mehr als zwei Punkten sind aber projek-
tive Rédume. Es reicht also nach Satz [2.47] alle in Frage kommenden direkten Summen
von Kombinationen von Punkten, Geraden und projektiven Rdumen von Rang > 2 zu
betrachten, um alle modularen Matroide zu erhalten. Zunéchst sind nach Proposition [2.42]
alle Matroide von Rang < 3 modular. Bei den modularen Matroiden von Rang 3 gibt es
zwei Moglichkeiten:

2.48 Satz:
Sei M ein modulares Matroid von Rang 3. Dann gilt:

(i) Falls es in M kein Viereck gibt, ist M die direkte Summe einer Linie mit einem Punkt,
ein pencil.
(ii) Falls es in M ein Viereck gibt, ist M eine projektive Ebene.

Beweis. Nach den obigen Uberlegungen besteht die Liste der modularen Rang-3-Matroide
aus (i) der Summe einer Geraden mit einem Punkt (der pencil), diese enthélt kein Viereck,
oder (ii) den projektiven Ebenen, diese enthalten Vierecke. O

Nun kommen wir zu den modularen Matroiden von Rang 4. Wir zeigen zunéchst eine
Proposition:

2.49 Proposition:
Ein Matroid, welches die direkte Summe zweier Geraden ist, besitzt in keiner Ebene ein
Viereck.
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Beweis. Sei M die direkte Summe zweier Linien /; und ls. Eine Ebene e aus M enthélt
immer eine der beiden Linien, sei dies 0.B.d.A. die Linie /;, und einen Punkt p aus der
anderen Linie /5. Angenommen e wiirde nun noch einen weiteren Punkt aus der Linie /o
enthalten, dann wéren beide Linien in der Ebene e enthalten, sie hatte also Rang 4, was
nicht sein darf. So ist die Ebene die Summe der Linie /; mit dem Punkt p und enthélt
demzufolge kein Viereck. Also enthélt keine Ebene aus M ein Viereck. ]

2.50 Satz:
Sei M ein modulares Matroid von Rang 4. Dann gilt:

(i) Falls keine Ebene in M ein Viereck besitzt, ist M die direkte Summe zweier Linien
(ein Tetraeder).

(ii) Falls eine Ebene in M ein Viereck besitzt, ist M die direkte Summe einer projektiven
Ebene mit einem Punkt.

(iii) Falls mindestens zwei Ebenen in M ein Viereck besitzen, ist M eine projektive Geo-
metrie PG(3, K), wobei K ein beliebiger (Schief-)korper ist.

Beweis. Nach den Uberlegungen am Anfang dieses Abschnitts besteht die Liste der mo-
dularen Rang-4-Matroide aus

(i) der direkten Summe zweier Geraden,

()" der direkten Summe eines pencils mit einem Punkt, was aber ein Spezialfall von (i) ist.
In beiden Féllen besitzt das Matroid nach Proposition in keiner Ebene ein Viereck.
(ii) der direkten Summe einer projektiven Ebene mit einem Punkt, dann besitzt nur eine
Ebene in M ein Viereck, alle anderen Ebenen sind pencils.

(iii) den dreidimensionalen projektiven Geometrien. Sie besitzen als Rang-4-Matroide min-
destens zwei verschiedene Ebenen und jede der beiden Ebenen ist nach Satz [2.30] eine
projektive Ebene und enthalt also ein Viereck. [

2.6 Erweiterungen von Matroiden
2.6.1 Restriktion und Kontraktion

2.51 Definition:

Sei N = (E,I) ein Matroid und " C E. Es sei Z\ T = {I \ T, fir alle I € Z}. Dann
ist M = (E\T,Z\T) ein Matroid. Das Matroid M heisst Untermatroid von IN
oder auch Restriktion von N auf (E \ T'). Wir schreiben auch M = N \ T' oder
M = N|(E \ T) und sagen, dass M zu N erweiterbar bzw. in N einbettbar ist.
Umgekehrt heisst N eine Erweiterung von M. Wenn |T'| = 1 ist, so heisst N eine
Erweiterung von M mit einem Punkt oder eine Punkterweiterung von M.

2.52 Definition:
Sei M = (E,Z) ein Matroid mit dem Abschlussoperator cly; und es sei A C E. Dann
bildet die Menge F \ A zusammen mit dem Operator

chapa: ENA— E\ A clypa(X) =cly(XUA)\ A

ein Matroid M /A. Wir nennen M /A die Kontraktion von M durch A. Wenn |A| =1
ist, dann heisst M /A eine Punktkontraktion von M. Die Restriktion einer Kontraktion
eines Matroids M heisst ein Minor von M.
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In einer Kontraktion M’ von einem Matroid M ergeben sich oft parallele Punkte, wir gehen
deshalb manchmal zu dem jeweiligen assoziierten einfachen Matroid M” {iber und nennen
dieses dann vereinfacht die Kontraktion von M, wenn sich im Kontext klar ergibt, was
gemeint ist. Fiir die Rangfunktionen der Restriktion /Kontraktion gilt (siehe [2], Folgerung
(VI.3.3) und Folgerung (VI.3.5 d)):

2.53 Lemma:
Sei M = (E,T) ein Matroid. Es seien T C E, X CT und Y C (F \ T). Dann gilt:

rane(X) = ru(X) sowie ryyr(Y) = ry(Y UT) — ra(T).

Wir zitieren nun einen wichtigen Satz (siehe [2], Satz VI.3.4). Der Flichenverband der
Kontraktion eines Matroids ist immer isomorph zu einem oberen Intervall des Flachen-
verbands des Matroids selbst. Es handelt sich hier um einen Spezialfall des sogenannten
Scum-Theorems, (siche [I7], Theorem 3.3.7).

2.54 Satz:
Fiir den zugehorigen Flachenverband der Kontraktion M/A ein Matroides M durch A
gilt:

L(MJA) = [clp(A), 1] € L(M).

An dieser Stelle erwdhnen wir noch eine Notationskonvention: Es sei M’ eine Erweiterung
eines Matroids M und F’ sei eine Flache in M. Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht,
was gemeint ist, schreiben wir manchmal abkiirzend fiir cl,;(F) auch die Fliche F in
M’. Hierzu zeigen wir noch eine kleine Proposition:

2.55 Proposition:

Es sei M ein Matroid mit Grundmenge E(M) und es sei M’ eine Erweiterung von M.
Wenn F” eine Fliache in M’ ist dann ist F' = F' N E(M) eine Fliache in M. Wir nennen F
auch die Restriktion der Fliche F’ auf M.

Beweis. Sei p € E(M) mit p € cly(X N E(M)). Dann gilt auch p € clpy (X N E(M)) C
cly(X). Da X eine Fliache in M’ ist, gilt daher, dass p € X. Da auch p € E(M) ist, gilt
p e XNEM). O

2.6.2 Punkterweiterungen und modulare Filter

Fiir eine genauere Analyse der Punkterweiterungen benotigen wir eine wichtige Definition:

2.56 Definition:
Eine beliebige Menge M von Fliachen eines Matroides M heisst modularer Filter von
M, wenn gilt:

(i) Wenn F' € M und F” eine Fliache in M ist, die F' enthélt, dann ist auch F” in M.
(ii)) Wenn Fi, F;, € M und (F}, F,) ein modulares Paar ist, dann gilt auch F; N Fy, € M.

Es gilt nun folgender wichtiger Satz, der auf Henry Crapo (1965) zuriickgeht (siehe [17],
Theorem 7.2.2 und Lemma 7.2.1):
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2.57 Satz:

Sei M ein modularer Filter eines Matroids M. Dann gibt es eine eindeutige Erweiterung
N von M mit einem Punkt p, so dass M genau die Fliachen F' aus M enthilt, fiir die
rv(F Up) = ry(F) gilt. Wir schreiben fiir N auch M + s p. Sei umgekehrt N eine
Erweiterung von M mit einem Punkt p, dann ist die Menge aller Flichen F aus M, fiir
die ry(F Up) = ry(F) gilt, ein modularer Filter.

Punkterweiterungen und modulare Filter von Matroiden entsprechen sich also eineindeu-
tig, wir geben nun eine Liste dieser Entsprechungen:

Die Menge aller Flachen des Matroides M bildet einen modularen Filter, den trivia-
len modularen Filter von M. Ihm entspricht die Erweiterung von M mit einer
Schleife. M = () ist auch ein modularer Filter, die zugehorige Erweiterung erhoht als ein-
zige Punkterweiterung den Rang des Matroids um 1 und heisst die Erweiterung eines
Matroids mit einem Coloop.

Sei F' eine Fléche eines Matroids M, dann ist Mp = {G|G ist Flache in M und G 2 F'}
ein modularer Filter von M. My heisst ein Hauptfilter von M. Man sagt, dass in der
zugehorigen Erweiterung ein Punkt zu der Fléche F frei hinzugefiigt wird und nennt die
zugehorige Erweiterung eine Erweiterung in allgemeiner Lage in F'. Falls F' = E (M)
ist, sagt man auch, dass in der zugehorigen Erweiterung ein Punkt zu dem Matroid M
frei hinzugefiigt wird und spricht von einer freien Punkterweiterung von M.

Alle anderen Punkterweiterungen eines Matroids M nennen wir nicht-triviale Erweite-
rungen des Matroids M. Es sei A eine Menge von Flichen eines Matroids M, und es
sei M 4 der kleinste modulare Filter, der alle Flachen aus der Menge A enthélt, so heisst
M4 der von A erzeugte modulare Filter von M.

2.6.3 Paare von Mengen zum Schnitt bringen

In diesem Abschnitt definieren wir, was es bedeutet, dass ein Paar von Flachen in einem
Matroid 'zum Schnitt gebracht werden kann’. Dazu benétigen wir zunéchst eine kleine
Proposition:

2.58 Proposition:
Sei M ein Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r. Es seien XY C T'. Sei
d(A, B) der modulare Defekt zweier Mengen A, B C T'. Dann gilt:

d(cl(X),cl(Y)) <d(X,Y) und ausserdem
I(cl(X),c(Y)) =6(X,)Y) <= (X NY) =c(X)Ne(Y).

Beweis. Alle folgenden Gleichungen ergeben sich aus der Monotonie von r und c¢l, sowie
aus der Tatsache, dass r(A) = r(cl(A)) fir alle A C T ist. Es gilt:

r(XUY)<rdX)ucy)) <r(cdXuY)Ud(XUY))=r(d(XUY))=r(XUY)
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Daraus folgt, dass 7(X UY) = r(cl(X) Ucl(Y)) und somit:

d(cl(X),c(Y)) =

(X)) +r(cd(Y)) —r(cd(X)Uc(Y)) —r(cd(X)Ndc(Y))
(X)+7rY)—r(XUY) —r(cd(X)Nnc(Y))
(X (
(

<

<

=9
=9

YY)+ r(XNY) —r(cd(X)Nd(Y))
X,Y)+rcd(XNY)) —r(cd(X)ncY)).
Es gilt immer cl(X NY) C cl(X) Ncl(Y). Wir unterscheiden zwei Falle:
Aus (X NY) = cl(X) Ncl(Y) folgt, dass d(cl(X),cl(Y)) =6(X,Y).
Aus (X NY) Cc(X)Nel(Y) folgt r(cl(X NY)) <r(c(X)Nel(Y)), dacl(X NY) eine
Fléache ist. Daraus folgt, dass §(cl(X),cl(Y)) < §(X,Y). O
Hieraus ergibt sich direkt folgende Proposition:

2.59 Proposition:

Sei M ein Matroid und M’ eine Erweiterung von M. Dann ist fiir jedes modulare Paar
(X,Y) von Flachen aus M auch (clyy (X)), clp(Y)) ein modulares Paar von Flachen aus
M’ und es gilt: clyp (X) Nelpyp (YY) = clpp (X NY).

Beweis. Wegen Proposition und und da der modulare Defekt eines Paares von Fla-
chen aus M immer > 0 ist, muss gelten: 0 < §(cly (X)), clpy(Y)) < 0(X,Y) = 0. Damit
ist alles gezeigt. O

Wir bilden nun folgende

2.60 Definition:

Sei M ein Matroid und M’ eine Punkterweiterung von M. Ein Paar (X, Y") von Flachen aus
M wird in M’ zum Schnitt gebracht, wenn der modulare Defekt von (¢l (X), clpr (Y))
kleiner als der von (X,Y") ist.

Wir zeigen ein wichtiges Lemma:

2.61 Lemma:
Sei M ein Matroid. (X,Y") sei ein Paar von Fldchen aus M und M’ eine Erweiterung von
M mit einem Punkt p. Dann sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

(1) (X,Y) wird in M’ zum Schnitt gebracht.

(2) Der modulare Filter M, der der Punkterweitung M’ entspricht, enthdlt X und Y,
jedoch nicht X NY.

Beweis. (2) = (1): M enthdlt X und Y aber nicht X NY. Dann gilt nach Satz [2.57}
p € cn(X)Neln(Y), aber p ¢ cly(X NY).

Aus Proposition folgt, dass dann der modulare Defekt von (clpr (X)), clyr (Y')) kleiner
ist als der modulare Defekt von (X, Y"). Das Paar (X,Y') wird in M’ zum Schnitt gebracht.
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(1) = (2): Angenommen (2) gilt nicht. Dann enthélt M entweder hochstens eine der
beiden Flachen X und Y oder M enthalt X NY.

Angenommen M enthielte X NY. Dann wiirde M auch X und Y enthalten. Dann wiirde
gelten, dass cly (X NY) = (X NY)U{p} = clp(X) Nelppy(Y), und fir die modularen
Defekte § wiirde nach Proposition dann 0(clp (X)), clar(Y)) = 6(X,Y) gelten.

Angenommen M enthielte nur eine oder keine der Flachen X,Y. In M’ wiirde dann
(X NY)=XNY = cly(X) Nelpy (Y) gelten. Die modularen Defekte wiirden sich
hier nach Proposition [2.58 also auch nicht &ndern.

In beiden Féllen wird also das Paar (X,Y’) in M’ nicht zum Schnitt gebracht, (1) gilt also
nicht. [

Als Korollar ergibt sich hierzu:

2.62 Korollar:
Sei M ein Matroid und M’ eine Punkterweiterung einer Flache von M in allgemeiner
Lage. Dann wird in M’ kein Fldchenpaar aus M zum Schnitt gebracht.

Beweis. Der Punkterweiterung M’ entspricht ein modularer Filter von M, der ein Haupt-
filter ist. Sei (X,Y") ein Flachenpaar in M. Jeder Hauptfilter, der die Flachen X und Y
enthélt, muss auch X NY enthalten, das bedeutet, dass (X,Y") in M’ nicht zum Schnitt
gebracht wird. O]

Ausserdem gilt noch:

2.63 Korollar:
Sei M ein Matroid und M’ eine Erweiterung von M mit einem Coloop. Dann wird in M’
kein Flachenpaar aus M zum Schnitt gebracht.

Beweis. Der Erweiterung M’ entspricht der leere modulare Filter, er enthélt kein Fla-
chenpaar aus M, die Aussage folgt aus Lemma [2.61] O

Wir beweisen noch folgendes Lemma:

2.64 Lemma:
Sei M ein Matroid. (X,Y’) sei ein Paar von Fldchen aus M . Dann sind die folgenden zwei
Aussagen aquivalent:

(1) (X,Y) kann zum Schnitt gebracht werden.
(2) Der von X und Y erzeugte modulare Filter enthélt nicht X NY .

Beweis. (1) = (2) Wenn (X,Y) zum Schnitt gebracht werden kann, dann gibt es eine
Punkterweiterung von M, der ein modularer Filter M entspricht, der X und Y enthélt,
aber nicht X NY. Der von X und Y erzeugte modulare Filter ist immer in M enthalten,
also kann er nicht X N'Y enthalten.

(2) = (1) Das Paar (X,Y) wird nach Lemma in der Punkterweiterung von M zum
Schnitt gebracht, die dem von X und Y erzeugten modularen Filter entspricht. O]
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Aus Lemma und der Definition des modularen Filters ergibt sich hier folgendes kleines

2.65 Korollar:
Ein modulares Paar von Flidchen eines Matroids kann nicht zum Schnitt gebracht werden.

Ausserdem gilt noch folgendes Lemma:

2.66 Lemma:
Ein nicht-modulares Hyperebenen-Paar eines Matroids kann immer zum Schnitt gebracht
werden.

Beweis. Der von den beiden Hyperebenen erzeugte modulare Filter besteht nur aus diesen

Hyperebenen und dem maximalen Element. O]

2.6.4 Die Intersection-Properties und die Bundle Condition

Um den Begriff der Intersection-Property (Schnittbedingung) zu definieren, halten wir uns
an eine Arbeit von A. Bachem und A. Wanka, [4], in der dieser Begriff genauer untersucht
wurde. Hier werden drei verschiedene Intersection-Properties definiert:

2.67 Definition:
Ein Matroid M hat die euklidische Intersection-Property I Ps, wenn jedes disjunkte
Hyperebenen-Geraden-Paar zum Schnitt gebracht werden kann.

2.68 Definition:

Ein Matroid M hat die verallgemeinerte euklidische Intersection-Property IP,
wenn jedes nicht-modulare Paar (X,Y’) von Fldchen aus M zum Schnitt gebracht werden
kann.

2.69 Definition:
Ein Matroid M von Rang r hat Levy’s Intersection-Property I P;, wenn fiir jede r—1

Hyperebenen H; mit U:;ll H; = () eine nicht-triviale Erweiterung M’ von M mit einem
Punkt p existiert, so dass der Schnitt aller H;(i = 1,...,7—1) in M’ den Punkt p enthélt.

Sei nun M; die Menge aller Matroide, die die jeweilige Intersection-Property I P; erfiillen.
Dann gilt (siehe [4], Proposition 2):

2.70 Satz:

M T My C Mg

Beschrénkt man sich nur auf Matroide bis Rang 4, so gilt (siehe [4], Proposition 4):
2.71 Satz:

My =My = M;j
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Ausserdem gilt, wie man sofort sieht:

2.72 Lemma:
Modulare Matroide und Matroide von Rang < 4 haben alle drei Intersection-Properties.

Bei Bachem und Wanka in [4] gibt es noch einen wichtigen Satz, (Theorem 3), den wir
hier ohne Beweis zitieren, der Beweis funktioniert auch fiir Matroide endlichen Ranges
mit abzahlbar unendlicher Grundmenge.

2.73 Satz:
Die Klassen der Matroide, die die Intersection-Properties I P, I P, oder I P; haben, sind
alle abgeschlossen unter Bildung von Minoren.

Die Bundle-Condition (in der Literatur manchmal auch Bundle Theorem oder in deutsch
Biindelsatz genannt) lautet folgendermassen, wir halten uns wieder an die Definition von
Bachem und Wanka in [4] (vor Theorem 1):

2.74 Definition:

Ein Matroid M von mindestens Rang 4 erfiillt die Bundle-Condition, wenn fiir 4 dis-
junkte Geraden [y, ..., [, aus M, von denen keine drei in einer Ebene liegen, folgendes gilt:
Wenn fiinf der sechs Paare (/;,1;) (mit i # j € {1,2,3,4}) zweier dieser Geraden
coplanar sind, so ist es auch das sechste Paar.

Umformuliert bedeutet das: Ist bei einem Matroid die Bundle Condition nicht erfiillt, so
besitzt es das Vamos-Matroid Vi als Untermatroid.

Das Vamos-Matroid Vg, aus [17], Fig. 6.3
‘ Die Linien ll = {1,4},[2 = {2,3},[3 = {5,6} und l4 =
3 17,8} sind paarweise disjunkt coplanar bis auf die beiden

A Linien /3 und l4, welche nicht zueinander coplanar sind.
: 8

2.75 Proposition:
Keines der Linienpaare (I;,;) fiir ¢ # j mit ¢, j € {1,2,3,4} des Vamos-Matroids Vs (siehe
Zeichnung) ldsst sich zum Schnitt bringen.

Beweis. Die beiden Linien I3 und [ bilden ein modulares Paar. Jeder modulare Filter,
der die beiden Linien enthélt, enthilt daher auch I3, = (). Die beiden Linien lassen sich
also nach Lemma nicht zum Schnitt bringen. Man betrachte nun den von den beiden
Linien /; und [l erzeugten modularen Filter M. Er enthélt die beiden Ebenen [; V I3 und
lo VI3, diese beiden Ebenen schneiden sich in der Linie I3, bilden also ein modulares Paar.
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Das bedeutet, dass M auch die Linie /3 enthélt. Analog dazu lésst sich zeigen, dass auch
I, in M liegen muss, das bedeutet aber, dass M auch die leere Menge () = [; Nl enthilt.
Die beiden Linien [; und [y lassen sich also nach Lemma [2.64] auch nicht zum Schnitt
bringen. Fiir alle anderen Linienpaare lauft die Argumentation analog. O]

Fiir modulare Matroide gilt folgendes

2.76 Lemma:
Alle modularen Matroide erfiillen die Bundle-Condition.

Beweis. Angenommen ein Matroid M erfiillt die Bundle-Condition nicht, dann gibt es in
M zwei coplanare Linien, die sich nicht schneiden. M ist also nicht modular. O

Als Korollar ergibt sich:

2.77 Korollar:
Sei M ein Matroid, welches zu einem modularen Matroid erweiterbar ist (in ein modulares
Matroid einbettbar ist). Dann erfiillt M die Bundle-Condition.

Beweis. Angenommen M wiirde die Bundle-Condition nicht erfiillen. Dann héatte M das
Véamos-Matroid als Untermatroid. Dann hétte aber auch jede Erweiterung von M das
Vamos-Matroid als Untermatroid, die Bundle-Condition wére also auch in keiner Erwei-
terung von M erfiillt, was nicht sein kann. m

Ausserdem gilt, wie man sofort sieht:

2.78 Lemma:
Ein Matroid M habe die Intersection-Property I P, dann gilt in M die Bundle-Condition.

Die Frage nach der Umkehrung dieser Proposition, sowie nach dem Verhaltnis der Bundle
Condition zu der Intersection-Property I P; bleibt offen. Fiir Matroide vom Rang 4 ist die
Sache einfacher. Es gilt folgender wichtiger Satz (bewiesen in [3], Theorem 9, sowie in [§]
Theorem 3.5):

2.79 Satz:
Ein Matroid M von Rang 4 hat die (drei dquivalenten) Intersection-Properties genau
dann, wenn die Bundle-Condition erfiillt ist.

2.6.5 modulare Filter in Erweiterungen

Zu dem Verhalten von modularen Filtern in Erweiterungen zeigen wir zwei Lemmata:
2.80 Lemma:
Sei M ein Matroid und M’ eine Erweiterung von M.

M sei der von einer Menge A von Flachen aus M erzeugte modulare Filter in M.
M’ sei der von der Menge A" = {cly;/(X)|X € A} erzeugte modulare Filter in M.

Dann gilt: {cly(X)|X € M} C M.
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Beweis. Sei zunéchst X in M und ¢l (X) in M’ und essei Y € M mit Y O X. Dann ist
auch ¢l (Y) 2 ey (X), das heisst clpp(Y) ist in M’. Seien (X,Y’) ein modulares Paar
von Flichen in M, mit clyp(X) und clpp(Y) in M, dann ist nach Proposition auch
(clp (X)), clpr (Y)) ein modulares Paar von Flachen in M’. Damit liegt clp (X) Nelyr (V)
auch in M’ und ist nach Proposition gleich clp (X NY). Damit ist alles gezeigt. [

Wir zeigen nun ein spezielleres Lemma in einer anderen Formulierung:

2.81 Lemma:

Sei M ein Matroid. (hq,hs) und (hs, hy) seien zwei verschiedene nicht-modulare Paare
von Hyperebenen in M und M’ sei die Punkterweiterung von M, die dem von (hq, hs)
erzeugten modularen Filter M entspricht. Dann gilt:

6(ClMl<h3), ClMl(h4)) = 5(h3, h4)

Beweis. M enthélt ausser h; und h, keine weitere Hyperebene. Es gibt daher in dem
Hyperebenen-Paar (hs, hy) mindestens eine Hyperebene (sei dies 0.B.d.A h3), die nicht in
M liegt, fiir die also gilt: ¢lyr(hs) = hs. Dann gilt:

ClM/(hg N h4> Q Cl]vp(hg) N ClM/(h4) = h3 N ClM/<h4) == h3 N h4 Q ClMl(hg N h4)

Nach Proposition [2.58| gilt dann d(clyy (hs), clar (ha)) = 6(hs, ha). O

2.6.6 die Vereinigung einer Erweiterungskette

Hier beschreiben wir eine Konstruktion, die wir bei der Einbettung von Matroiden in
Matroide mit einer unendlichen Grundmenge brauchen werden:

2.82 Lemma:

Sei My ein Matroid von endlichem Rang n. Sei My C M; C My C ... eine Kette von
Erweiterungen von M,, die alle den Rang von M nicht erhéhen. Seien E(M,), E(M;) ...
die zugehodrigen Grundmengen der Matroide in der Kette. Wir definieren die Menge
E(M*) = U2, E(M;) (bzw. ", E(M;) falls die Kette die endliche Lange m hat) und
eine Menge von Mengen Z* C P(E(M*)), wobei gilt: X € Z* gdw. X eine unabhéngige
Menge in einem Matroid M; ist.

Dann ist M* = (E(M*),Z*) ein Matroid von Rang n und eine Erweiterung von allen
M;. Wir schreiben auch M* = (J;2, M; (bzw. ", M;) und nennen dieses Matroid die
Vereinigung der Erweiterungskette M, C M; C M, C ...

Beweis. Die leere Menge ist eine unabhéngige Menge in M*, da sie schon eine unabhéngige
Menge in M, ist. Seien X und Y zwei unabhéngige Mengen in M*, dann gibt es ein Matroid
M;, in welchem X und Y unabhéngige Mengen sind. Damit sieht man sofort, dass in M*
alle Unabhéangigkeitsaxiome gelten. M* ist ein Matroid.

Es gibt unabhéngige Mengen in M*, die n Elemente haben, aber keine unabhéangige Menge
in M* hat mehr als n Elemente, M* ist also von Rang n. Dass M* eine Erweiterung von
allen M; ist, sieht man direkt. O
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2.6.7 die (hyper-)freie Ebenenerweiterung

Wir zeigen nun, dass sich jedes Rang-3-Matroid in eine projektive Ebene einbetten lasst,
diese Einbettung wird auch freie Ebenenerweiterung des Matroids genannt. Wir halten uns
hier an die Konstruktion von Pickert in [I9], Abschnitt 1.3., formulieren die Konstruktion
jedoch mit unseren Begriffen:

2.83 Definition:

Sei M, ein endliches Matroid von Rang 3. Es sei P die Menge aller disjunkten Linienpaare
in My. Da My endlich ist, ist auch P endlich, es sei |P| = n. Da bei Rang-3-Matroiden
Linien und Hyperebenen das selbe sind, konnen alle diese Linienpaare wegen Lemma [2.66
in My zum Schnitt gebracht werden.

Wir nehmen ein disjunktes Linienpaar (I1,l3) aus P und bilden die Punkterweiterung M
von My, die dem von dem Linienpaar erzeugten modularen Filter entspricht. Nach Lemma
bleiben alle anderen Linienpaare aus P in M; disjunkt, kénnen also in M; auch zum
Schnitt gebracht werden. Wir bilden nun das Matroid Ms, in dem wieder ein Linienpaar
aus P\ (ly,l2) zum Schnitt gebracht wird usw. Es entsteht eine Kette My C M; C ... C M,
von Punkterweiterungen, in denen alle disjunkten Linienpaare aus P nacheinander zum
Schnitt gebracht werden.

Durch die zuséatzlichen Punkte ergeben sich aber in M, evtl. wieder m neue disjunkte
Linienpaare, wir verfahren mit diesen wie vorher, die Kette verlangert sich weiter und wir
erhalten wiederum als letztes Glied der Kette das Matroid M,,,,. Mit diesem Matroid
verfahren wir ebenso und so weiter. Wir erhalten insgesamt eine Erweiterungskette My C
M; C ... von Rang-3-Matroiden. Wir bilden nun die Vereinigung der Erweiterungskette
M* = J:Z, M;. Sie ist nach Lemma ein Rang-3-Matroid und eine Erweiterung aller
M;. Das Matroid M* heisst die freie Ebenenerweiterung von M.

Wir beweisen zunéchst einen einfachen aber wichtigen Satz dazu (siehe z.B. auch Pickert
in [19], 1.3.12.).

2.84 Satz:

Eine freie Ebenenerweiterung M’ eines endlichen Rang-3-Matroids M hat keine endlichen
begrenzten Konfigurationen als Untermatroide, die Punkte enthalten, die aus E(M') \
E(M) stammen.

Beweis. Angenommen es gibt eine endliche begrenzte Konfiguration in M’ mit Punkten
aus M’ \ M. Alle diese Punkte sind irgendwann in der Erweiterungskette hinzugefiigt
worden. Es sei p der Punkt aus der begrenzten Konfiguration, der als letztes in der Kette
hinzugefiigt wurde, das Matroid M,, sei das erste Matroid in der Kette, welches p enthélt.
Durch den Punkt p gehen in der begrenzten Konfiguration drei Linien, die jeweils mindes-
tens drei Punkte haben, von denen jeweils zwei Punkte schon in M, existieren. Das
bedeutet, dass auch die drei Linien schon in M,,_; existieren miissen, p kann aber nur
Schnittpunkt zweier dieser Linien sein. O

Wenn ein Matroid in der Erweiterungskette modular ist, bricht die Kette ab, da es keine
weiteren disjunkten Linienpaare mehr gibt, die zum Schnitt gebracht werden kénnen. Wir
folgern hieraus und aus dem letzten Satz:
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2.85 Satz:
Eine freie Ebenenerweiterung M* eines endlichen nicht-modularen Rang-3-Matroids M ist
eine projektive Ebene und hat eine abzdhlbar unendliche Grundmenge.

Beweis. Das Matroid M ist nicht modular, hat also zwei disjunkte Linien, also ein Viereck.
Man sieht sofort, dass sich zwei Linien in M* immer schneiden miissen, M* ist also eine
projektive Ebene. Die Kette der Punkterweiterungen von M kann nur abbrechen, wenn
es in der Kette irgendwann ein modulares Matroid gibt, es sei dies das Matroid M,,. Das
Matroid M,, muss dann eine endliche projektive Ebene sein, also nach Proposition
eine endliche begrenzte Konfiguration mit Punkten, die nicht schon in M vorhanden sind.
Das kann jedoch nach Satz nicht sein, die Kette bricht also nicht ab und alles ist
gezeigt. 0

Daraus folgt als Korollar:

2.86 Korollar:
Eine freie Ebenenerweiterung M’ eines endlichen nicht-modularen Rang-3-Matroids M ist
nicht-desarguessch.

Beweis. Da M’ eine abzéhlbar unendliche Grundmenge hat, und eine projektive Ebene
ist, hat jede Linie nach Satz in M’ abzadhlbar unendlich viele Punkte. Ausserdem
gehen durch jeden Punkt abzéhlbar unendlich viele Linien. Damit lésst sich leicht zeigen,
dass M’ (Non-)Desargues-Matroide als Untermatroide haben muss mit Punkten, die nicht
aus F(M) stammen. Da diese Untermatroide aber keine begrenzten Konfigurationen sein
diirfen, miissen es Non-Desargues-Matroide sein. O

Wir betrachten nun aber noch eine etwas allgemeinere Konstruktion, bei dem hier ver-
wendeten Begriff der hyper-freien Ebenenerweiterung beziehen wir uns auf [21]:

2.87 Definition:

Sei My ein endliches Matroid von Rang 3. Wir erweitern M, genau wie bei der freien Ebe-
nenerweiterung. Nachdem wir alle disjunkten Linienpaare aus My zum Schnitt gebracht
haben, erhalten wir wie oben das Matroid M,,. Diesmal diirfen in dieser Kette zwischen
My und M,, (egal wo) aber noch endlich viele andere Erweiterungen hinzukommen, die
entweder freie Punkterweiterungen sind, oder in denen einer Linie ein Punkt frei hinzuge-
fiigt wird. Nach Korollar bleibt auch bei solchen Erweiterungen jedes der noch nicht
zum Schnitt gebrachten disjunkten Linienpaare disjunkt. Mit dem Matroid M,, verfahren
wir nun wie mit My und so weiter.

Dann ist M* = Ufio M; wiederum ein Rang-3-Matroid, welches alle M; erweitert und
heisst eine hyper-freie Ebenenerweiterung von M.

2.88 Satz:
Falls My nicht-modular ist, ist das so erhaltene Matroid eine nicht-desarguessche projek-
tive Ebene und hat eine abzéhlbar unendliche Grundmenge.

Beweis. Die Beweise der vorigen Sitze funktionieren fiir diesen Fall vollig analog. O

Schlussendlich zeigen wir noch den anfangs erwdhnten Satz:
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2.89 Satz:
Jedes endliche Rang-3-Matroid lasst sich in eine projektive Ebene einbetten.

Beweis. Entweder das Matroid M ist nicht modular, dann bilde man eine freie Ebene-
nerweiterung. Oder es ist modular, dann ist es entweder schon eine projektive Ebene,
wenn nicht, dann flige man zu M einen Punkt frei hinzu und bilde dann wieder eine freie
Ebenenerweiterung. O

Die Frage, ob sich jedes endliche Rang-3-Matroid in eine endliche projektive Ebene einbet-
ten lasst, ist bis heute ungelost und eine der wichtigsten Fragen der projektiven Geometrie.

3 hypermodulare Matroide

3.1 hypermodulare Matroide von allgemeinem Rang

Wir liefern zunéchst die Definition eines hypermodularen Matroids:

3.1 Definition:
Ein Matroid M ist hypermodular, wenn sich in M jedes Paar von Hyperebenen in einer
Hypergeraden schneidet.

Im folgenden wird die Struktur von hypermodularen Matroiden untersucht. Hier erwdhnen
wir zunéchst einige triviale Tatsachen:

3.2 Lemma:
Jedes modulare Matroid ist hypermodular.

Fiir Matroide von Rang < 4 gilt auch die Umkehrung, wie man sofort sieht:

3.3 Lemma:
Jedes hypermodulare Matroid von Rang < 4 ist modular.

Es folgt eine wichtige Eigenschaft von hypermodularen Matroiden:

3.4 Lemma:
Bei jedem hypermodularen Matroid M von Rang n, ergeben die Kontraktionen von M
mit einer Flache von Rang n — 3 modulare Matroide von Rang 3.

Beweis. Sei L(M) der Flachenverband des Matroides M. Jede Kontraktion M/F von M
mit einer Flache F' von Rang n — 3 ergibt nach Satz[2.54] ein Matroid, dessen zugehoriger
Flachenverband isomorph zu dem Intervall [F, 1,,] C £(M) ist. Da sich jede Hyperebene
in einer Hypergeraden schneidet ist dieses Intervall modular von Rang 3. m

Restriktionen von hypermodularen Matroiden kénnen hypermodular bleiben:
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3.5 Lemma:

In jedem hypermodularen Matroid H ist ein hypermodulares Matroid H' enthalten, wel-
ches folgende Eigenschaft besitzt: Jeder Punkt aus H' liegt auf mindestens einer Linie,
die nur aus zwei Punkten besteht. H’ ist nicht eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei p ein Punkt aus H, fiir den diese Bedingung nicht gilt. Wir betrachten eine
Flache F' von Rang > 2, die den Punkt p enthélt. Es sei ¢ € F mit ¢ # p. Dann enthélt
die Linie [ = ¢l(p, q¢) noch einen dritten Punkt ¢’ und es gilt: p € cl(I\ p) C cl(F \ p). Es
gilt also r(F \ p) = r(F). Also ist F'\ p in der Restriktion H \ p nach Proposition [2.55]
eine Fliache vom selben Rang wie F' in H. Das bedeutet, dass alle Flachen von Rang > 2
in H \ p erhalten bleiben und darum bleibt H \ p ein hypermodulares Matroid. O]

Wir stellen die wichtigsten hypermodularen Matroide vor:

3.6 Korollar:
Jede projektive Geometrie P(n,q) ist ein hypermodulares Matroid und bleibt das auch,
wenn man von P(n,q) bis zu ¢ — 3 Punkte abzieht.

Beweis. Jede Linie in P hat nach Lemma q + 1 Punkte und bleibt eine Linie, wenn
man ¢ — 3 Punkte von ihr entfernt. ]

Es folgt eine Charakterisierung des modularen Defekts in hypermodularen Matroiden:

3.7 Proposition:
Sei M ein hypermodulares Matroid von Rang n. Dann ist der modulare Defekt zweier
Flachen aus M immer < n — 3.

Beweis. Den grossten modularen Defekt in einem Matroid haben zwei disjunkte Hyper-
ebenen, es ist dies der modulare Defekt n — 2. Alle anderen nicht-modularen Paare eines
Matroids haben einen kleineren modularen Defekt. Disjunkte Hyperebenen kommen aber
in hypermodularen Matroiden nicht vor. O]

3.2 hypermodulare Matroide von Rang 4

Wir beschéftigen uns nun mit dem spezielleren Fall der hypermodularen Matroide von
Rang 4. Die erste Proposition folgt direkt aus Satz [2.6]

3.8 Proposition:

Sei M ein Matroid. Angenommen M besitzt zwei disjunkt coplanare Geraden, (welche sich
zum Schnitt bringen lassen) dann besitzt M auch ein disjunktes Geraden-Hyperebenenpaar
(welches sich zum Schnitt bringen lésst). Dieselbe Aussage gilt auch fiir einen beliebigen
modularen Filter M in M.

Beweis. Angenommen das Matroid M enthélt zwei disjunkt coplanare Linien /; und [s.
Dann gibt es nach Satz in M eine Hyperebene hy O I, mit hy Ny = 0. In jedem
modularen Filter M, der [; und /5 enthélt, ist immer der von h; und Iy erzeugte modulare
Filter M’ enthalten. Enthalt nun M nicht ® = [; N Iy, dann enthélt auch M’ nicht
0 = hy Nly. Nach Lemma ist damit alles gezeigt. O
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Fiir hypermodulare Rang-4-Matroide gilt auch die Umkehrung:

3.9 Proposition:

Sei M ein hypermodulares Rang-4-Matroid. Angenommen M besitzt ein disjunktes Geraden-
Ebenenpaar. Dann besitzt M auch zwei disjunkt coplanare Geraden. Dieselbe Aussage
gilt auch fiir einen beliebigen modularen Filter M in M.

Beweis. Sei (lj,e;) das disjunkte Geraden-Ebenenpaar in M. Man nehme einen Punkt
p aus e; und betrachte die Ebene [; V p. Diese Ebene schneidet die Ebene e; nach Vor-
aussetzung in einer Linie [y in M. Die beiden Linien [; und [y sind zueinander disjunkt
coplanar. Enthélt nun ein modularer Filter M in M das Paar (I1, e;) so enthédlt M auch
die Linie Iy als Schnittlinie zweier Ebenen aus M. O

Aus diesen beiden Propositionen und aus Proposition folgt insgesamt:

3.10 Korollar:

Sei M ein hypermodulares Rang-4-Matroid. Dann ist der modulare Defekt zweier Flachen
aus M immer < 1. Wenn M nicht modular ist, so enthélt es mindestens ein disjunktes
Geraden-Ebenenpaar sowie zwei disjunkt coplanare Linien. Ein modularer Filter in M
enthélt genau dann ein disjunktes Geraden-Ebenenpaar, wenn er zwei disjunkt coplanare
Linien enthélt.

Beweis. Die einzigen nicht-modularen Paare von Fléachen, die in einem hypermodularen
Matroid von Rang 4 vorkommen konnen, sind disjunkte Geraden-Ebenenpaare oder Paa-
re disjunkt coplanarer Geraden. Alle drei Aussagen ergeben sich hieraus sowie aus den
vorherigen drei Propositionen. O

3.3 modulare Filter in hypermodularen Rang-4-Matroiden

Wir beweisen in diesem Kapitel einen wichtigen Satz, der in &hnlicher Form schon von
Klaus Metsch in [I5], Theorem 2.3, bewiesen wurde, und der zentral fiir den Beweis von
Satz (ST72) ist. Wir betrachten den speziellen Fall der hypermodularen Rang-4-Matroide
und zeigen zunéchst ein wichtiges Lemma:

3.11 Lemma:

Seien [y, zwei disjunkt coplanare Linien in einem hypermodularen Rang-4-Matroid M.
Dann kann die Grundmenge 7" des Matroids M in Linien partitioniert werden, von denen
jede jeweils disjunkt coplanar zu [y und zu [, ist.

Beweis. Wir setzen e = cl({l; Uls}). Dann ist I, :== (I; V p) A (I3 V p) eine Linie fiir jeden
Punkt p € T\ e und coplanar zu [; und l,. Wegen Proposition muss [, disjunkt zu
l; und Iy sein. Fiir p # ¢q € T \ e folgt daraus und aus Proposition [2.11] dass entweder
l, Nl; = 0 oder 1, =1, = pV q ist. Wir bezeichnen die auf diesem Weg konstruierte
Linienmenge mit A.
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Nun fixieren wir eine Linie /- fiir ein p* € T\ e, und fiir alle r € e\ (l; U l2) bezeichnen
wir mit [, die Linie [, = (I,» V. r) A (I1 V l3). Dann muss [, disjunkt zu /; und [« sein, da
sonst die Linien [y,[/, und [, der Proposition widersprechen wiirden. Analog dazu
muss [, zu Iy disjunkt sein. Wenn nun 7, s € e\ (l; Ul) sind, dann zeigt Proposition [2.11]
angewendet auf das Tripel [, [5, [+, dass [, Al; = 0 oder [, = [, ist. Wir bezeichnen die so
konstruierte Linienmenge mit X..

Proposition 7 angewendet auf das Tripel [y, l,, [, liefert schlussendlich, dass jede Linie
l, € ¥ disjunkt zu jeder Linie [, € A ist. Insgesamt partitionieren die Linien aus AUX U
[1 Uly die Grundmenge von M. Fiir jeden Punkt » € E(M) bezeichnen wir im folgenden
mit [, die Linie aus der Partition, die r enthélt. O

3.12 Korollar:

Unter den Voraussetzungen von Lemma |3.11| enthélt jeder modulare Filter, der zwei dis-
junkt coplanare Linien [; und l5 enthélt, eine Partition der Grundmenge M mit zu [; und
[y jeweils disjunkt coplanaren Linien.

Beweis. Alle Linien in der Partition von Lemma entstehen als Schnittlinien von
Ebenen, die die beiden Linien [; und [ enthalten und befinden sich daher in dem von [y
und [ erzeugten modularen Filter. O]

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir nun den eingangs erwdhnten Satz zeigen:

3.13 Satz:

(i) Unter den Voraussetzungen von Lemma existiert eine Punkterweiterung, in der
1 und Iy zum Schnitt gebracht werden, genau dann, wenn alle Linien in der Partition des
Beweises von Lemma |3.11| paarweise coplanar sind.

(ii) Wenn eine Punkterweiterung M’ wie in (i) existiert, dann bleibt die Restriktion einer
Linie aus M’ auf M eine Linie.

(iii) Ansonsten enthélt M zwei nicht-coplanare Linien l3,l4, so dass [; und [; fiir alle
i € {1,2} und j € {3,4} coplanar sind, und keine drei von ihnen in einer Ebene liegen,
d.h. es enthélt das Vamos-Matroid, in dem [/; und [ als Restriktion enthalten ist.

Beweis. (i) Nach Korollar enthilt der von [; und I, erzeugte modulare Filter M;,,
auch die in Lemma konstruierte Linienpartition der Grundmenge des Matroids. Wa-
ren zwei dieser Linien /3 und /4 nicht zueinander coplanar, dann wiirden sie ein modulares
Paar bilden mit I3 N1y = (). Dann wiirde M,,, auch die leere Menge enthalten und I; und
Iy konnten in M nach Lemma [2.64] nicht zum Schnitt gebracht werden.

Wenn auf der anderen Seite alle Linien der Partition paarweise coplanar sind, zeigen wir
nun, dass sie die minimalen Elemente eines modularen Filters sind. Wir betrachten die
Menge M aller Fliachen, die Obermengen dieser Linien sind. Zunéchst liegen mit X € M
auch alle Obermengen von X, die Flachen sind, in M.

Jedes Paar von Linien aus M ist disjunkt coplanar, bildet also kein modulares Paar. Seien
nun h; # hy zwei Ebenen aus M. Es sei [ = hy A hy und p # ¢ seien zwei Punkte aus [.
Fiir ¢ € {1, 2} ist die Ebene h; dann direkt Obermenge der Linie [, oder sie ist Obermenge
einer anderen Linie I’ und enthélt den Punkt p. Da aber !’ und [, zueinander coplanar
sein miissen, gilt dann h; ="V p = 1"V [,, also gilt in jedem Fall [, < h; und analog dazu
l, < hi. Das bedeutet, dass [, = [, = pV ¢ = [. Die Linie [ liegt also in M.
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Man betrachte am Schluss eine Ebene h und eine Linie [ aus M. Wenn diese ein modulares
Paar bilden, dann miissen sie sich in einem Punkt r schneiden. Die Linie [ = [, muss dann
aus dem selben Grund wie oben in der Ebene h enthalten sein. Fiir alle modularen Paare
(X,Y) aus M liegt also auch X N'Y in M. Insgesamt ist M ein modularer Filter, der
nicht §; N1y = () enthélt, die beiden Linien kénnen also nach Lemma zum Schnitt
gebracht werden.

(ii) Sei p der neue Punkt und [ eine Linie, die p enthélt. Sei g ein anderer Punkt auf .
Dann ist die Restriktion von [ auf M die Linie [, aus dem Beweis von Lemma [3.11]

(iii) Aus (i) folgt, dass es in der Partition des Beweises von Lemma zwei Linien [3
und I, gibt, die nicht coplanar sind, es bleibt zu zeigen, dass {l3,l,} C A.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass I3 = [, € ¥ und somit Iy = [, € A. Da [, und /3 coplanar
sind schliessen wir, dass l,» # l4. Wenn l,» und [/ nicht coplanar sind, ersetzen wir I3
durch [,- und sind fertig, somit kénnen wir annehmen, dass sie coplanar sind. Die Ebenen
l4 V1,1 V r schneiden sich in der Linie I = (I V) A (I, V). Aus l§ < e wiirde folgen,
dass Iy < (I,» Vr) A (L Vi) =1, =3, also I3 = I <1, Vr im Widerspruch dazu, dass [3
und /4 nicht coplanar sind. Somit schneidet I die Ebene e nur in r. Dariiberhinaus muss
wegen Proposition die Linie /5 disjunkt zu [, und I, sein. Wir wéhlen ein p" auf [,
welches nicht auf e liegt, und bilden lg := ly € A. Wir behaupten, dass [,y zu mindestens
einer der Linien [,- und [4 nicht coplanar sein kann. Sonst erhielten wir:

11

ly = (L VIp) AN(la Vi) = (L VP) ALV ) = (L VI A(la VD) =1
was unmoglich ist, da l; € A disjunkt zu e sein muss. m
Als néchstes zeigen wir zwei kleine allgemeine Propositionen iiber Hauptfilter:

3.14 Proposition:
Es sei M ein Matroid und es sei M ein modularer Filter in M, der einen Punkt p enthélt.
Dann ist M ein Hauptfilter.

Beweis. Entweder M ist der von p erzeugte Hauptfilter oder M enthélt mindestens ein
Element x, welches p nicht enthélt. Dann ist (z,p) ein modulares Paar und M enthélt ()
ist also der von () erzeugte Hauptfilter. n

3.15 Proposition:

Es sei M ein Matroid, M ein modularer Filter in M, der kein Hauptfilter ist, und es
seien [y und [y zwei verschiedene Linien aus M. Dann sind [; und [, zueinander disjunkt
coplanar.

Beweis. Wiirden sich die beiden Linien in einem Punkt p schneiden, dann enthielte M den
Punkt p, wére also nach Proposition ein Hauptfilter. Waren die beiden Linien nicht
zueinander coplanar, dann enthielte M die leere Menge und ware auch ein Hauptfilter. [

Abschliessend zeigen wir noch ein Lemma, welches die modularen Filter in hypermodula-
ren Rang-4-Matroiden charakterisiert:
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3.16 Lemma:
Es sei M ein modularer Filter in einem hypermodularen Rang-4 Matroid M. Dann ist
M entweder ein Hauptfilter, oder er enthélt zwei disjunkt coplanare Linien.

Beweis. Sei M kein Hauptfilter. Dann enthélt M nach Proposition keine Punkte

und auch nicht die leere Menge.

Angenommen M enthielte keine Linien, dann miisste M zwei verschiedene Ebenen e;
und ey enthalten. Diese beiden Ebenen schneiden sich aber in einer Linie, die dann auch
in M liegen miisste, was nicht sein darf.

Angenommen M enthielte nur eine Linie /. Dann miisste M eine Ebene e enthalten, die
die Linie [ nicht enthélt. e miisste zu [ disjunkt sein, da sonst der Schnittpunkt von e und
[ in M lage, was nicht sein darf. Nach Proposition enthielte dann M aber auch zwei
disjunkt coplanare Linien, was nicht sein darf.

Damit ist gezeigt, dass M zwei verschiedene Linien enthalten muss, nach Proposition
sind diese beiden Linien zueinander disjunkt coplanar. O

3.4 Punktkontraktionen und Ebenen von Rang-4-Matroiden

Aus den folgenden Lemmata lassen sich viele strukturelle Eigenschaften von hypermodu-
laren Rang-4-Matroiden herleiten. Zunéchst zeigen wir ein Lemma {iber die Kontraktion
von Rang-4-Matroiden allgemein:

3.17 Lemma:

Es sei H sei ein Matroid von Rang 4. Sei e eine Ebene von H und E = H |e die Restriktion
von H auf e. Sei p ein Punkt aus H \ e und E, = H/p die Kontraktion von H durch den
Punkt p, ein Rang-3-Matroid. Dann ist £ eine Restriktion von E,,.

Beweis. Da E, die Grundmenge H \ {p} hat, liegen alle Punkte aus £ auch in E,. Sei
X C e, dann gilt 7y (X U {p}) = rg(X) + 1, da p nicht in clg(X) C e liegt. Dann gilt
nach Lemma 2.53f rg,(X) = rg(X U {p}) —ra(p) = ra(X). Damit ist alles gezeigt. [

Nun folgt ein spezielleres Lemma fiir hypermodulare Matroide:

3.18 Lemma:

Es gelten die selben Voraussetzungen wie in Lemma([3.17] Zudem sei H ein hypermodulares
Matroid. Dann ist die Restriktion einer Linie aus F, in E auch schon eine Linie. Jeder
Punkt aus F ist in F in genauso vielen Linien enthalten, wie in E),.

Beweis. Sei l; eine Linie in E,, dann ist 2 = rg, (I;) = rg(liUp) —ra(p) = ra(liUp) — 1,
also ist cly(l; U p) eine Ebene in H, die sich mit der Ebene e in einer Linie /5 schneidet.
Dann gilt auch, da p ¢ e, dass clg,(l2) = clg(lo Up) \p = clg(liUp) \ p = clg, () = 1,
das heisst dass [, in [y liegt, was zu zeigen war. Die anderen Aussagen folgen direkt. [

Wir folgern hier noch eine bekannte Aussage fiir projektive Geometrien:
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3.19 Lemma:

Es gelten die selben Voraussetzungen wie in Lemma Zudem sei H eine projektive
Geometrie P(3, K). Dann gibt es zu jedem Punkt ¢ € E, einen Punkt ¢’ € E mit clg,(¢') =
clg,(q). Fiir jeden Punkt ¢ aus E, gibt es also schon einen Punkt aus £, der in E, zu ¢
parallel ist.

Beweis. Da P(3, K) ein modulares Matroid ist, schneidet sich jede Linie, die den Punkt
p enthélt, mit der Ebene e in einem Punkt. Der Rest folgt vollig analog zu dem Beweis
von Lemma [3.18] O

Es ergibt sich als Korollar:

3.20 Korollar:
Alle Punktkontraktionen einer projektiven Geometrie P(3,K) sind desarguessche projek-
tive Ebenen.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass alle Ebenen von P(3, K) desar-
guessche projektive Ebenen sind. Da es zu jedem Punkt p in P(3, K) eine Ebene E gibt,
die p nicht enthilt, sind auch die Punktkontraktionen P(3, K')/p desarguessche projektive
Ebenen, da sie nach Lemma Erweiterungen der Ebenen E sind und nach Lemma
keine neuen Punkte haben (abgesehen von parallelen Punkten). O

4 Hauptfilter-Matroide

4.1 der allgemeine Fall

Wir definieren zunachst:

4.1 Definition:
Ein Hauptfilter-Matroid ist ein Matroid, in dem jeder modulare Filter (bis auf den leeren
modularen Filter) ein Hauptfilter ist.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Hauptfilter-Matroide genau die Matroide sind, in
denen kein Paar von Flachen zum Schnitt gebracht werden kann. Wir beginnen mit einer
kleinen Proposition:

4.2 Proposition:
Sei M ein Matroid. Seien X,Y Flachen aus M. Der von X und Y erzeugte modulare
Filter M sei ein Hauptfilter. Dann ist M der von X NY erzeugte modulare Filter.

Beweis. Sei M’ der von X NY erzeugte modulare Filter. Zundchst enthilt M’ die Flachen
X und Y, also auch den von X und Y erzeugten modularen Filter M. Es gilt M C M’.
M sei nach Voraussetzung ein Hauptfilter. Das heisst, es gibt ein Element X’ € M, fiir
das X/ € X und X’ C Y gilt. Also gilt auch X’ C X NY, also liegt X NY auch in
M. Der von X NY erzeugte modulare Filter M’ ist also auch in M enthalten. Es gilt:
M’ C M. Die beiden modularen Filter sind identisch. O
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Wir formulieren nun die wichtigste Aussage dieses Abschnitts:

4.3 Lemma:
Sei M ein Matroid. Folgende zwei Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist ein Hauptfilter-Matroid.
(2) Kein Paar von Flachen in M kann zum Schnitt gebracht werden.

Beweis. (1) = (2): Es sei M’ eine beliebige Punkterweiterung M. Wenn (1) gilt, ist
M’ die Punkterweiterung einer Flidche von M in allgemeiner Lage oder die Erweiterung
von M mit einem Coloop. Nach Korollar und Korollar wird dann in M’ kein
Flachenpaar aus M zum Schnitt gebracht. Es gilt (2).

(2) = (1): Sei M ein beliebiger modularer Filter von Flachen aus M, der kein Hauptfilter
ist. Sei X eine Flache minimalen Ranges aus M. So eine Flache lasst sich aufgrund der
Endlichkeit der Rangfunktion von M immer finden. Keine echte Teilmenge von X liegt

in M.
Sei M; der von X erzeugte Hauptfilter in M. Er ist in M enthalten. Wir betrachten nun
die Menge My = M\ M. Sie ist nach Voraussetzung nicht leer. Aus dieser Menge wéihlen

wir wieder ein Y, welches minimalen Rang in M, hat. Es gilt, dass X ¢ Y . Daraus folgt,
dass X NY eine echte Teilmenge von X sein muss und deshalb nicht in M liegt.

M enthélt also X und Y jedoch nicht X N'Y, das heisst, dass das Paar (X,Y’) nach
Lemma [2.61] zum Schnitt gebracht werden kann. O
Daraus folgt wegen Korollar [2.65] sofort ein Lemma:

4.4 Lemma:
Jedes modulare Matroid ist ein Hauptfilter-Matroid.

Fiir Matroide von Rang < 4 gilt auch die Umkehrung, wie man sofort sieht:

4.5 Lemma:
Jedes Hauptfilter-Matroid von Rang < 4 ist modular.

Ob und wann die Umkehrung dieses Lemmas fiir hohere Rénge gilt, ist eine Frage, mit
der wir uns in dieser Arbeit noch ausgiebig beschéaftigen werden. Ausserdem gilt noch
folgendes Lemma:

4.6 Lemma:
Sei M ein Hauptfilter-Matroid. Dann ist M auch ein hypermodulares Matroid.

Beweis. Angenommen, es gibe ein Hyperebenenpaar (hq, hy) aus M, welches sich nicht in
einer Hypergeraden schneidet. Dann wére (hq, h) ein nicht-modulares Paar von Flachen
und der von hy; und hs erzeugte modulare Filter enthielte ausser diesen beiden Flachen
nur noch die Grundmenge des Matroids, wére also kein Hauptfilter. O

Fiir die Intersection-Properties bei Hauptfilter-Matroiden gilt:
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4.7 Lemma:
Sei M ein Hauptfilter-Matroid. Wenn eine der Intersection-Properties in M gilt, dann
gelten alle Intersection-Properties und M ist modular.

Beweis. Angenommen M sei modular, dann gelten alle Intersection-Properties trivia-
lerweise. Angenommen M sei nicht modular, dann gibt es nach Lemma in M ein
disjunktes Geraden-Hyperebenenpaar. Wegen Lemma kann dieses Paar nicht zum
Schnitt gebracht werden, also gilt die I P; nicht, also auch keine der anderen Intersection
Properties. [

Wie sich die Bundle-Condition an dieser Stelle verhélt ist eine offene Frage.

4.2 Kontraktionen von Hauptfilter-Matroiden

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass die Kontraktion eines Hauptfilter-Matroids wieder
ein Hauptfilter-Matroid ist. Zundchst brauchen wir einige Vorbereitungen.

4.8 Proposition:
Sei M ein Matroid und A eine Menge von Flachen aus M, die alle eine Flache A enthalten.
Dann enthalten alle Elemente des von A erzeugten modularen Filters die Flache A.

Beweis. Obermengen von Mengen sowie Schnittmengen zweier Mengen, die die Fliache A
enthalten, enthalten auch die Flache A. O

4.9 Proposition:

Sei M ein Matroid und M /A die Kontraktion von M durch eine Fliche A aus M. Es sei
AC X C E(M). Dann ist X \ A eine Flache in der Kontraktion M/A genau dann, wenn
X eine Flache in M ist.

Beweis. Wenn X eine Fliche in M ist, die A enthélt, dann ist clyr4(X\A) = cly (X \A)U
AN\A =cly(X)\A = X\A. Also ist X \ A auch eine Fliache in M/A. Wenn umgekehrt X
eine Fliche in M /A ist, so gilt XUA = clpr/a(X)UA = (clpy(XUA)\A)UA = clpy (XUA),
daraus folgt, dass X U A dann auch eine Flache in M sein muss. m

4.10 Proposition:

Sei M ein Matroid und M /A die Kontraktion von M durch eine Flidche A aus M. Es
seien (X,Y) ein Paar von Mengen aus M, die beide die Fliche A enthalten, dann sind
die modularen Defekte von (X,Y) in M und von (X \ A, Y \ A) in M/A gleich.

Beweis. Es gilt nach Lemma [2.53] dass ry/4(X \ A) = ra(X) — 7 (A) und analog fiir
Y, XUY und X NY. Daraus folgt:

(X, Y)=ry(X)+ry(Y) —ry(XUY)—ry(XNY) =

ra/a(X\A) +ru(A) + raga(Y \ A) + 7y (A)—

ru/a(XUY)\A) —ry(A) —raja((XNY)\A) —ry(A) =

ra/a(X \NA) +raa(Y\NA) = raa(XUY)\A) = raa((XNY)\A) =
Iu/a(X VA Y\ A). O
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Hieraus folgt:

4.11 Lemma:

Sei M ein Matroid und M /A die Kontraktion von M mit einer Fléche A aus M. Es sei M,
ein modularer Filter, der nur Flachen enthélt, die A enthalten bzw. M sei ein modularer
Filter von Fléchen in M/A.

Dann sind M} = {X \ A|X € M;} bzaw. M}, = {X U A|X € My} modulare Filter in
M/A bzw. M.

Beweis. Es sei X € My, also X \ A € M| und es sei Y O X \ A eine weitere Flidche
aus M/A. Dann ist Y U A nach Proposition eine Flache in M und es gilt Y UA D
(X\A)UA = X. Also liegt Y U A auch in M; und somit Y = (Y U A) \ A in M/, was

ZU zeigen war.

Es seien nun (X,Y") ein Paar von Fléchen in M; und (X \ A,Y \ A) ein modulares Paar
von Flichen in M. Dann ist nach Proposition [4.10] (X,Y) auch ein modulares Paar von
Flachen in My, also liegt X N'Y auch in M;. Daraus folgt, dass auch (X NY)\ A =
(X\A) N (Y \A) in M| liegt, insgesamt folgt, dass M/ ein modularer Filter ist. Der
zweite Fall folgt komplett analog. m

Und es folgt unser Endergebnis:

4.12 Satz:
Es sei M ein Hauptfilter-Matroid, dann ist jede Kontraktion von M auch ein Hauptfilter-
Matroid.

Beweis. Man betrachte einen nicht-leeren modularen Filter M in einer Kontraktion M /A.
Dann ist M’ = {X U A|X € M} nach Lemma ein modularer Filter in M und ein
Hauptfilter. Er wird also von einem Element X’ erzeugt, welches A enthélt. Das Element
X'\ A liegt in M.

Es sei nun Y ein beliebiges Element aus M. Dann liegt Y U A in M’ und ist Obermenge
von X'. Dann gilt aber auch Y = (YU A) \ A D X'\ A. Alle Fléchen in M sind also
Obermengen von X'\ A € M, das bedeutet, dass M ein Hauptfilter ist. H

4.3 Hauptfilter-Matroide von Rang 4

Im speziellen Fall von Rang 4 ldsst sich {iber Hauptfilter-Matroide schon einiges mehr
sagen: Aus der Tatsache, dass solche Matroide immer hypermodular sind, folgt direkt
folgender wichtiger Satz:

4.13 Satz:

Sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid. Seien [y, [y zwei disjunkt coplanare Linien aus M.
Denn enthélt M zwei weitere nicht-coplanare Linien I3, 1y, so dass [;,; fiir alle ¢ € {1,2}
und j € {3,4} coplanar sind und keine von ihnen in einer Ebene liegen, d.h., es enthélt
das Vamos-Matroid, in dem [/; und [, als Restriktion enthalten ist.
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Beweis. Nach Lemmald.6)ist M ein hypermodulares Rang-4-Matroid und die Behauptung
folgt aus Satz (iii), da 3 und Iy nach Lemma {4.3[ nicht zum Schnitt gebracht werden
kénnen. [

Und sofort ergibt sich noch folgendes Korollar:

4.14 Korollar:
Sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid. Wenn in M die Bundle-Condition gilt, dann ist
M ein modulares Matroid.

Beweis. M ist nach Lemma [4.6]ein hypermodulares Rang-4-Matroid. Angenommen M ist
nicht modular. Dann enthélt M nach Korollar zwei disjunkt coplanare Linien, nach
Satz enthdlt dann M das Vamos-Matroid als Restriktion, die Bundle-Condition ist
also verletzt. Dieses Korollar hétte man auch direkt aus Lemma und aus der Aqui-
valenz der Giiltigkeit der Bundle-Condition und aller Intersection-Properties bei Rang-4-
Matroiden folgern kénnen. m

5 Lokale Projektivitat

Die Eigenschaft der lokalen Projektivitit eines Rang-4-Matroids (dass alle Punktkontrak-
tionen projektive Ebenen ergeben) wurde in der Literatur viel beachtet und analysiert.
Die lokale Projektivitéat spielt auch in der Theorie der Mobiusebenen eine grosse Rolle. In
diesem Abschnitt zeigen wir, dass hypermodulare Matroide bis auf einige Ausnahmen lo-
kal projektiv sind, ein Beweis fiir diese Tatsache in einem allgemeineren Fall findet sich in
[5], allerdings mit etwas anderen Begrifflichkeiten, wir zeigen die Aussage hier fiir unseren
speziellen Fall noch einmal mit einer anderen Argumentation.

5.1 lokale Projektivitat und hypermodulare Matroide

Wir beginnen mit folgender Definition, welche in der Literatur z.B. in [16] benutzt wurde:

5.1 Definition:
Ein Matroid M von Rang 4 heisst lokal projektiv, wenn jede Punktkontraktion des
Matroids eine projektive Ebene ist.

Dazu zeigen wir zuerst ein wichtiges Lemma:

5.2 Lemma:
In einem lokal projektiven Rang-4-Matroid M schneidet sich kein Ebenenpaar nur in
einem Punkt.

Beweis. Angenommen, es géibe ein solches Ebenenpaar, welches sich in nur einem Punkt
p schneidet, dann betrachte man das Intervall [p,1] des Matroids. Hier gibe es dann
disjunkte Linien. Es wére also keine projektive Ebene. O]
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Wir werden uns im folgenden mit der Frage beschiftigen, ob hypermodulare Rang-4-
Matroide lokal projektiv sind. Dies stimmt nicht immer, man betrachte z.B. die direkte
Summe eines modularen Rang-3-Matroids mit einem Punkt, sowie die direkte Summe
zweier Linien (einen Tetraeder). Dies sind offensichtich hypermodulare Rang-4-Matroide,
da sie auch modulare Matroide sind, bei denen nicht alle Punktkontraktionen projektive
Ebenen sind. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass dies die einzigen Ausnahmen sind.
Zur Vorbereitung brauchen wir einige Propositionen und Lemmata.

5.3 Proposition:
Eine Linie in einem Matroid von Rang 4 ist Schnittlinie von mindestens zwei Ebenen.

Beweis. Sei [y die Linie und p; ein weiterer Punkt des Matroides, der nicht auf [; liegt
und den es gibt, da das Matroid von Rang 4 ist. [; V p; ist eine Ebene. Sei py ein weiterer
Punkt des Matroides, der nicht auf [, V p; liegt. Auch einen solchen Punkt muss es geben,
da das Matroid von Rang 4 ist. Dann schneiden sich die beiden Ebenen [y V p, und [y V py
in der Linie ;. O

5.4 Lemma:

Sei e eine Ebene eines Matroids M, die ein Viereck besitzt, und sei [ eine Linie aus e.
Dann gibt es zwei Punkte auf [, die mit zwei anderen Punkten aus e ein Viereck bilden.
Wenn [ nur zwei Punkte hat, dann gibt es in e eine weitere Linie, die [ nicht schneidet.

Beweis. Da e eine Ebene ist, gibt es noch einen weiteren Punkt p auf e, der nicht auf
[ liegt. Man nehme zwei beliebige Punkte p; und p, auf I. Es sei l; = cly(p1,p), sowie
lo = clpr(p2, p). Entweder es gibt einen weiteren Punkt ¢ in e, der auf nicht auf einer der
Linien [, 1, oder [, liegt, dann bilden pq, ps, p und ¢ das gewiinschte Viereck. Oder aber
alle anderen Punkte von e liegen auf den Linien [,l; oder /3. Dann miissen mindestens
zwei dieser drei Linien mindestens drei Punkte enthalten. Ansonsten hétte e ndmlich kein
Viereck.

Fall 1: [; enthélt noch zusétzlich den Punkt p’ und I den Punkt p”. Dann bilden die
Punkte pq, p2, p’ und p” das gewiinschte Viereck.

Fall 2: [, enthélt noch zuséitzlich den Punkt p’ und [ den Punkt p”. Dann bilden die
Punkte po, p', p, p” das gewiinschte Viereck. Der Fall, dass [ und [y mindestens drei Punkte
enthalten, lauft analog.

Die letzte Aussage des Lemmas folgt direkt. m

5.5 Lemma:
Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, welches keine Ebenen hat, in denen es ein
Viereck gibt. Dann ist H modular und die Summe zweier Linien.

Beweis. Wenn es in H keine Ebenen gibt, in der es ein Viereck gibt, dann bedeutet das,
dass sich in H alle coplanaren Linien schneiden. Dann gibt es nach Proposition in
H auch keine disjunkten Geraden-Ebenenpaare, H ist also ein modulares Matroid. Nach
Satz [2.50] muss es die Summe zweier Linien sein. ]



5 LOKALE PROJEKTIVITAT 45

5.6 Lemma:

Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, welches nur eine Ebene e; hat, in der es ein
Viereck gibt. Dann ist H die Summe dieser Ebene e; mit einem Punkt. Ausserdem ist H
modular.

Beweis. Angenommen es gibe zwei Punkte p und ¢ in H ausserhalb von e;. Dann wéhle
man eine Linie [; aus ey so dass es =11 V ¢ # [1 V p = ez ist, eine solche Linie findet man
immer, weil e; ein Viereck hat. Es seien p; und p, zwei Punkte aus der Linie ;. Es gibt
wegen Lemma [5.4] eine Linie 5 aus ey, mit zwei Punkten p3 und py4, so dass pi, p2, p3 und
p4 ein Viereck bilden. Wir betrachten folgende Situation:

Fall 1: Die Linie /; hat nur zwei Punkte.

Die Linie Iy spannt mit dem Punkt p eine Ebene e4 auf, die sich mit e3 in dem Punkt
p schneidet. Sie muss sich aber auch mit ez in einer Linie [ schneiden. Die Linie [ muss
noch mindestens einen zweiten Punkt p’ haben. Dieser Punkt p’ kann aber auch nicht auf
einer der Linien cly(py,p) oder cly(ps, p) liegen. Er kann auch nicht auf [; liegen, da Iy
nur zwei Punkte hat. Die Punkte p1, ps, p und p’ bilden ein Viereck auf e;.

Fall 2: Die Linie /; hat mindestens noch einen dritten Punkt pj,.

Man betrachte die Ebenen eq = cly(q, p1,ps) und e5 = cly(q, p1, ps). Beide Ebenen sind
verschieden und schneiden die Ebene es in dem Punkt p; also miissen sie diese auch
in jeweils einer Linie schneiden. Diese beiden Linien miissen aber verschieden sein und
kénnen zudem nicht die Linie [; sein. Es gehen also in e3 ausser der Linie /; noch zwei
andere Linien durch den Punkt p;. Man nehme die Punkte p;, p> und p}, von {4 und von
den anderen beiden Linien jeweils noch einen Punkt, der verschieden von p; ist. In diesen
fiinf Punkten ist immer ein Viereck enthalten.

Es gibt also eine weitere Ebene mit einem Viereck, was nicht sein darf. Insgesamt ergibt
sich in jedem Fall, dass H die direkte Summe der Ebene e; mit einem Punkt p sein muss.

Angenommen die Restriktion von H auf e; wére kein modulares Matroid, dann gébe es
zwei disjunkt coplanare Linien /; und /5 in e;. Die Ebenen [; V p und [, V p wiirden sich
dann aber nur in dem Punkt p schneiden, was nicht sein darf. Also ist H|e; und damit
auch H ein modulares Matroid. O
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5.7 Lemma:

Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, welches eine Ebene e; hat, in der es ein Viereck
gibt. H sei nicht die Summe dieser Ebene e; mit einem Punkt. Dann existiert in jeder
Ebene aus H ein Viereck.

Beweis. Man betrachte eine beliebige Ebene ey verschieden von e;. Die beiden Ebenen
schneiden sich in einer Linie l5. Da H nicht die Summe von e; mit einem Punkt ist, gibt
es zwei Punkte p und ¢ ausserhalb von e;. Entweder einer dieser beiden Punkte liegt nicht
auf der Ebene ey, dann ist die selbe Konstellation wie im Beweis von Lemma [5.6] gegeben,
und e; enthélt ein Viereck, was zu zeigen war.

Bleibt noch der Fall, dass beide Punkte p und ¢ auf e, liegen. Angenommen die Linie [,
hat mindestens drei Punkte, dann ist in drei Punkten aus /; und den Punkten p und ¢
immer ein Viereck enthalten. Angenommen /5 hat nur zwei Punkte. Dann gibt es nach
Lemma eine weitere Linie [3 auf der Ebene e, die I (und damit auch die Ebene e3)
nicht schneidet. Die Ebenen I3 V p und e, schneiden sich in einer Linie [’, die die Linie
ls nach Proposition auch nicht schneiden darf. In den Punkten der Linie " und der
Linie [ ist ein Viereck enthalten. O

Wir zeigen noch ein kurzes Korollar:

5.8 Korollar:
Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, welches zwei Ebenen besitzt, die ein Viereck
enthalten. Dann existiert in jeder Ebene von H ein Viereck.

Beweis. Man nehme eine Ebene e in H, die ein Viereck besitzt. Dann kann H aber auch
nicht die Summe von e mit einem Punkt sein, da es dann keine weitere Ebene mit einem
Viereck gédbe, nach Lemma ist damit alles gezeigt. O

5.9 Lemma:

Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, in dem in jeder Ebene ein Viereck existiert.
Seien p und q zwei beliebige Punkte aus H. Dann gibt es eine Ebene in H, die diese beiden
Punkte nicht enthélt.

Beweis. Man betrachte die Linie [ = pV q. Sie ist nach Proposition [5.3| Schnittlinie zweier
Ebenen e; und ey in H.

Angenommen | habe drei Punkte, also noch einen weiteren Punkt ¢’. In e; gibt es noch
einen weiteren Punkt p’, der nicht auf [ liegt. Dann ist die Linie I’ = p’ V ¢’ Schnittlinie
zweier Ebenen, das heisst es gibt noch eine weitere Ebene e, die e; in der Linie I’ schneidet.
Diese Ebene enthélt p und ¢ nicht.

Angenommen [ habe nur die zwei Punkte p und ¢g. Da e; nach Voraussetzung ein Viereck
hat, gibt es nach Lemma eine zu [ coplanare Linie I in e, die p und ¢ nicht enthélt.
Diese Linie ist nach Proposition [5.3] Schnittlinie zweier Ebenen, das heisst es gibt noch eine
weitere Ebene es, die e; in der Linie !’ schneidet. Diese Ebene enthalt p und ¢ nicht. [

Nun kommen wir zum wichtigsten Satz dieses Abschnitts:
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5.10 Satz:

Sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid, in dem in jeder Ebene ein Viereck existiert.
Dann ist H lokal projektiv und alle Kontraktionen von H mit einem Punkt ergeben eine
unendliche projektive Ebene, wenn H eine unendliche Grundmenge hat, oder im endlichen
Fall eine endliche projektive Ebene der gleichen Ordnung q.

Beweis. Man nehme zwei verschiedene Kontraktionen von H durch zwei verschiedene
Punkte p und ¢. Die beiden Kontraktionen sind nach Lemma modulare Rang-3-
Matroide. Sie sind unendlich bzw. endlich entsprechend der Grundmenge von H.

Da in jeder Ebene von H ein Viereck existiert, besitzt H nach Lemma [5.9| eine Ebene e,
die p und ¢ nicht enthalt. Nach Lemma ist die Ebene e in den beiden Kontraktionen
H/p und H/q enthalten. Da e ein Viereck enthilt, enthalten beide Kontraktionen auch
ein Viereck, sind also projektive Ebenen.

Es sei nun p’ ein Punkt aus der Ebene e, er ist auch in den beiden Kontraktionen enthalten.
Nach Lemma [3.1§ ist dieser Punkt p’ in beiden Punktkontraktionen in genauso vielen
Linien enthalten wie in e. Das bedeutet im endlichen Fall, dass beide Punktkontraktionen
projektive Ebenen der selben Ordnung sein miissen. O]

5.2 Liste aller bekannten hypermodularen Rang-4-Matroide

Wie bei den modularen Matroiden listen wir nun die uns bekannten hypermodularen
Rang-4-Matroide auf:

5.11 Satz:
Es sei H ein hypermodulares Rang-4-Matroid.

(i) Angenommen keine Ebene in H besitzt ein Viereck, dann ist H modular und die
Summe zweier Linien mit einem Punkt.

(ii) Angenommen genau eine Ebene in H besitzt ein Viereck, dann ist H modular und
die Summe einer projektiven Ebene mit einem Punkt.

(iii) Angenommen mindestens zwei Ebenen in H besitzen ein Viereck, dann ist H lokal
projektiv.

Beweis. (i) ergibt sich aus Lemma [5.5]
(ii) ergibt sich aus Lemma [5.6]
(iii) ergibt sich aus Korollar [5.8 und Satz [5.10} O

Fiir die lokal projektiven hypermodularen Rang-4-Matroide gilt:

5.12 Satz:
Folgende endliche lokal projektive hypermodulare Rang-4-Matroide sind bekannt:

- die projektiven Geometrien PG(3, q),
- Matroide welche sich durch Loschen von Punkten aus einer projektiven Geometrie erge-
ben, ohne dass dabei eine Linie geloscht wird.
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Dass es im Fall unendlicher Grundmengen noch weitere lokal-projektive hypermodulare
Rang-4-Matroide gibt, zeigen wir im néchsten Abschnitt.

Wir beweisen noch eine Art Umkehrung von Satz [5.10}

5.13 Lemma:
Ein lokal projektives hypermodulares Rang-4-Matroid besitzt in jeder Ebene ein Viereck.

Beweis. Angenommen, ein hypermodulares Rang-4-Matroid H hétte nur eine Ebene mit
Viereck oder iiberhaupt keine, dann wire es ein Matroid aus Satz [p.11] (i) bzw. (ii). Solche
Matroide sind aber nicht lokal projektiv, also hat H zwei Ebenen mit Viereck und aus
Korollar folgt, dass jede Ebene von H ein Viereck besitzt. [

Es ergibt sich folgende

5.14 Definition:

Ein hypermodulares Rang-4-Matroid der Ordnung q ist ein endliches lokal projek-
tives hypermodulares Matroid von Rang 4, bei dem alle Punktkontraktionen projektive
Ebenen der Ordnung ¢ ergeben.

5.3 der Witt-Raum

Nicht alle lokal projektiven Matroide sind hypermodulare Matroide. Wir skizzieren hier
das beriihmteste Gegenbeispiel.

Der Witt-Raum Wj, ist ein endliches Rang-4-Matroid, dessen Konstruktion auf Erwin
Witt und Robert D. Carmichael zuriickgeht. Er hingt mit speziellen, von Emile Léonard
Mathieu 1861 entdeckten Permutationsgruppen zusammen (der Mathieugruppe Mas, siehe
[24] oder auch [25]).

Er wird durch spezielle Erweiterungen der projektiven Ebene P(2,4) konstruiert, (siehe
Kantor in [12], Abschnitt 4) oder als Subsystem des (in dieser Arbeit nicht definierten)
Steiner Systems S(5, 8,24) (siche Welsh, in [22], 12.6., dort wird der Raum Dsy genannt).
Wichtig ist fiir uns nur, dass alle Punktkontraktionen von Wa, die projektive Ebene P(2,4)
ergeben. Der Witt-Raum ist also lokal-projektiv.

Kantor beweist in [I1], Example 1, dass Wy, sich nicht in ein modulares Matroid einbetten
lasst. Aus der Konstruktion des Witt-Raums sieht man ausserdem, dass er disjunkte
Hyperebenen haben muss, er ist also kein hypermodulares Matroid.

6 Einbettungssatze

Die folgenden Einbettungssédtze sind mit den vorherigen Resultaten relativ einfach zu
beweisen, jedoch sind sie nicht alle in der Literatur bekannt oder bewiesen.
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6.1 Einbettungen von hypermodularen Matroiden

Diesen Satz werden wir im Folgenden den ersten Einbettungssatz nennen:

6.1 Satz:

Sei M ein hypermodulares Rang-4-Matroid mit hochstens abzéhlbar unendlicher Grund-
menge. Dann ldsst sich M in ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid M’ einbetten, wobei die
Restriktion einer Linie aus M’ auf M eine Linie bleibt. Es gilt:

(i) M’ ist endlich genau dann wenn M endlich ist.

(ii) Es gilt: M/p = M'/p fir alle p € M.

(iii) M’ ist genau dann lokal projektiv, wenn M lokal projektiv ist.

(iv) Wenn M ein hypermodulares Matroid der Ordnung ¢ ist, so ist auch M’ ein hyper-
modulares Matroid der Ordnung q.

(v) Wenn in M zusétzlich die Bundle-Condition erfiillt ist, dann ist M’ modular.

Beweis. Da die Grundmenge E(M) von M hochstens abzéhlbar unendlich ist, ist auch
die Menge aller Punktepaare aus M, somit aller Linien aus M, somit aller Paare disjunkt
coplanarer Linien aus M hochstens abzdhlbar unendlich. Es gibt also eine Bijektion 1) :
P — N bzw. P — N" wobei P die Menge aller Paare disjunkt coplanarer Linien in M
ist.

Man definiere induktiv eine Kette von Erweiterungen M = My C M; C M, C ... wie
folgt: Es sei My = M, angenommen es sei M;_; fiir ein i € N bzw. i € N bereits definiert.
Es seien [;; und l;» die beiden disjunkt coplanaren Linien des Linienpaars ¢~1(i) in M.
Wenn [;; und l;5 in dem Matroid M;_; nicht zum Schnitt gebracht werden kénnen, so sei
M; = M;_. Ansonsten sei M; die Punkterweiterung von M, , die dem von l;; und I;,
erzeugten modularen Filter in M;_; entspricht. In diesem Fall schneiden sich die beiden
Linien /;; und l;5 in M; in einem Punkt.

M = M, ist ein hypermodulares Rang-4-Matroid. Angenommen dies gelte auch fiir alle
M; mit j < ¢ und j,% € N bzw. N”. Man betrachte eine Linie [ in M;. Angenommen
es gelte M;_; = M;, dann enthélt M;_; auch schon die Linie [. Ansonsten ist M; eine
Punkterweiterung von M; 1, in der zwei disjunkt coplanare Linien aus M;_; zum Schnitt
gebracht werden. Nach Satz (ii) ist dann die Restriktion der Linie [ auf M; ; auch
eine Linie. Das selbe gilt dann auch fiir Ebenen und M; ist dann auch ein hypermodulares
Rang-4-Matroid. Induktiv folgt zudem, dass die Restriktion einer Linie aus M; auf M
auch eine Linie ist.

Man bilde nun nach Lemma das Matroid M*, die Vereinigung der Erweiterungskette
My C My € M, C ... Es hat auch Rang 4.

Sei [ eine Linie aus M*. Es gibt ein Matroid M;, in der die Restriktion von [ auf M, auch
schon eine Linie ist, damit ist die Restriktion von [ auf M auch eine Linie. Dasselbe gilt
fiir Ebenen. M* ist also auch ein hypermodulares Rang-4-Matroid.

Sei M* ein nicht-leerer modularer Filter in M™*, der kein Hauptfilter ist. Nach Lemma
[3.16] enthélt er zwei disjunkt coplanare Linien [; und lo. Die Restriktionen dieser beiden
Linien auf M sind auch disjunkt coplanare Linien. Das Paar (I1, [3) liegt also in der Menge
P aller disjunkt coplanaren Linienpaare aus M.
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Wir bilden i = 9((l1,12)) und betrachten das Matroid M;_;. Die Linien /; und [y kénnen
in M;_; nicht zum Schnitt gebracht werden, sonst wéiren sie in M; und damit auch in M*
nicht mehr disjunkt coplanar. Der von [; und [y erzeugte modulare Filter in M; ; muss
also nach Lemma schon [; N1y = () enthalten, nach Lemma enthilt der von [y
und /s in M* erzeugte modulare Filter M?ll’lz} dann auch () und da immer M?ll,b} C M~
ist, enthdlt M* auch 0, ist also ein Hauptfilter, was nicht sein darf.

Das bedeutet insgesamt, dass in M* jeder nicht-leere modulare Filter ein Hauptfilter ist.

(i) Wenn M endlich ist, sieht man sofort, dass die oben konstruierte Erweiterungskette
abbricht und somit das Matroid M* auch endlich ist.

(ii) - (iv) ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass in M’ keine neuen Linien und Ebenen
hinzukommen.

(v): Angenommen in M gilt die Bundle-Condition. Da in M* keine neuen Linien und
Ebenen hinzukommen, gilt in M* auch die Bundle-Condition, nach Korollar ist M*
dann ein modulares Matroid. Damit ist alles gezeigt. O]

1980 zeigte Jeff Kahn in [I0], Theorem 4, ein sehr wichtiges Ergebnis, welches den Satz
(v) etwas verallgemeinert, unser Beweis des Spezialfalles oben fillt aber um einiges
kiirzer aus. Wir zitieren das Resultat von Kahn hier ohne Beweis. Es gibt Matroide, bei
denen die Bundle-Condition erfiillt ist, die sich jedoch nicht zu einer endlichen projektiven
Geometrie erweitern lassen, alle nicht-représentierbaren Rang-3-Matroide sind solche. Fiir
lokal projektive Rang-4-Matroide gilt jedoch:

6.2 Satz:

Sei H ein lokal-projektives Rang-4-Matroid, bei dem die Bundle-Condition erfiillt ist.
Dann lésst sich H zu einer projektiven Geometrie PG(3, K) erweitern. Wenn H endlich
ist und seine Punktkontraktionen projektive Ebenen der Ordnung ¢ sind, so ist dies die
projektive Geometrie PG(3, q).

Die Beweis dieses Satzes ist sehr aufschlussreich. Die wechselseitig coplanaren Linien, die
sich in H nicht schneiden werden zu Biindeln zusammengefasst und es wird ein neu-
er Raum, ein sogenannter Bilindelraum konstruiert, dessen Punkte diesen Linienbiindeln
entsprechen. Die Idee des Biindelraums geht schon auf Moritz Pasch (1843-1930) zurtick,
Alexander Kreuzer gibt in [I3] einen umfassenden Uberblick iiber die Theorie der Biindel-
raume, laut Kreuzer sind sie iiberhaupt die einzige bekannte Mdoglichkeit, Einbettungen
von endlichen lokal projektiven Rang-4-Matroiden in die projektive Geometrie PG(3, q)
zu konstruieren.

Im Beweis unseres ersten Einbettungssatzes[6.1] werden indirekt (im Beweis von Satz
auch solche Linienbiindel verwendet. Der Satz von Jeff Kahn und die Arbeit, in der er
bewiesen wurde, wurde viel zitiert, weil der Satz auch einigen fundamentalen Aussagen
iiber M&biusebenen zugrunde liegt, worauf wir hier nicht weiter eingehen koénnen.
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6.2 strenge Einbettbarkeit von hypermodularen Rang-4-Matroiden

Dieser Abschnitt ist etwas technisch, wir stellen hier den Begriff der ’strengen Einbettbar-
keit” vor, den William Kantor in seiner Arbeit [12] verwendet, die im néchsten Abschnitt
fiir uns wichtig werden wird. Wir stellen den Zusammenhang dieses Begriffs zu unserer
Theorie her. Wir beginnen mit einer einfachen

6.3 Proposition:

Seien M; und M, Matroide mit den Grundmengen E(M;) bzw. E(M;) und den Rang-
funktionen 7y, bzw. r,. Es sei My isomorph zu M; und M sei eine Erweiterung von
My, also My = M, C M. Dann gibt es eine Erweiterung M, von M,, mit Mj = Mj.

Beweis. Es sei o der Isomorphismus von E(M;) nach E(M;) und fir X C E(Ms) sei
o(X) = {o(z)|lxr € X}. Wir betrachten eine Menge E, mit |Ey| = E(M]) \ E(M)
und Ey N E(M]) = Ey N E(M;) = (). Es sei oy eine bijektive Abbildung von Fj nach
E(M)\ E(M). Es sei E(M}) = E(M) U E,y. Wir erweitern nun o zu

o(z), wenn x € E(M,)

o' B(My) = B(My), o'(z) = {am, wemn 7 € B(Mj) \ E(My) =

o’ ist eine bijektive Abbildung von E(M}) nach E(M]). Wir definieren die Funktion
g+ 2P — Ny, ragg (X) = 7y (0 (X)), wobei o (X) = {o'(z)|z € X}.

Es lésst sich leicht nachpriifen, dass fiir die Funktion 7y, die Rangaxiome (R1) - (R3)
(aus Satz gelten. Es sei M, das Matroid (aus Satz , welches ), als Rangfunktion
besitzt. M) ist ein zu M| isomorphes Matroid (mit dem Isomorphismus ¢’). Ausserdem
gilt fiir alle X C E(Ms), dass

rag(X) = 7o (0'(X)) = ragg (0(X)) = ran (0(X)) = ran (X).

M ist also eine Erweiterung des Matroids M, was zu zeigen war. O]

Das néchste Lemma zeigt, wie Isometrien mit Erweiterungen von Matroiden zusammen-
héngen.

6.4 Lemma:

Seien M; und M, einfache Matroide und Gy = £(M;) und Gy = L(Ms) ihre zugehdrigen
Flachenverbénde. Es gilt: Wenn es eine Isometrie von GG; nach G5 gibt, so hat M; eine
Erweiterung, die isomorph zu M, ist.

Beweis. Es sei 6 eine Isometrie von GG; nach Go, dann sei ¢ die injektive Abbildung der
Punkte aus E(M;) nach E(M,), die von 6 induziert wird. Fiir ' C E(M;) definieren wir

0'(F) = {0'(p)|p sei ein Punkt in F'}. Wegen Satz Korollar Proposition [2.16]
und weil 6 die Dimensionen erhilt, gilt fiir alle endlichen Mengen F' C E(M,):

(2.17) (12.18)

ra, (e (F)) = 16,(\] #) = r6,(0(\/ )

zeF zeF

TNE(FU

zeF z€0! (F)
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Sei nun F eine beliebige Menge aus E(M;). Wegen Gleichung (1)), dem Rangaxiom (Rla)
aus Satz [2.2] und der Injektivitit von @ gibt es zwei endliche Mengen F’/, F” C F mit

ran (F) 2 ra (F) Qo (0(F)) < ran (0(F)) 2 1y, (0 (F")) B g, (F7) < 1, (F).

Daraus folgt, dass 7y, (F') = 7, (0'(F)) ist. Das bedeutet, dass die Restriktion von M,
auf die Menge ¢'(E(M,)) isomorph zu M ist. Das bedeutet aber nach Proposition [6.3]
dass M; eine Erweiterung hat, die isomorph zu M, ist. ]

Es folgt Kantors Definition der strengen Einbettbarkeit (siehe [I2], Definition 2).

6.5 Definition:
Es sei G ein geometrischer Verband und M ein modularer geometrischer Verband. G ist
streng einbettbar in M (iiber ), wenn es eine Isometrie §: G — M gibt, so dass fir

alle W € GY = {0(F)|F € G} C M gilt:

(SEl) dim G =dim M =n > 2

(SE2) Wenn dim W < n — 4 ist, dann ist jedes Element > W aus M von Dimemsion
< W + 2 der Schnitt (in M) von den Elementen aus G, die W enthalten.

(SE3) Wenn dim W = n — 3 ist, dann ist (G%)" entweder M" oder M" abziiglich einer
Linie und ihren Punkten. (Hierbei sei M" das Intervall [W, 1] in M.)

Dazu eine kleine Proposition:

6.6 Proposition:
Seien G und G’ zwei isomorphe geometrische Verbéande und M ein modularer geometri-
scher Verband. Wenn G in M streng einbettbar ist, so auch G'.

Beweis. Sei o der Isomorphismus von G’ nach G, wenn G in M iiber die Isometrie 0
streng einbettbar ist, dann ist 8’ = 6 o o auch eine Isometrie von G’ nach M, und G’ ist
in M {iber # streng einbettbar, da G? = G¥'. ]

Wir iibertragen dies noch auf unsere Begriffe aus der Matroidtheorie:

6.7 Definition:
Es seien M und M’ Matroide und M’ sei modular. Dann ist M streng einbettbar in
M', wenn dies fiir die zugehorigen Fldchenverbiande £(M) und £(M') gilt.

Hierzu zeigen wir ein Lemma:

6.8 Lemma:

Es seien M und M’ Matroide und M’ sei modular. Wenn M streng einbettbar in M’
ist, dann ist M einbettbar in ein Matroid, welches zu M’ isomorph ist. M ist also in ein
modulares Matroid einbettbar. Jedes modulare Matroid ist in sich selbst streng einbettbar.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma [6.4] Die zweite Aussage ist sofort klar. O

Wir kommen nun zu unserem Hauptergebnis:
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6.9 Satz:
Sei M ein hypermodulares Rang-4-Matroid, welches sich zu einem modularen Matroid
erweitern ldsst. Dann ist M streng einbettbar in ein modulares Rang-4-Matroid M.

Beweis. Zunachst gilt in M die Bundle-Condition. Wir konstruieren mit unserem ersten
Einbettungssatz ein Matroid M’, welches eine Erweiterung von M vom selben Rang
ist und welches keine neuen Linien oder Ebenen besitzt. Dieses Matroid M’ ist nach
(v) modular. Wir betrachten die beiden Fléchen-Verbiande G = L(M) sowie G’ = L(M").
Da G C G’ ist, ist die Identitat @ eine Isometrie von G nach G'.

G und G’ haben beide Dimension 3. Es gilt also die Aussage (SE1) in Definition [6.5]
Aussage (SE2) ist nur fir W mit dimgW =3 —4 = —1, also W = 0¢ zu zeigen. Wir
betrachten also alle Punkte und Linien in G’. Alle Obermengen von Punkten in G’ (und
natiirlich auch von Linien), also Linien, Ebenen und das maximale Element 15/ , sind
aber aus G? = G. Damit ist die Aussage (SE2) gezeigt. Zur Aussage (SE3) sei nun W ein
Punkt aus GY = G, dann ist das Intervall G" gleich G’ da wegen Satz [6.1] (ii) solche
Punktkontraktionen gleich bleiben. Damit ist alles gezeigt. O

6.3 Einbettungen in hypermodulare Matroide

An dieser Stelle zeigen wir einen weiteren Einbettungssatz, den Martin Aigner in [2],
Satz (VII.1.17) ohne Beweis erwidhnt. Er gibt zu diesem Satz nur einen Beweishinweis
und bezieht sich auf einen Text eines Herrn oder einer Frau Sachs, der leider nicht mehr
auffindbar war. Dieser Satz verallgemeinert das Prinzip der freien Ebenenerweiterung und
wird uns spater Gegenbeispiele fiir die Kantor-Vermutung im unendlichen Fall liefern. Wir
nennen ihn den zweiten Einbettungssatz.

6.10 Satz:
Sei M ein endliches Matroid von Rang 4. Dann gibt es ein hypermodulares Rang-4-Matroid
M*, in welches sich M einbetten lasst.

Beweis. In dem Matroid M lasst sich nach Lemma jedes nicht-modulare Ebenenpaar
zum Schnitt bringen.

Es sei P die endliche Menge aller nicht-modularen Ebenenpaare in M = M,. Wie bei der
Definition der freien Ebenenerweiterung bilden wir zunéchst eine Punkterweiterung
M; von M, die einem modularen Filter von M, entspricht, der von einem Ebenenpaar
(e1,ez) aus P erzeugt wird. Falls das Ebenenpaar in M; noch nicht modular ist, erweitern
wir M, solange auf diese Art und Weise, bis wir ein Matroid M; erhalten, so dass das
Ebenenpaar in M; modular ist.

Wegen Lemma haben alle anderen Ebenenpaare aus P in M; immer noch den selben
modularen Defekt wie in My, lassen sich also auch in M; zum Schnitt bringen. Wir erwei-
tern also M; mit einer Punkterweiterung, die einem modularen Filter entspricht, der von
einem Ebenenpaar aus P\ (eq, e5) erzeugt wird usw. Irgendwann erhalten wir ein Matroid
M,, in dem alle Ebenenpaare aus P modular sind, Man enthélt evtl. aber wieder neue
nicht-modulare Ebenenpaare, wie beginnen von vorne mit M, statt M.
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Vollig analog zur Definition [2.83] erhalten wir am Schluss eine Erweiterungskette M, C
M; C M, ... von Rang-4-Matroiden und konnen die Vereinigung der Erweiterungskette
M* = U2y M; (bzw. U, M;, falls die Erweiterungskette die endliche Lange m hat)
bilden. Sie hat auch Rang 4.

Man nehme zwei Ebenen in M*, dann gibt es nach der Kettenkonstruktion ein Matroid
M;, welches die beiden Ebenen enthélt. Dann gibt es ein Matroid M;,; in der Kette, wobei
j endlich ist, in dem sich die beiden Ebenen in einer Geraden schneiden. Dann schneiden
sie sich aber auch in M™* in einer Geraden. Damit ist alles gezeigt. O]

Zu dieser Einbettung lasst sich noch Konkreteres feststellen:

6.11 Satz:

Sei M ein endliches Rang-4-Matroid, welches nicht hypermodular ist. Mit Hilfe der Kon-
struktion im Beweis von Satz 6.10 ergibt sich ein hypermodulares Rang-4-Matroid M™ mit
abzdhlbar unendlicher Grundmenge. Dieses Matroid M™* lédsst sich nicht in ein modulares
Matroid einbetten. Alle Punktkontraktionen von M* sind unendliche nicht-desarguessche
projektive Ebenen.

Beweis. Angenommen M enthéilt ein Ebenenpaar, welches sich nur in einem Punkt p
schneidet. Dann enthélt die Punktkontraktion M /p zwei disjunkte Linien. Wir schauen
uns nun das Konstruktionsprinzip im Beweis von Satz ndher an, und betrachten M /p.

Sei M; eine Punkterweiterung von M, die dem von einem nicht-modularen Ebenenpaar
(e1,e9) aus M erzeugten modularen Filter entspricht. Entweder beide Ebenen schneiden
sich in M in dem Punkt p, dann ist M;/p eine Punkterweiterung von M /p, die einem
modularen Filter entspricht, der von zwei disjunkten Linien aus M /p erzeugt wird. An-
genommen nur eine Ebene enthélt den Punkt p, dann wird in M; /p einer Linie von M /p
ein Punkt frei hinzugefiigt. Angenommen keine der beiden Ebenen enthélt den Punkt p,
dann wird in M;/p dem Matroid M/p ein Punkt frei hinzugefiigt.

Sei M,, das erste Matroid in der Erweiterungskette in dem alle nicht-modularen Ebenen-
paare aus M so oft zum Schnitt gebracht wurden, bis sie modular sind. Dann sieht man
sofort, dass auch in M,, /p alle disjunkten Linienpaare aus M /p und nur diese zum Schnitt
gebracht wurden.

Das gilt analog fiir die weiteren Erweiterungsschritte. Insgesamt handelt es sich also
bei M*/p um eine hyperfreie Ebenenerweiterung von M /p, diese ist nach Satz m
nicht-desarguessch und hat eine abzéhlbar unendliche Grundmenge. M* und alle ande-
ren Punktkontraktionen von M* haben dann natiirlich auch eine abzahlbar unendliche
Grundmenge.

Wir sehen auch, dass nach Erweiterung eines Ebenenpaares jede der beiden Ebenen ein
Viereck hat. M* ist also nach Korollar und Satz lokal projektiv. Alle anderen
Punktkontraktionen von M* sind demnach auch projektive Ebenen, genauer sind es hyper-
freie nicht-desarguessche Ebenenerweiterungen.

Angenommen M* liesse sich in ein modulares Matroid einbetten, so miisste dies eine
projektive Geometrie sein, und eine solche hat nach Korollar immer desarguesche
Punktkontraktionen, was ein Widerspruch ist.
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Es bleibt nur noch der Fall zu betrachten, dass M als nicht-modulare Ebenenpaare nur
disjunkte Ebenen enthélt, und keine Ebenen, die sich nur in einem Punkt schneiden. Dann
enthélt die erste Erweiterung von M ein Ebenenpaar, welches sich nur in einem Punkt
schneidet und wir kénnen weiter verfahren wie vorher. Damit ist alles gezeigt. O]

Der zweite Einbettungssatz lasst sich auf allgemeine hypermodulare Matroide ver-
allgemeinern. Auch fiir Satz funktioniert dies mit Einschrankungen.

6.4 Folgerungen

Fassen wir die beiden Einbettungssaétze|6.1|und zusammen, so erhalten wir folgenden
dritten Einbettungssatz:

6.12 Satz:
Jedes endliche Rang-4-Matroid lasst sich in ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid einbetten.

Da dieser Satz auch fiir Matroide gilt, die sich nicht in ein modulares Matroid einbetten
lassen, z.B. das Vamos-Matroid, gilt folgender Satz, der uns die Gegenbeispiele der Sticky-
Vermutung liefern wird.

6.13 Satz:
Es gibt nicht-modulare Rang-4-Hauptfilter-Matroide.

Wir zeigen noch ein kleines Lemma:
6.14 Lemma:
Ein nicht-modulares Hauptfilter-Matroid ldsst sich nicht in ein modulares Matroid ein-

betten.

Beweis. Man nehme ein nicht-modulares Paar des Matroids. Es gibt keine Punkterweite-
rung, in der dieses modulare Paar zum Schnitt gebracht werden kann. O]

7 die Kantor-Vermutung

Nach all diesen Vorbereitungen kénnen wir endlich zu der Formulierung der zentralen
Vermutung dieser Arbeit kommen.

7.1 der Satz von Kantor/Wille

Wir zitieren an dieser Stelle zunéchst einen wichtigen Einbettungssatz in der Originalfor-
mulierung von Kantor (siche [12], Theorem 2):
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7.1 Satz:

Es sei G ein geometrischer Verband von Dimension n > 3. Angenommen, fiir jedes Element
U € G von Dimension n — 4 kann das Intervall GV in einen 3-dimensionalen modularen
geometrischen Verband streng eingebettet werden. Dann kann G in einen n-dimensionalen
modularen geometrischen Verband streng eingebettet werden.

Mit Hilfe unserer Ubetragungen aus Abschnitt , formulieren wir den Satz, wie wir ihn
benétigen, mit unseren Begriffen und nennen ihn den Satz von Wille/Kantor:

7.2 Satz:

Sei M ein Matroid von Rang n > 4, und fiir jede Flache F' von Rang n — 4 sei M/F
modular oder streng einbettbar in ein modulares Rang-4-Matroid. Dann lasst sich M in
ein modulares Matroid von Rang n einbetten.

Beweis. Wenn ein Matroid selber schon modular ist, dann ist es nach Lemma [6.8 auch in
sich selbst streng einbettbar. Fiir jede Flache F' von Rang n —4 aus M ist der Flachenver-
band der Kontraktion £(M/F') nach Satz isomorph zu dem Intervall £(M)*. Nach
Voraussetzung und wegen Definition [6.7ist £(M/F') in einen modularen 3-dimensionalen
geometrischen Verband streng einbettbar, also nach Proposition gilt das auch fiir
L(M)¥. Das bedeutet, dass die Voraussetzungen in Satz gegeben sind und dass L(M)
in einen modularen (n-1)-dimensionalen geometrischen Verband streng eingebettet wer-
den kann. Das bedeutet wiederum wegen Definition [6.7 und Lemma [6.8 dass sich M in
ein modulares Matroid von Rang n einbetten lasst. [

Es finden sich in der Literatur zwei Beweise fiir den Satz von Wille/Kantor, einer fiir
den Fall, dass die M/F alle modular sind, von Rudolf Wille in [23], Proposition 4, sowie
der Beweis von Satz [7.1| von Kantor in [12], Theorem 2. Beide Beweise &dhneln sich. Kan-
tor und Wille haben sie ungeféhr zeitgleich und unabhéngig voneinander gefunden. Wir
beschreiben hier kurz Kantors Beweis.

Kantor reduziert das Problem auf den Fall eines Rang-5-Matroids M, bei dem alle Punkt-
kontraktionen modular sind. Zunéchst zeigt er, dass in einem solchen Matroid M die
Bundle-Condition gilt, und fiihrt dann ’ideale’ Punkte ein, die einem Biindel von wechsel-
seitig zueinander coplanaren Linien entsprechen, die sich in M nicht schneiden. Es wird
ahnlich wie bei Jeff Kahns Beweis von Satz [6.2] ein ’Biindelraum’ konstruiert. Dadurch
kann Kantor zeigen, dass sich M in ein modulares Matroid einbetten lésst.

7.2 Kantors Originalvermutung

Wir betrachten noch einmal den Satz von Wille/Kantor. Verdndern wir die Voraus-
setzungen des Satzes so, dass die Flachen F' vom Rang > n — 2 sein sollen, dann gilt der
Satz nicht, da die Kontraktionen M/F dann in jedem Matroid M modular sind, also auch
in Matroiden, die sich nicht in modulare Matroide einbetten lassen.

Wie verhélt es sich nun, wenn wir voraussetzen, dass die Flichen F' von Rang n — 3 sein
sollen? Zu diesem Fall gehoren alle hypermodularen Matroide, sowie alle lokal projektiven
Rang-4-Matroide.
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Hier gilt der Satz auch nicht. Ein beriithmtes (schon von Kantor zitiertes) Gegenbeispiel,
ist der im Abschnitt besprochene Witt-Raum Wy, ein lokal projektives endliches
Rang-4-Matroid, welches nicht in ein modulares Matroid eingebettet werden kann. Dieses
Matroid und alle anderen solchen endlichen Matroide, die bisher gefunden wurden, haben
disjunkte Hyperebenen. Es sind keine hypermodularen Matroide.

Fiir unendliche hypermodulare Matroide gilt der Satz fiir Flachen von Rang n — 3 auch
nicht, wie wir noch sehen werden, fiir den Fall endlicher hypermodularer Matroide ist
es jedoch bisher noch niemandem gelungen, ein Gegenbeispiel fiir den Satz zu konstru-
ieren oder zu zeigen, dass es keines gibt. Die Aussage, dass es kein Gegenbeispiel gibt,
formulierte Kantor 1974 als Vermutung, die seitdem nicht bewiesen ist und die wir die
Kantor-Vermutung nennen. Sie lautet im Original im algemeinen Fall (iibersetzt in
unsere Begriffe), siche [12], Einleitung:

7.3 Conjecture:
Ein endliches hypermodulares Matroid ldsst sich immer in ein modulares Matroid einbet-
ten.

7.3 aquivalente Formulierungen der Kantor-Vermutung

Wir beweisen nun fiinf dquivalente Formulierungen der Kantor-Vermutung.

7.4 Satz:
Folgende Sétze sind dquivalent:

(1) Ein endliches hypermodulares Matroid lasst sich immer in ein modulares Matroid ein-
betten. (Kantors Originalformulierung)

(2) Ein endliches hypermodulares Rang-4-Matroid lasst sich immer in ein modulares Ma-
troid einbetten.

(3) Fiir endliche hypermodulare Matroide von Rang 4 gilt die Bundle Condition. (Formu-
lierung der Kantor-Vermutung von Bachem/Kern 1988 in [3], Remark 1)

(4) Jedes endliche Rang-4-Hauptfilter-Matroid ist modular.

(5) Jedes endliche Hauptfilter-Matroid ist modular. (Formulierung der Kantor-Vermutung
von W. Hochstéttler 2016)

Beweis. (1) = (2): ist direkt klar.

(2) = (1): Angenommen (2) gilt. Wegen Lemma gilt die Aussage (1) fiir Matroide
von Rang < 4 immer. Man nehme ein endliches hypermodulares Matroid M von Rang
> 4 und betrachte die Kontraktion M/F von M durch eine beliebige Fliche F' aus M
von Rang n —4. Da (2) gilt, lasst sich M/F in ein modulares Matroid einbetten, da M/F
aber auch ein hypermodulares Rang-4-Matroid ist, lasst es sich nach Satz auch streng
in ein modulares Rang-4-Matroid einbetten. Nach dem Satz von Wille/Kantor lésst
sich dann auch das ganze Matroid M in ein modulares Matroid einbetten.

(2) = (3): In modularen Matroiden und Restriktionen von modularen Matroiden gilt
immer die Bundle Condition. Wenn (2) gilt, ist jedes endliche hypermodulare Rang-4-
Matroid Restriktion eines modularen Matroids, es gilt in ihm also die Bundle Condition.
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(3) = (4): Jedes endliche Rang-4-Hauptfilter-Matroid ist ein hypermodulares Matroid.
In diesem soll dann nach (3) dann die Bundle-Condition gelten. Ein Rang-4-Hauptfilter-
Matroid, in dem die Bundle-Condition gilt, ist aber nach Korollar modular.

(4) = (2): Nach Satz lasst sich jedes endliche hypermodulare Rang-4-Matroid in ein
endliches Rang-4-Hauptfilter-Matroid einbetten. Wenn (4) gilt, ist dieses auch modular,
es gilt also auch (2).

(4) = (5): Angenommen (5) gélte nicht, und (4) gélte, es gébe also ein endliches nicht-
modulares Hauptfilter-Matroid M von Rang # 4. Da nach Lemma jedes Hauptfilter-
Matroid von Rang < 4 modular ist, muss das Matroid M mindestens Rang 5 haben. Nach
Satz ist die Kontraktion eines Hauptfilter-Matroids auch ein Hauptfilter-Matroid.
Demnach waren alle Kontraktionen von M durch eine Fliache von Rang n — 4 auch end-
liche Hauptfilter-Matroide. Diese Kontraktionen wéiren dann aber nach (4) alle modular.
Also wire das Matroid nach dem Satz von Wille/Kantor in ein modulares Matroid

einbettbar. Das kann nach Lemma [6.14] aber nicht sein.

(5) = (4): Ist trivial. O

Jedes endliche hypermodulare Rang-4-Matroid welches nicht lokal projektiv ist, ist nach
Satz modular, fiir solche Matroide gilt die Kantor-Vermutung. Man kann sich in der
Vermutung also auf lokal projektive Matroide beschrianken.

7.4 die Teilvermutungen der Kantor-Vermutung

Wir analysieren nun die projektiven Ebenen genauer, die sich als Punktkontraktionen
eines lokal projektiven hypermodularen Matroids ergeben. Ab Ordnung ¢ = 9 gibt es
nach Satz auch projektive Ebenen, die nicht isomorph zu PG(2,q) sind, nicht-
desarguessche projektive Ebenen. Hierzu gibt es folgendes, wichtiges Resultat.

7.5 Lemma:

Sei H ein lokal projektives hypermodulares Rang-4-Matroid, bei dem die Kontraktion
eines beliebigen Punktes eine nicht-desarguessche projektive Ebene ist. Dann ist in H die
Bundle-Condition nicht erfiillt.

Beweis. Angenommen die Bundle-Condition wére in H erfiillt. Wir verwenden den ersten
Einbettungssatz [6.1}

H lasst sich demnach nach [6.1] (v) in ein modulares Rang-4-Matroid H’ einbetten. Nach
(ii) bleiben hierbei die Punktkontraktionen mit Punkten aus H in H’ gleich, H' besitzt
also auch eine Punktkontraktion, die eine nicht-desarguessche projektive Ebene ist.

Da H lokal projektiv ist, besitzt es nach Satz mindestens zwei Ebenen, die Vierecke
enthalten, so dann auch H' als Erweiterung von H.

Nach Satz[2.50]ist dann H' als modulares Rang-4-Matroid mit zwei Ebenen, die ein Viereck
besitzen, eine projektive Geometrie PG(3, K). Wir haben aber in Satz gezeigt, dass
eine projektive Geometrie immer desarguessche Punktkontraktionen hat, wir erhalten
einen Widerspruch. O
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Mir diesem Resultat zerfallt die Kantor-Vermutung nun in zwei Teilvermutungen, die man
getrennt voneinander betrachten kann:

7.6 Conjecture:
Es gibt kein endliches lokal projektives hypermodulares Rang-4-Matroid, welches eine
Punktkontraktion besitzt, die eine nicht-desarguessche projektive Ebene ist.

Gébe es namlich eines, so wére in ihm nach Lemma[7.5 die Bundle-Condition nicht erfiillt
und wir erhielten ein Gegenbeispiel fiir die Kantor-Vermutung in der Formulierung von
Bachem und Kern. Ausserdem, fiir alle iibrigen Matroide, haben wir:

7.7 Conjecture:
Ein endliches lokal-projektives hypermodulares Rang-4-Matroid, in welchem alle Punkt-
kontraktionen desarguessche projektive Ebenen sind, erfiillt die Bundle-Condition.

Lésst man in beiden Teilvermutungen die Bedingung der Hypermodularitiat weg, so gelten
sie beide nicht. Mit Hilfe von Theorem 3.4 in Percsy, [I8], lassen sich hier leicht Gegen-
beispiele konstruieren.

7.5 Gegenbeispiele fiir die Kantor-Vermutung im Unendlichen

Gegenbeispiele fiir die Kantor-Vermutung im unendlichen Fall lassen sich mit unserem
zweiten Einbettungssatz schnell konstruieren. Wir gehen von einem endlichen Rang-
4-Matroid M aus, welches sich nicht in ein modulares Matroid einbetten lasst, z.B. dem
Véamos-Matroid. Wir konstruieren mit Satz ein hypermodulares Rang-4-Matroid M’
welches M erweitert, und erhalten ein Gegenbeispiel fiir die Kantor-Vermutung. Dies ist
jedoch nur ein Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion:

Wir miissen namlich nicht ein Matroid nehmen, welches sich nicht in ein modulares Ma-
troid einbetten lésst, sondern wir kénnen auch allgemein von einem endlichen Rang-4-
Matroid M ausgehen, welches nicht hypermodular ist. Mit Satz konstruieren wir
wieder ein hypermodulares Rang-4-Matroid M’ welches M erweitert. Dieses hat nach
Satz eine unendliche Grundmenge, ist lokal projektiv und hat als Punktkontraktio-
nen nur nicht-desarguesche projektive Ebenen. Es ldsst sich nach Lemma also nicht
in ein modulares Matroid einbetten.

Kantor selbst gab auch in [12], Example 5, ein Gegenbeispiel fiir seine Vermutung im
unendlichen Fall an. Bei genauer Betrachtung seines Beispiels (fiir den Fall n = 3) zeigt
sich, dass es sich um einen Spezialfall unseres allgemeinen Konstruktionsprinzips handelt,
wenn wir als Ausgangsmatroid das uniforme Matroid U, 5 verwenden.

Wir erhalten auf diese Art und Weise alle Rang-4-Gegenbeispiele fiir die Kantor-Vermutung,
die bis jetzt bekannt sind, sie haben alle eine unendliche Grundmenge und sind alles Ge-
genbeispiele fiir die erste Kantorsche Teilvermutung. Fiir die zweite Teilvermutung sind
auch im unendlichen Fall keine Gegenbeispiele bekannt, man konnte sie darauf ausweiten.



8 Die Sticky-Vermutung

Nach langen Vorbereitungen kénnen wir endlich zum eigentlichen Thema dieser Arbeit
kommen, der Sticky-Vermutung. Wir schicken vorher noch die Definition voraus, wann
ein Matroid sticky ist.

8.1 Stickyness

Der Begriff der Stickyness wurde in der Literatur verschieden definiert, wir halten uns
hier an die Originaldefinition von Poljak und Turzik 1982 in [20]. Zuné&chst benétigen wir
eine vorbereitende Definition:

8.1 Definition:

Seien im folgenden F4, Es, E,T Mengen mit F; N Ey = T und Ey; U Ey = FE. Seien
ausserdem:

M ein Matroid mit Grundmenge T,

N; ein Matroid mit Grundmenge E; und

Ns ein Matroid mit Grundmenge FE,. Ausserdem seien Ni|T = No|T = M.

Dann heisst ein Matroid N ein Amalgam von N; und N, um M, wenn gilt, dass

N|E, = Ny, sowie N|Ey = Nj ist.

Es muss fiir zwei Erweiterungen eines Matroids kein Amalgam existieren, Damit kénnen
wir den Begriff der Stickyness nun definieren:

8.2 Definition:
Ein Matroid M heisst sticky, wenn zu jedem Paar M; und M, von Matroiden, die Er-
weiterungen von M sind, ein Amalgam von M; und Ms; um M existiert.

Die Sticky-Vermutung wurde 1982 von Poljak und Turzik in [20] aufgestellt. Sie lautet:

8.3 Conjecture:
Ein Matroid ist sticky genau dann, wenn es modular ist.

Eine Richtung dieser Vermutung ist schon bewiesen, es gilt:

8.4 Satz:
Modulare Matroide sind sticky.

Dies haben Poljak und Turzik in der ersten Arbeit zur Sticky-Vermutung bereits bewiesen
(siehe [20], Theorem 1). In [I7], Theorem 12.4.10, gibt es dann einen weiteren Beweis, der
auf unveroffnentlichten Resultaten von A.W. Ingleton beruht. Also ist noch die andere
Richtung der Sticky-Vermutung zu zeigen:

8.5 Conjecture:
Wenn ein Matroid sticky ist, dann ist es auch modular.

60
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8.2 was schon bewiesen ist

Wir tragen hier die wichtigsten Sdtze zusammen, die zur Stickyness von Matroiden sowie
zur Sticky-Vermutung bewiesen worden sind. Zunichst ein wichtiges Resultat, welches
J.Bonin 2009 in [§], Theorem 3.4, zeigte:

8.6 Satz:
Ein Matroid ist nicht sticky, wenn es ein disjunktes Geraden-Hyperebenenpaar besitzt,
welches zum Schnitt gebracht werden kann.

Daraus kénnen wir direkt einen Satz folgern:

8.7 Satz:

Wenn ein Matroid M die euklidische Intersection Property I P3 besitzt, dann gilt fiir dieses
Matroid die Sticky-Vermutung. Damit gilt die Sticky-Vermutung auch fiir alle Matroide,
die die Intersection-Properties I P, und I P, besitzen.

Beweis. Da die Sticky-Vermutung fiir modulare Matroide immer gilt, gehen wir davon aus,
dass M nicht modular ist. Dann besitzt M aber nach Satz ein disjunktes Geraden-
Hyperebenenpaar. Da in M nun die I P; gilt, ldsst sich dieses Paar zum Schnitt bringen,
das Matroid ist also nach Satz nicht sticky, was zu zeigen war. O]

Ein Beweis fiir diesen Satz findet sich bereits 1987 bei Bachem und Kern in [3], Lemma
6, allerdings fehlerhaft. Einen wirklichen Beweis fiir diesen Satz lieferte erst J. Bonin mit
seinem Beweis von Satz in [8], Theorem 3.4. Da nach Lemma die Intersection-
Properties fiir alle Matroide von Rang < 4 gelten, folgt sofort als Korollar:

8.8 Korollar:
Fiir Matroide von Rang < 4 gilt die Sticky-Vermutung.

Diese Tatsache war bereits Poljak und Turzik bekannt, sie bewiesen sie allerdings mit
anderen Mitteln in [20], Theorem 3. Bonin bewies in der selben Arbeit wie oben in [§],
Theorem 3.1, folgenden Satz:

8.9 Satz:
Ein Matroid, welches zwei disjunkte Hyperebenen hat, ist nicht sticky:.

Uber Stickyness von Matroiden gibt es eine interessante Aussage von Bachem und Kern
aus [3], Lemma 7:

8.10 Lemma:
Wenn ein Matroid sticky ist, so ist auch jede Kontraktion dieses Matroids sticky.

Aus diesem Lemma und Bonins Satz folgt folgendes Korollar:
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8.11 Korollar:
Ein Matroid ist nicht sticky, wenn es zwei Hyperebenen besitzt, die sich nicht in einer
Hypergeraden schneiden, in anderen Worten, wenn es nicht hypermodular ist.

Beweis. Das Matroid habe Rang n. Es sei (hy, hy) ein solches Hyperebenenpaar in dem
Matroid. Wenn die beiden Hyperebenen disjunkt sind, so ist das Matroid nach Satz
nicht sticky. Im anderen Fall ist die Menge h; N hy nicht leer und von kleineren Rang als
n — 2. Angenommen das Matroid M wére nun sticky, dann muss aber nach Lemma [8.10
die Kontraktion H/(h; N hy) auch sticky sein, diese ist aber von Rang > 2 und enthéilt
zwei disjunkte Hyperebenen, wir erhalten einen Widerspruch. O

Den wohl folgenreichsten Satz zur Sticky-Vermutung zeigten Bachem und Kern in [3],
Theorem 8. Wir zeichnen seinen Beweis hier kurz nach, da auch er wieder den Satz 7.2 von
Wille/Kantor benutzt. Wir sehen wieder, welche zentrale Rolle der Satz von Wille/Kantor
fiir die Sticky- bzw. die Kantor-Vermutung hat.

8.12 Satz:
Wenn die Sticky-Vermutung fiir alle Matroide von Rang 4 gilt, so gilt sie fiir alle Matroide.

Beweis. Angenommen, die Sticky-Vermutung gelte fiir alle Matroide von Rang 4. Es sei
M ein einfaches Matroid von Rang n > 4 und es sei M sticky. Zu zeigen ist, dass M
modular sein muss.

Fiir jede Fliche F' in M von Rang n — 4 ist wegen Lemma die Kontraktion M/F
sticky. Da M /F ein Rang-4-Matroid ist, ist M/F nach Voraussetzung auch modular. Das
wiederum bedeutet nach dem Satz von Wille/Kantor, dass M zu einem modularen
Matroid M’ erweitert werden kann. Das modulare Matroid M’ hat nach Lemma 2.72 alle
Intersection-Properties. Nach Satz hat dann jede Restriktion von M’ auch alle drei
Intersection-Properties, also auch das Matroid M.

Fiir M gilt also nach Lemma die Sticky-Vermutung, da M sticky ist, ist es also auch
modular, was zu zeigen war. O]

Dies sind alle uns bekannten Ergebnisse iiber Stickyness und die Sticky-Vermutung aus
der Literatur, aus diesen Ergebnissen kénnen wir fiir Rang-4-Matroide direkt einen Satz
folgern:

8.13 Satz:

Wenn es in einem Matroid M von Rang < 4 ein nicht-modulares Paar gibt, welches zum
Schnitt gebracht werden kann, so ist dieses Matroid nicht sticky. Da es dann auch nicht
modular ist, gilt fiir dieses Matroid die Sticky-Vermutung.

Beweis. Fiir Rang-3-Matroide gilt die Sticky-Vermutung sowieso, angenommen also M
habe Rang 4. Hat das Matroid zwei disjunkte Ebenen, oder zwei Ebenen, die sich nur in
einem Punkt schneiden, so ist es nach Satz[8.11nicht sticky, hat es zwei disjunkt coplanare
Linien, die sich zum Schnitt bringen lassen, so hat es auch nach Proposition auch ein
disjunktes Ebenen-Geraden-Paar, welches sich zum Schnitt bringen ldsst. Dann ist es aber
nach Satz nicht sticky. Damit ist alles gezeigt. O]
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Wir folgern insgesamt:

Will man die Sticky-Vermutung beweisen, so reicht es, sie fiir Matroide von
Rang 4 zu zeigen

- die die Intersection Properties I Py, I P, und I P; nicht haben,

- bei denen (dquivalent dazu, siehe Satz die Bundle-Condition verletzt ist,

- bei denen es keine nicht-modularen Paare gibt, die zum Schnitt gebracht werden kénnen,
- bei denen (dquivalent dazu, siehe Lemma jeder modulare Filter ein Hauptfilter ist.

8.3 der Satz (ST2)

Wir kommen nun zu der wichtigen Frage, ob auch die Umkehrung von Satz [8.13] gilt und
formulieren diese Aussage als Satz (ST'2).

8.14 Satz:
Wenn es in einem Rang-4-Matroid M keine nicht-modularen Paare von Flichen gibt, die
sich zum Schnitt bringen lassen, dann ist das Matroid sticky.

Oder in einer nach Lemma {4.3] dquivalenten Formulierung:

8.15 Satz:
Ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid ist sticky.

Der Beweis dieses Satzes ist das Herzstiick dieser Arbeit und befindet sich im nachsten
Abschnitt. Er verallgemeinert den Beweis in [17], Kapitel 12.4, dass modulare Matroide
sticky sind.

9 der Beweis von Satz (ST2)

9.1 Erweiterungen von nicht-modularen Paaren

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es in Erweiterungen von Rang-4-Hauptfilter-Matroiden
unter bestimmten Voraussetzungen spezielle modulare Paare nicht geben kann. Zur Vor-
bereitung kommen zunéchst wieder einige Lemmata und Propositionen:

9.1 Proposition:

Es sei M ein Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r und es sei (X,Y) ein
modulares Paar von Teilmengen von 7" und es sei Z C X \ Y. Dann ist (X \ Z,Y) auch
ein modulares Paar.
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Beweis. Aufgrund der Submodularitdt von r und der Modularitét von (X,Y) folgt
r(X\Z2)+rY)>r(X\2)UY)+r(XNY)=r(X\2)UY)+r(X)+rY)—-r(XUY)
oder, dquivalent dazu
r(X\Z2)+r(XUY)>r(X\2)UY)+r(X).
Aus der Monotonie und der Submodularitdt von r erhalten wir wiederum
r(X\Z2)+r(XUY)<r(X\2)U(XnNY))+r(XUY)<r(X)+r(X\2)UY).
Daher muss iiberall das Gleichheitszeichen gelten, und wir erhalten somit

r(X\Z2)+rY)=r(X\2)UY)+r(XNY)=r(X\2)UY)+r(X\Z2)NnY). O

Fiir die folgenden Satze gelten folgende Voraussetzungen D:

- Es sei M ein Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r.

- Es sei M’ eine Erweiterung von M mit Rangfunktion r’ und Grundmenge £’

- Esseien X, Y C E ' und X NT =Ix,Y NT = ly seien disjunkt coplanare Linien in M.
- X NY sei ausserdem eine Flache in M’.

9.2 Proposition:
Es gelten die Voraussetzungen D. Ausserdem soll gelten, dass (X \ 7)) C Y und es sei
(X,Y) in M’ ein modulares Paar von Mengen. Dann gilt:

Ve €ly :x ¢ cly(Y).

Beweis. Angenommen es gibe ein x € [y, fir das gilt, dass x € ¢l (Y), dann wiére
aufgrund der Coplanaritidt von [y und ly auch

XﬂT:lXglx\/lY:lenglM/(Y).

Also wiirde gelten, dass X = (X \T)U (X NT) CY Ucly(Y) = clp(Y) und deshalb
cy(Y) = ey (X UY), also r(Y) = r(X UY). Aufgrund der Modularitdt von (X,Y)
miisste dann auch gelten, dass 7(X) = r(X NY’), was aber nicht sein kann, da X NY eine
Flache und eine echte Teilmenge von X ist. O]

9.3 Lemma:
Es gelten die Voraussetzungen D. Zudem sei das Matroid M von Rang 4 (der Rang von
M’ kann grosser als 4 sein). Ausserdem soll folgendes gelten:

-Essel (X\T)CY.

- Es sei (X,Y) in M’ ein modulares Paar von Mengen.

- Es gelte, dass T € cly/ (X UY).

- Esseil’ C T eine zu lx und ly jeweils disjunkt coplanare Linie, die nicht in [x V Iy liegt.

Dann gilt fiir X' = (X \ T)Ul’, dass r'(X’) = (X).
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Beweis. Im folgenden sei € [x und 2’ € I' = X' NT. Wegen (X \ T') C Y und weil die
Linien {x und !’ zu ly coplanar sind, gilt:
(X UY) =clhypy(X\T)UIxUY) =cly (Ix UY) = clpp({x} UY), sowie (2)
cly (X'UY) = el ({2} UY) analog dazu. (3)
Da M ein Matroid von Rang 4 ist, gilt, dass
T=cly({z}Ulx Uly) =cy({2'} U{z}Uly) Ccpp ({2} U{z}UY). (4)
Wiire nun 2’ € clpy({x} UY'), dann wiirde aus den Gleichungen (4) und (2) folgen, dass
T Ccly ({2} U{z}UY) =clyr({z} UY) =clpp (X UY)
was nicht sein darf. Nach Gleichung gilt also
o ¢ cly({z}UY) = clpy (X UY). (5)

Angenommen es wire x € cly({2'} UY'). Da nach Proposition (9.2] gilt, dass x ¢ clyr(Y),
wiirde wegen des Austauschaxioms, Satz [2.4] (CL4), gelten, dass 2’ € cly ({2} UY), was
Gleichung widerspricht. Hieraus und mit Gleichung folgt, dass

x ¢ clhyp({2TUY) =cy (X' UY). (6)

Wiire nun = € clyp(X'), so wire auch = € clyy (X' UY'), was Gleichung (6 widerspréiche,
genauso kann wegen Gleichung nicht 2’ € ¢l (X) gelten. Es gilt also:

(X' U{x}) =r"(X") + 1, sowie r'(X U {z'}) = (X) + 1. (7)
Aus der Coplanaritit von Ix und I’ folgt aber cly(Ix U{z'}) = clp (I’ U{z}) und daraus:
(X U{z'}) = ey (X \T)Ulx U{2'}) = clp (X \T) U U{z}) = clpp (X U {x}).

Also gilt, dass ' (X') + 1 =7 (X' U{z}) =r'(X U {2'}) =7"(X) + 1.
Daraus folgt, dass r'(X’) = r'(X). O
9.4 Lemma:

Es gelten die Voraussetzungen D. Zudem sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid. Ausser-
dem soll folgendes gelten:

-Essei (X \T)CY sowie (Y\T)C X.
-Essei T € ey (X UY).

Dann kann (X,Y’) kein modulares Paar in M’ sein.

Beweis. Nach Korollar gibt es in M zwei nicht zueinander coplanare Linien [; und
lo, die jeweils zu [x und [y disjunkt coplanar sind, jedoch nicht in der von der von [y und
ly erzeugten Ebene liegen.

Wir bilden X’ = (X \T)Ul; und Y’ = (Y \ T') U ly. Dann gilt wegen Lemma [0.3] dass:

(X)) =7(X) und 7' (Y') =7 (Y). (8)
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Es gilt T C clp(l1,ls) C elppr (X' UY). Ausserdem gilt:
XUY'uTr=X\T)UhuY\ThUlLuT =XUYUT

Man erhilt wegen T' € cly (X UY):
F(X'UY) = (X'UY'UT)=r(XUYUT) > (XUY) (9)

Es gilt, dass 1 Nle =L N(Y\T) =0LN(X\T)=0. Daraus und aus X N Y NT =0
folgt, dass

X'NnY'=(X\T)Uul)Nn(Y\T)Uly)
=(X\T)N(Y\T)=XnNnY
Man erhélt:
r(X'NY') =r(XnNY) (10)

Aus diesen Gleichungen und der Submodularitéit von 7’ folgt:

»(10)
X0y +rxny) BB e by e n v <)+ ) @ o + )
Das Paar (X,Y) ist also kein modulares Paar von Mengen in M. O

Wir kommen nun zu dem Hauptresultat dieses Abschnitts (hier noch einmal explizit mit
allen Voraussetzungen):

9.5 Satz:
Es gelten folgende Voraussetzungen:

- Es sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r.
- Es sei M’ eine Erweiterung von M mit Rangfunktion 7’ und Grundmenge FE’.

- Es seien X, Y C E', so dass X NT und Y NT disjunkt coplanare Linien in M sind.
- Es sei X NY eine Fldche in M'.

Angenommen, es gilt: T € ¢l (X UY), dann kann (X,Y) kein modulares Paar in M’
sein.

Beweis. Angenommen (X,Y’) wire ein modulares Paar in M’.

Man bilde nun X' = (X NT)U (X NY)und Y = (Y NT)U (X NY). Dann wére nach
zweimaliger Anwendung von Proposition (9.1 (mit Z; = (X \Y)\ 7T und Z, = (Y \ X)\ T
das Paar (X', Y’) auch ein modulares Paar in M.

Ausserdem gilt, dass X'NT = X NT,sowie YNT =Y NT, sowie X'NY'=XNY, also
ist X’ NY’ auch eine Fldche in M’.

Zudem gilt, dass X'\ T =(XNY)\T C XNY C Y’ und analog dazu (Y'\7T) C X'.

Da aus cly (X' UY') Celpp(XUY) und T € clp (X UY) auch T &€ clpy (X' UYY) folgt,
sind fiir das Paar (X', Y”) alle Voraussetzungen von Lemma gegeben und damit kann
(X', Y") kein modulares Paar sein, was ein Widerspruch zur Annahme ist, das (X,Y") ein
modulares Paar sein soll. ]
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Die néchsten zwei Lemmata sind wichtig um spéter den Fall der disjunkten Linien-
Ebenenpaare auf den der disjunkt coplanaren Linien zu reduzieren.

9.6 Lemma:

- Es sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r.

- Es sei M’ eine Erweiterung von M mit Grundmenge E’ und Rangfunktion r’.

- Es seien X,Y C E" und es seien X NT = ex eine Ebene und Y N7 = Iy eine dazu
disjunkte Linie in M.

- Es sei X NY eine Fldche in M.

- Es sei L die Menge aller Linien aus ey, die disjunkt coplanar zu [y sind.

Angenommen, es gibt eine Linie [y € L fiir die gilt, dass
r(X)=r"(X\T)Uex)=r"((X\T)Ulx) + 1,
dann ist (X,Y) kein modulares Paar von Mengen in M’.

Beweis. Angenommen (X,Y') wére ein modulares Paar von Mengen in M.

Zunéchst gilt: T C clpp (X UY), also
r(XUYUT)=r'(XUY). (11)
Man nehme die Linie [x und bilde X’ = (X \ T') U lx. Nach Voraussetzung ist
r(X)=r"(X")+1 (12)
Esgilt X'NT =1lx und X’ UT = X UT. Daraus folgt:
X'UYuT=XUYUT. (13)

Ausserdem gilt:
X'NY=(X\ThUlx)NnY =XNY. (14)

X'NY ist also auch eine Fliache in M’. Es sei p € ex \ lx, dann gilt:
r(XUY)=r(X'U{p}uyY) < (X'UY)+1. (15)
Aus diesen Gleichungen und aus der Modularitiat von (X,Y") folgt, dass:

©),[19
FXUY) 1 (XY 2 (XUY) ' (XNY) = ¢ (X) (V) B (X 11 ()

Aufgrund der Submodularitéit von r muss hier und in Gleichung das Gleichheitszei-
chen stehen, daraus folgt, dass (X’,Y) ein modulares Paar sein muss, und es gilt:

YUY un) 2 rxuyun @ rxuy) @ rxuy) 41 (16)

Daraus folgt, dass T' € cly/ (X' UY). Das Paar (X', Y) erfiillt alle Voraussetzungen von
Satz und kann daher kein modulares Paar sein, wir erhalten einen Widerspruch. [J

Und wir bendétigen noch ein weiteres Lemma:
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9.7 Lemma:

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Lemma [9.6f Angenommen fiir alle Linien
[ € L gilt, dass r'(X) = r'((X \ T) Ul) und es gibt eine Linie Iy € L, fiir die gilt, dass
r(XNY)Uex)=r(XNY)Ulx)+ 1.

Dann kann (X, Y’) kein modulares Paar von Flachen in M’ sein.
Beweis. Angenommen (X,Y) wire ein modulares Paar von Fliachen in M’. Wir bilden

nun X’ = (X NY)Uex. Dann gilt: X' = X\ Z mit Z = (X \Y)\ex € X \Y. Nach
Proposition [9.1] ist daher auch (X’,Y) ein modulares Paar von Mengen aus E’.

Esgilt: X'NT =ex=XNTund X'\ T=XNY=X'NY
Es gibt nach Voraussetzung eine Linie [x aus ey, so dass gilt:
(X)) =r(XNY)Uex)=r(XNY)Ulx)+1=7"((X'\T)Ulx)) + 1.

Da X'NY eine Fliche in M’ ist, sind alle Voraussetzungen von Satz[9.6] erfiillt, ein solches
modulares Paar (X’,Y) von Mengen aus E’ kann es also nicht geben. Demzufolge kann
auch das Paar (X,Y) nicht modular sein. O

9.2 Eigenschaften des eigentlichen Amalgams

Zu zwei Erweiterungen eines Matroids lasst sich manchmal ein spezielles Amalgam kon-
struieren, welches das eigentliche Amalgam genannt wird. Wir beschreiben in diesem
Abschnitt die Konstruktion und spezielle Eigenschaften dieses Amalgams.

Fiir alle folgenden Lemmata, Sétze und Propositionen gelten, wenn nicht anders erwéhnt,
folgende Definitionen:

- Es sei M ein Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r.

- Es seien M; und M; zwei Erweiterungen von M mit den Grundmengen F; und Es und
den Rangfunktionen ry und r».

- Es soll gelten: 4y N Ey =T und Fy U Ey = F.

- Bei den Matroiden M, My und M, handelt es sich um Matroide endlichen Ranges mit
endlicher oder hochstens abzéhlbar unendlicher Grundmenge.

Man bilde nun folgende Funktion 7 : P(E) + Z mit:
NX)=ri(XNE)+r(XNEy)) —r(XNT)
und die Funktion ¢ : P(E) — Z mit:
£(X) = min{n(Y): ¥ 2 X}
Zuerst zeigen wir dazu eine Proposition:
9.8 Proposition:
Die Funktion ¢ ist subkardinal, endlich und monoton, es gilt:

R1:0<¢(X) <|X]|, fur alle X C E, und
Rla: Fir alle X C E existiert ein X’ C X, |X'| < oo, mit £(X) = £(X).
R2 : Fiir alle X; C X, C E gilt : £(X,) < £(Xa).

Ausserdem gilt immer: £(X) < n(X) fir alle X C E.
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Beweis. Die letzte Aussage ergibt sich direkt aus der Definition von &.
Zu (R1): Es gilt: 0 < n(X) fiir alle X C F, also auch 0 < £(X).

Wenn X eine Menge mit | X| = oo ist, gilt n(X) < |X], da n immer endlich ist. Es gilt:
n(0) = 0 < |0]. Angenommen fiir ein n € N gelte nun: n(X) < |X]| fir alle X mit | X| < n.
Man betrachte ein X’ mit | X| = n+1. Soist X’ = X U{p} fiir eine Menge X mit | X|=n
und einen Punkt p € E. Es gilt:

N(X) =n(XUp)=r((XUp)NE) +7r((XUp)NEy) —r((XUp)NT) <n(X) +2

Angenommen, es ware n(X’) = n(X) + 2, dann miisste gelten, dass r1((X Up) N E;) =
M(XNE)+1L,r(XUp)NE) =r(XNEy)+1und r(XUp)NT)=r(XNT). Aus
r(XUp)NT)=r(XNT) folgt aber, dass p € cly (X NT) C clpy (X N EY), es gilt also
r((X Up) N Ey) =r (X N E;), was nicht sein darf.

Deshalb gilt n(X’) < n(X) +1 < |X|+ 1 = |X’| und somit {(X) < n(X) < |X]| fiir alle
X CFE.

Zu (R2): Diese Aussage folgt sofort aus der Definition von &.

Zu (R1a): Wir betrachten eine Menge X C E. Fiir die Rangfunktion r des Matroids M
gilt die Bedingung (Rla). Es gibt also eine endliche Menge X7 C X NT', mit r(Xr) =
r(X NT). Sei Y eine Menge mit X7 CY C X, dann gilt:

r(Xy)=r(XeNT)<r(YNT)<r(XNT)=r(Xr), also r(Xr) =r(YNT). (17)

Analog dazu gibt es endliche Mengen X; C X N E; und Xy C X N Ey fir die 7(X;) =
ri (X N Ey) und ro(Xy) = 79(X N Ey) gilt und Gleichung jeweils analog dazu. Wir
bilden die endliche Menge X' = X7 U X; U X5. Es gilt wegen X(7/1/2) € X' C X:

n(X,) = Tl(X, N El) + T’Q(X, N Eg) - T(X/ N T) = Tl(X1> + Tg(Xg) — T(XT)
=r(XNE)+r(XNE)—rXNT)=nX).

Zudem gilt fiir alle Mengen Y, fiir die X’ C Y C X ist, dass n(X') = n(Y) = n(X).
Daraus folgt, dass {(X') = {(X) gilt, was zu zeigen war. O

Falls ¢ auch submodular auf P(FE) ist, dann ist { die Rangfunktion eines Amalgams
von M; und M, um M. Der Beweis dazu findet sich bei [I7], Proposition 12.4.2. Dieses
Amalgam heisst (wenn es existiert) das eigentliche Amalgam von M; und M, um M.

Sei nun L£(M;, Ms) die Menge der Teilmengen X von E, so dass X N E; und X N Es
Fldchen in M; bzw. M, sind. Dann gilt folgende Proposition:

9.9 Proposition:

L(My, Ms) ist mit der Inklusionsordnung ein vollstdndiger Verband von Teilmengen von
E. Es seien Ay und V, der meet und join dieses Verbandes. Fiir zwei Mengen X,Y €
L(My, My) gilt, dass X Ay Y =XNY und XV, Y D X UY.

Beweis. Sei A C L(M;, M,). Man bilde Y = (., X.

Wir wihlen ein = € cly;, (YNE]) und ein beliebiges X € A. Dann ist auch z € cly, (XNEY),
also auch r € X N Ey, da X N E; eine Fliche ist.
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Da X aus A beliebig gewdhlt wurde, gilt auch, dass x € Y N Ey, Y N E} ist also eine
Flache in M;. Analog gilt das fiir Y N Ey, so dass Y € L(M;, Ms) liegt.

Jede Menge, die in allen X € A enthalten ist, ist aber auch in Y enthalten, Y ist also die
grosste untere Schranke aller X € A, es gilt: A\, A =Y. E liegt in L(M;, M,). Man bilde
nun Y = [Jyo, X.

Es sei B die Menge aller Elemente aus L(Mj, M;), die Y enthalten. Da E € B ist, ist B
nicht leer, man bilde Z = A »B. Es gilt Y C Z und alle oberen Schranken von Y aus
L(M;, M,) enthalten Z. Daraus folgt, dass Z = \/, A. Das bedeutet aber, dass L(M;, M)
mit der Inklusionsordnung ein vollstdndiger Verband ist.

Sei nun A = {X,Y'} C L(M;, M;), dann gilt X ALY = A\, A=xcs X' = XNY. Die
zweite Gleichung folgt analog. m

Wir zitieren folgendes Lemma aus [17], 12.4.5, der Beweis findet sich dort auch:

9.10 Lemma:
Fiir alle X C F gilt: £(X) = min{n(Y): Y € L(M;, M) und Y O X}

Nun folgt ein Hauptresultat von Ingleton zitiert aus [17], Theorem 12.4.7. Der Beweis fiir
dieses Resultat findet sich dort auch.

9.11 Satz:
Sei die oben definierte Funktion 1 submodular auf £(M;, Ms). Dann existiert das eigent-
liche Amalgam von M; und My um M.

Dieses Hauptresultat verallgemeinern wir folgendermassen:

9.12 Lemma:

Fiir alle Paare (X,Y’) von Mengen aus L£(M;, M) sei entweder die oben definierte Funk-
tion 7 oder die Funktion £ submodular (oder beide Funktionen). Dann ist £ submodular
auf P(FE) und es existiert das eigentliche Amalgam von M; und M um M.

Beweis. Angenommen X, Xy C FE. Es gibt nach Lemma fir v = 1,2 ein Y; €
L(M,y, Ms), so dass X; CY; und £(X;) = n(Y;).
Aus 7(Y;) = £(X;) < &(Y7) < n(Y;) folgt dann, dass £(X;) = £(Y;) = n(Y5).

Dann ist fiir das Flachenpaar (Y7,Y2) nach Voraussetzung entweder 1 (sei dies Fall 1)
oder ¢ (sei dies Fall 2) submodular (oder beide), und es gilt wegen Proposition [9.9] dass
XiNXo CYiNY, =Y Az Yssowie X1 UXy, CY,UY; CY) Ve Ys Wegen Proposition
folgt:

E(X1NXy) +E(X1UXp) SEYIALY2) +E(Y1 Ve YD)

< {77(5/1 A Ya) +1(Y1 Ve Ya) < n(Yr) +1(Ya) = £(X1) 4 £(Xy) fiir Fall 1.
&)+ £(Ya) = E(X) + £(X,) fiir Fall 2.

¢ ist also submodular auf P(FE). Das eigentliche Amalgam existiert. O
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Wir folgern hier noch ein Korollar, welches fiir den Beweis von Satz (ST2) noch nicht
gebraucht wird, jedoch bei einer Verallgemeinerung dieses Satzes auf hohere Rénge sehr
wichtig werden koénnte.

9.13 Korollar:

Bei den Voraussetzungen von Lemma kann man sich auf solche Paare von (X, X5)
aus L(M, Ms) beschréanken, fir die gilt, dass £(X;) = n(X;), und fir die fiir alle Y €
L(My, My) mit Y 2 X; gilt, dass n(Y") > n(X;).

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis von Lemma [0.12] O

Ein wichtiges Lemma ([17], Lemma 12.4.6) muss hier auch noch erwéhnt werden (der
Beweis ist wiederum dort zu finden):

9.14 Lemma:
Sei Y C F und Z das kleinste Element aus L£(M;, M;), welches Y enthélt, dann gilt:

n(Z) <n(Y).
Daraus folgt:

9.15 Lemma:
Seien X, Y aus L(My, Ms), so gilt n(X UY) > n(X V. Y). Ausserdem gilt: {(X UY) =
E(X VLY.

Beweis. X VY ist das kleinste Element aus L(M;, Ms), welches X UY enthélt, also gilt
die erste Ungleichung nach dem vorherigem Lemma.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei Z O X UY. Sei nun Z’ das kleinste Element aus
L(M;, Ms), welches Z enthalt, es gilt, dass n(Z') < n(Z) ist. Ausserdem gilt Z' O X UY,
daher auch Z’ O X V.Y, aufgrund der Monotonie von & gilt also:

E(XVeY) <E(Z) <n(Z') <n(Z). Da Z beliebig gewahlt wurde, gilt auch
EXVeY)<min{n(Z): Z2(XUY)} =£XUY).
Daraus und aus der Monotonie von ¢ folgt, dass {(X UY) =¢(X v, Y). O

Es folgen noch eine kleine Proposition und ein Lemma:

9.16 Proposition:

Es seien wieder M ein Matroid mit Grundmenge 7" und Rangfunktion r, sowie M; und
M, Erweiterungen von M mit Grundmengen F; und F, und Rangfunktionen r; und rs.
Essei BN Ey, =T,E U Ey; = E und L(M;, M) sei wie oben definiert.

Sei X aus L(M;, Ms), so ist X N'T eine Fliche in M.
Beweis. Dies ergibt sich sofort aus Proposition [2.55] da X N E; eine Flache in M ist. [
9.17 Lemma:

Sei nun M ein Rang-4-Matroid. Alle anderen Definitionen bleiben wie bei Proposition
Sei X aus L£(M;, My) mit (X NT) > 2. Dann gilt: £(X) = n(X).
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Beweis. Esist n(X) =r(XNE)) +ry(XNEy) —r(XNT). Essei Y O X. Angenommen
YNT=XnNT, dann gilt: n(Y) > n(X). Ansonsten existiert ein Element ¢t € Y N7 mit
t¢ X NT, also auch t ¢ X und es gilt:

(X U{t}) = r(X U{t}) N Ey) +r((X U{t}) N Ey) —r((XU{t})NT)
=1 (XNE)+14r(XNE)+1—-rXNT)-1=n(X)+1,

da X N E, XN Ey, und X NT Flachen sind. Da es sich bei M um ein Rang-4-Matroid
handelt, und r((X U{t})NT) > 3 ist, kann sich n fiir Obermengen von X U {¢} nur noch
hochstens um 1 erniedrigen, es gilt also n(Y) > n(X U{t}) — 1 = n(X).

Insgesamt gilt immer n(Y") > n(X) fir alle Obermengen Y von X, also {(X) = n(X). O

9.3 Der Beweis von Satz (ST2)

Nach all diesen Vorbereitungen kénnen wir endlich zu dem Beweis von Satz (ST2) kom-
men. Dieser Beweis ist eine Verallgemeinerung des Beweises von Proposition 12.4.9. in
[17]. Oxley beruft sich hier auf unveréffentlichte Resultate von A.W.Ingleton. Wir begin-
nen mit einem Lemma:

9.18 Lemma:

- Es sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid mit Grundmenge 7.

- Es seien M; und M; zwei Erweiterungen von M mit den Grundmengen FE;, F5 und den
Rangfunktionen rq, 79, ausserdem sei £1 N Ey =T und By U By = E.

- Es seien 7, { und L(M;, M3) definiert wie im vorherigen Abschnitt.

Sei (X,Y) ein Paar von Elementen aus £(M;, Ms) fiir welches die Submodularitiat von 7
in L(M,, M) verletzt ist, dann gilt:

(@) n(X) +n(Y) =n(XNY) —n(XUY) =
XNELYNE)+0(XNE,YNEy) —d(XNT,YNT) =—-1

(1) (X NE,YNE) und (X N Ey Y N E,) sind modulare Paare in M; bzw. M,

(1ii) (X NT,Y NT) sind entweder zwei disjunkt coplanare Linien

oder ein disjunktes Geraden-Ebenenpaar in M
(iv) n(X) =&(X) und n(Y) = (V)

Bewers. Zunéachst ist M nach Lemma [4.6] ein hypermodulares Matroid und es gilt, dass
XNE, XNEy,YNE; und Y N E, Flachen aus M; bzw. M, sind, Nach Proposition
sind dann auch X N7 und Y NT Flachen aus M.

In L£(Mj, M) gilt nach Proposition die Gleichung X Ay Y = X NY. Ausserdem gilt
nach Lemma [0.15 dass n(X V. Y) <n(X UY).

Da n fiir (X,Y) in £(M;, Ms) nicht submodular ist, gilt:

0>n(X)+nY) =X VYY) =X ALY)2n(X)+nY) —nXUY)-n(XNY)
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Wir schreiben die rechte Seite dieser Gleichung anders auf:

n(X) +n(Y) —n(XUY) —n(XNY)
=r(XNE) +rYNE) —rn(XUY)NE) —r(XNY)NnE)
+r(XNEy) +m(YNE) —r(XUY)NE) —r((XNY)NE,)
—r(XNT) —r(YNT) +r(XuY)nT) +r(XNnY)NT)
=0(XNELYNE)+§XNEy,YNEy)—0(XNT,YNT)

Da der modulare Defekt ¢ von zwei Fliachen in M nach Korollar niemals > 1 werden
kann, kann diese Gleichung niemals kleiner als —1 werden. Sie muss also gleich —1 sein.
Damit ist (i) gezeigt.

Dies kann aber nur sein, wenn (X NEy, YN E;), und (X NEy, Y N E,) modulare Paare von
Flachen aus M; bzw. M, sind und wenn gleichzeitig (X N7,Y N T) ein nicht modulares
Paar von Fléchen aus M ist, das heisst, X N7 und Y’ NT sind nach Korollar [3.10] entweder
zwei disjunkt coplanare Linien, oder eine Ebene, die zu einer Linie disjunkt ist. Damit ist
(ii) und (iii) gezeigt.

Da dann aber der Rang von X NT bzw. Y NT grosser gleich 2 sein muss, gilt nach Lemma
immer, dass £(X) = n(X) und £(Y) = n(Y) und damit ist alles bewiesen. O
9.19 Lemma:

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie vorher.

Sei (X,Y) ein Paar von Elementen aus £(M;, Ms) fiir welches die Submodularitiat von n
in L(M,, My) verletzt ist, und es gilt, dass £(XUY) < n(XUY) oder {(XNY) < n(XNY)
ist. Dann ist ¢ fiir (X,Y) in £(M;, Ms) submodular.

Beweis. Nach Proposition[0.8 gilt, dass (X UY) < n(XUY), sowie £(XNY) < p(XNY).
Ausserdem gilt wegen Proposition[9.9] dass £(XNY) = {(X AY) ist, sowie wegen Lemma

dass (X UY) =¢(X Ve Y) ist.
Zudem gilt wegen Lemma (iv), dass n(X) = £(X), sowie n(Y) = £(Y).
Aus E(XUY) <n(XUY)oder {(XNY) <n(XNY) folgt nun:
LX) +E(Y) =X ALY) —&(X Ve Y)
= {X) +E(Y) =X NY) =X UY) >nX) +n(Y) —n(XNY) —p(XUY) = -1

Da & nur Werte aus Z besitzt, wird die linke Seite der Gleichung an dieser Stelle 0 und &
bleibt submodular fiir (X,Y") in £(M;, Ms). O

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Satz (ST2).
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9.20 Satz:
Sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid. Dann existiert zu je zwei Erweiterungen des Ma-
troids M das eigentliche Amalgam.

Beweis. M habe Grundmenge 7. Wir nehmen nun zwei beliebige Erweiterungen M, My
von M mit den Grundmengen F,, E5 und den Rangfunktionen ry, 5, wobei 1 N Ey =T
und F;, U Ey = E sein soll. Zu diesen Erweiterungen zeigen wir nun, dass das eigentliche
Amalgam existiert.

Dazu definieren wir 7 und £ wie im vorherigen Abschnitt. Wenn wir zeigen kénnen, dass
fir alle Paare (X,Y) von Elementen aus L(Mj, Ms) entweder die Funktion 7 oder die
Funktion £ in £(M;, M) submodular ist, so ist £ nach Lemma auch submodular auf

P(FE) und das eigentliche Amalgam von M; und M; um M existiert.

Wir untersuchen im folgenden alle Félle von Paaren (X,Y’) von Mengen aus L(Mj, M,),
bei denen die Submodularitit von 7 verletzt sein konnte, und zeigen:

e entweder, dass der jeweilige Fall gar nicht auftreten kann,

e oder, dass £(X UY) <n(XUY) oder (X NY) < n(XNY) ist, dann muss nach
Lemma némlich die Funktion ¢ fiir (X,Y) in £(M;, M5) submodular sein.

Fiir alle diese Paare (X,Y") muss folgendes gelten:

(XN E;, Y NE;) und (X NE,, Y N E,) sind nach Lemma [9.1§] (ii) modulare Paare von
Flachen in M, bzw. M.

Nach Lemma [9.18] (iii) ist (X N7,Y NT) ein Paar disjunkt coplanarer Linien oder ein
disjunktes Geraden-Ebenenpaar.

Nach Proposition ist auch X NY € L(M;, My).
Wir beginnen mit der Unterscheidung der Félle:

Fall 1: XNT =[x und YNT = ly sind zwei disjunkt coplanare Linien. Hier differenzieren
wir zwei Unterfélle:

Fall 1a: Es gilt: T C clp, (X UY) N Ey) und T C clp, (X UY) N Ey).
Wir zeigen, dass (X UY) <n(X UY) gilt:
Man erweitere Y um einen Punkt ¢ € T\ ¢lp(Ix U ly), dann gilt:
(XU Uu{t})NnE)=r((XUY)NE;), und genauso fiir r,.
Ausserdem gilt:

r(XuYu{th)nT)=r(lxUly U{t}) =r(IxUly)+1=r(XUY)NT)+1

Also gilt:  n(X U (Y U{t}))
=r (XU Y U{))NE) + (XU (Y U{t)NE)—r(XU Y u{t})nT)
—r(XUY)NE) +r((XUY)NE) —r(XUuY)NT) -1
=nXUY)-1

In diesem Falle ist also {(X UY) <n(X UY).



9 DER BEWEIS VON SATZ (ST2) 75

Fall 1b: Es gilt: T € clp, (X UY) N Ey) oder T & clp, (X UY) N Ey) oder beides.
Dieser Fall kann nicht auftreten, wie in Satz[9.5 gezeigt wurde.
Fall 2: X NT = ex ist Ebene und Y N'T = [y eine dazu disjunkte Linie.

Wir versuchen diesen Fall auf den ersten zu reduzieren. Im folgenden sei L die Menge
aller Linien aus ey, die disjunkt coplanar zu ly sind. Es sind nur drei Félle relevant:

Fall 2a: Angenommen es gibt eine Linie [x € L fiir die gilt:
r (X NE) =r((X\T)Ulx)N E;)+ 1 oder symmetrisch dazu fiir 7, Es.
Dieser Fall kann nicht auftreten. Das wurde in Lemma [9.6 bewiesen.
Fall 2b: Angenommen fiir alle Linien [ € L gilt, dass
r(XNE)=r((X\T)Ul)N E;) und symmetrisch dazu fir ry, Es.
Ausserdem gelte fiir alle diese Linien, dass
rn(XNYNE)UI) =r((XNYNE))Ueyx) und symmetrisch dazu fiir ry, Ey.  (18)

Man nehme einen Punkt p; aus ex. Er spannt mit /y eine Ebene e auf. Da sich in dem
Matroid M jedes Ebenenpaar in einer Linie schneidet, schneidet sich die Ebene e mit der
Ebene ex in einer Linie [y, die p; enthélt.

Wir betrachten nun (Y U {p;}) N E;. Da Y N E eine Flache ist, die p; nicht enthalt, gilt:

Da X N E; und Y N E; Flachen in M; sind, ist auch X N'Y N F; eine Flache in M. Sie
enthélt keine Punkte aus T'. Also gilt:

rn(XNYNE)U{p})=r(XNYNE)+1 (20)
Wir betrachten einen zweiten Punkt py € [x mit ps # p1. Da lx und ly coplanar sind, gilt
p€lx CpViy=p V(Y NT)Ccly,({p1} U (Y NEY))
Daraus folgt:

r((YUlx)NE) =r((YU{p,p}) N E) =r (Y U{p})NE). (21)
Ausserdem gilt, da {p1,p2} Clx C X:
(X UY U{pr,pe}) NEY) =m((XUY)N EY) (22)

Aus den vorigen Gleichungen und der Modularitiat von (X N Ey,Y N Ey) in M folgt:
r(X NE) +r((YU{p,p})NE)
= (XN E)+ (Y U{p)) N EY)
r(XNE)+r(YNE)+1

(ot r(XUY)NE)+rm(XNYNE)+1

9)

g

B

= (XUY U{pLp)) NE) +1(XNYNE)+1

D (X UY U L) N E) +n((XNY N E)U ()

< ((XUY U{p,p}) NE) + (X NY NE) U{pi,pa})
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Aufgrund der Submodularitidt von r; muss in der letzten Zeile das Gleichheitszeichen
stehen, es muss also gelten, dass:

n((XNYNE)UIx)=r((XNY NE)U{p,p}) =r((XNYNE)U{p}) (23)

Die Gleichungen (20) und gelten analog auch fir 7. Aus X NY NT = (), der
Voraussetzung und diesen Gleichungen folgt:

n((XNY)Uey)
n((XNYNE)Uex)+r(XNYNE)Uex)—r(XNYNT)Uey)

5

(X NY NE)Uly) +m(XNY NE)Uly) —r(XNYNT)Uly) — 1

(XY NE) U] + (X NY N E)U{p}) —r(XNY AT)U{p}) -2
O (X NYNE) 41+ m(XNYNE)+1—r(XNYAT)—1-2
=nXNY)-1

Also gilt:

EXNY)<n(XNY).
Fall 2c: Angenommen fiir alle Linien [ € L gilt, dass
r(XNE)=r((X\T)Ul)N E;) und symmetrisch dazu fir ry, Es.
Ausserdem sei angenommen, es giabe eine Linie [x € L so dass entweder
r(XNYNE)Uex)=r(XNYNE)Ulyx)+1

oder das analoge fiir 79, F» oder beides gilt.

Dass dieser Fall nicht auftreten kann, wurde in Lemma bewiesen (welches sich wie-
derum auf Lemma [9.6| und damit auf Satz [0.5] bezieht).

Das waren alle problematischen Fille, die betrachtet werden mussten. Wir haben insge-
samt gezeigt, dass fiir alle Paare (X, Y’) von Mengen aus £(M;, M) entweder die Funktion
1 oder die Funktion £ submodular ist. Wegen Lemma [9.12] existiert also das eigentliche
Amalgam von M; und My um M und damit ist der Satz bewiesen. O

Als Korollar zu diesem Satz ergibt sich nun unser Hauptergebnis, der Satz (ST2):

9.21 Korollar:
Es sei M ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid. Dann ist M sticky.

10 die Aquivalenz der Sticky- und der Kantor-Vermutung

10.1 mogliche Gegenbeispiele der Sticky-Vermutung

Nach diesem ausufernden Beweis kdnnen wir endlich wieder zur Sticky-Vermutung kom-
men, wir fassen noch einmal aus den Ergebnissen von Abschnitt zusammen, welche
Kriterien ein mogliches Gegenbeispiel der Sticky-Vermutung erfiillen miisste:
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10.1 Satz:
Es sei M ein mogliches Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung, dann erfiillt M folgende
Kriterien:

(i) Es hat mindestens Rang 4.

(ii) Es hat keine der Intersection-Properties.

(iii) Es ist hypermodular.

(iv) Es besitzt kein disjunktes Geraden-Hyperebenenpaar, welches sich zum Schnitt brin-
gen lasst.

(v) Es ist nicht modular.

Beweis. (i) Korollar (ii) Satz 8.7 (iii) Korollar (iv) Satz (v) Satz[84 O

Wieder mit dem Satz von Wille/Kantor lésst sich die Frage der moglichen Gegenbei-
spiele auf Matroide von Rang 4 reduzieren:

10.2 Lemma:

Sei M ein Matroid von Rang n > 4, welches sticky ist, aber nicht modular, also ein
Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung. Dann gibt es mindestens eine Flache F' von
Rang n — 4 aus M, fiir die die Kontraktion M/F ein Matroid ist, welches auch schon
sticky ist, aber nicht modular.

Beweis. Fiir jede Fliache F' aus M von Rang n — 4 ist die Kontraktion M/F von M nach
Lemma [8.10| sticky. Waren alle diese Kontraktionen nun auch modular, so liesse sich M
vollig analog wie in dem Beweis von Satz nach dem Satz von Wille/Kantor in
ein modulares Matroid einbetten, héitte also alle Intersection Properties und wére nicht
sticky, da es nicht modular ist und die Sticky-Vermutung fiir alle Matroide gilt, die die
Intersection-Properties haben. Daher muss mindestens eines dieser Kontraktionen sticky,
aber nicht-modular sein. O]

Aus jedem méglichen Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung liesse sich also ein Matroid
von Rang 4 konstruieren, welches dann auch Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung
ware, es reicht also auch hier, sich mit Matroiden von Rang 4 zu beschéftigen. Bei Rang-
4-Matroiden lasst sich der Kriterienkatalog verschérfen. Es gilt:

10.3 Satz:
Ein Rang-4 Matroid M ist genau dann ein Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung, wenn
folgende zwei Aussagen gelten:

(i) M ist nicht modular.
(ii) M ist ein Hauptfilter-Matroid.

10.2 Gegenbeispiele der Sticky-Vermutung im unendlichen Fall

Aus jedem Rang-4-Gegenbeispiel fiir Kantor-Vermutung lédsst sich nun ein Gegenbeispiel
fiir die Sticky-Vermutung konstruieren.
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Sei M ein Gegenbeispiel von Rang 4 fiir die Kantor-Vermutung, welches wir mit dem
zweiten Einbettungssatz konstruiert haben (siehe auch Abschnitt [7.5]). Dann ist M
ein hypermodulares Rang-4-Matroid mit abzéhlbar unendlicher Grundmenge, welches sich
nicht in ein modulares Matroid einbetten lasst. Wir betten nun M mit dem ersten Ein-
bettungssatz in ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid M’ ein, was immer moglich ist. Dieses
Matroid M’ ist dann nicht modular. Es ist aber nach Satz (ST2) sticky, insgesamt also
ein Gegenbeispiel fiir die Sticky-Vermutung im unendlichen Fall.

Die auf diese Art konstruierten Matroide sind die einzigen uns bis jetzt bekannten Gegen-
beispiele fiir die Sticky-Vermutung. Im endlichen Fall sind uns bisher keine Gegenbeispiele
bekannt. Fiir den endlichen Fall zeigen wir nun dass die Sticky-Vermutung zur Kantor-
Vermutung dquivalent ist.

10.3 die Aquivalenz der Kantor und der Sticky-Vermutung im
endlichen Fall

Mit allen Ergebnissen dieser Arbeit ist nun die Aquivalenz der beiden Vermutungen spie-
lend zu beweisen. Beide Vermutungen miissen auf den Fall von Rang 4 reduziert werden.

10.4 Satz:
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Endliche Matroide, die sticky sind, sind modular. (die Sticky-Vermutung)
(2) Jedes endliche Rang-4-Matroid, welches sticky ist, ist auch modular.
(3) Jedes endliche Rang-4-Hauptfilter-Matroid ist modular.

(4) Jedes endliche Hauptfilter-Matroid ist modular. (die Kantor-Vermutung in der For-
mulierung von W.Hochstéttler)

Beweis. (1) < (2) wurde in Satz bewiesen.

(2) = (3): Angenommen (3) gélte nicht, und es gébe ein endliches nicht-modulares Rang-
4-Hauptfilter-Matroid. Dann wére dieses endliche Matroid nach Satz (ST2) sticky, aber
nicht modular, (2) und (1) gélten also nicht.

(3) = (2): Diese Richtung war bereits Bachem und Kern bekannt (siehe [3], Remark 1).
Angenommen (3) géilte und es sei M ein Rang-4-Matroid, welches sticky ist, dann hat M
nach Satz keine Fléachenpaare, die zum Schnitt gebracht werden kénnen, ist also nach
Lemma [4.3] ein Hauptfilter-Matroid. Nach (3) wére M dann auch ein modulares Matroid.
Es gilte also (2).

(3) & (4) wurde schon in Satz bewiesen. O



11 offene Fragen

11.1 die Bundle-Condition bei hoheren Rangen

Bei Rang-4-Matroiden gibt es zur Bundle-Condition und den Intersection-Properties ei-
ne klare Aussage (siehe Satz [2.79): Die Bundle-Condition und alle drei Intersection-
Properties sind bei Rang-4-Matroiden dquivalent. Bei Matroiden hoheren Ranges werden
die Verhaltnisse sehr viel komplizierter:

Das Verhéltnis der Bundle-Condition zu den Intersection-Properties ist bei Matroiden
hoheren Ranges weitestgehend ungeklért, es gilt zwar allgemein, dass die Giiltigkeit der
I P, die der Bundle-Condition impliziert, dies ist jedoch schon fast alles, was (bis jetzt)
gezeigt werden kann. Einen Satz konnen wir hierzu aber zeigen:

11.1 Satz:

Es sei M ein hypermodulares Matroid von Rang n > 4, in dem eine der drei Intersection-
Properties oder die Bundle-Condition nicht erfiillt ist. Dann gibt es eine Kontraktion von
M durch eine Flache von Rang n — 4 in der die Bundle-Condition nicht erfiillt ist.

Beweis. Angenommen in allen solchen Kontraktionen ware die Bundle-Condition erfiillt,
dann wiren diese alle nach dem ersten Einbettungssatz in ein modulares Matroid
einbettbar, und damit nach Satz auch in ein modulares Matroid streng einbettbar, und
damit wéire dem Satz von Wille/Kantor auch das ganze Matroid M in ein modulares
Matroid einbettbar, was nicht sein kann, da eine der drei Intersection-Properties bzw. die
Bundle-Condition nicht erfiillt ist. m

Es gilt zur Bundle-Condition im allgemeinen Fall noch folgendes Lemma:

11.2 Lemma:
In einem Matroid M sei die Bundle Condition nicht erfiillt. Dann gibt es in dem Matroid
ein Paar disjunkt coplanarer Linien, die nicht zum Schnitt gebracht werden kénnen.

Die Umkehrung dieses Lemmas ist nur fiir Rang-4-Matroide bewiesen, fiir hohere Range
ist dies eine sehr wichtige Frage. Angenommen es gibt in einem Matroid zwei disjunkt
coplanare Linien, die nicht zum Schnitt gebracht werden kénnen, dann kénnen wir bisher
nicht zeigen, dass in dem Matroid die Bundle-Condition verletzt ist, geschweige denn
etwas analoges wie Satz[3.13] der sagt, dass bei Rang-4-Matroiden die beiden Linien sich
dann in einem Vamos-Matroid befinden miissen.

Die Verallgemeinerung dieses Satzes wére aber auch eine Schliisselfrage fiir eine Verall-
gemeinerung von Satz (ST2) und daher sehr wichtig. Thr sollte in einer weiteren Arbeit
nachgegangen werden. Es schliesst sich hier noch eine weitere offene Frage an:

Wir haben in Satz gezeigt, dass ein Hauptfilter-Matroid modular ist, wenn in ihm eine
der Intersection Properties gilt. Es wére schon, wenn sich eine analoge Aussage mit der
Bundle-Condition beweisen lassen kdnnte.
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11.2 Fragen zu den Einbettungssitzen
11.2.1 zum ersten Einbettungssatz

Wir zeigten in Satz dass jedes hypermodulare Rang-4-Matroid sich in ein Rang-4-
Hauptfilter-Matroid einbetten lasst, welches keine zusétzlichen Linien besitzt. Wir vermu-
ten, dass diese Einbettung eindeutig ist, es wire wiinschenswert, das zu zeigen. Ausserdem
wire es wichtig zu erdrtern, wie eine Verallgemeinerung dieses Satzes auf hohere Rénge
aussehen konnte.

11.2.2 zum zweiten Einbettungssatz

Wir zeigten ausserdem in Satz dass sich jedes endliche Matroid in ein hypermodulares
Matroid desselben Ranges einbetten lésst. Wir benutzten im Beweis dieses Satzes eine
Konstruktion, in der jeweils zwei Ebenen des Matroids mit einem Punkt erweitert wurden,
dies wurde mit allen nicht-modularen Ebenenpaaren vorgenommen.

Wir vermuten, dass sich im Falle von Rang-4-Matroiden mit dieser Konstruktion sogar ein
Hauptfilter-Matroid ergibt. Um jedes Paar von disjunkt-coplanaren Geraden miisste sich
namlich im Laufe der Erweiterungsschritte ein Vamos-Matroid herumbauen, dies wire an
dieser Stelle zu zeigen.

Wir schlagen ausserdem (zunéchst fiir Rang 4) folgendes abgewandeltes Konstruktions-
prinzip vor: Man stelle sich die Erweiterungskonstruktion so vor, dass in jedem Schritt
nicht zwei Ebenen zum Schnitt gebracht werden, sondern soviele Ebenen wie moglich,
ohne dass der zugehorige modulare Filter modulare Paare von Ebenen enthélt. Dies ent-
spricht dann bei den Punktkontraktionen nicht mehr, wie bei der Konstruktion im Be-
weis von Satz den hyper-freien Ebenenerweiterungen, sondern sogenannten ’bound’-
Erweiterungen, wie sie in [2I] erwéhnt werden. Solche Erweiterungen sind lange nicht so
gut erforscht wie die freien Ebenenerweiterungen, wir vermuten, dass sich bei den Punkt-
kontraktionen schlussendlich desarguessche projektive Ebenen ergeben und hoffen mit
dieser Konstruktion moglicherweise ein Gegenbeispiel fiir die 2. Kantorsche Teilvermu-
tung im unendlichen Fall zu erhalten.

Erhielten wir mit einer solchen 'bound’-Erweiterung evtl. sogar eine Konstruktion, die im
Endlichen abbricht und ein Gegenbeispiel der Kantor-Vermutung erzeugt? Wir vermu-
ten, dass das nicht funktioniert, weil wir vermuten, dass die Anzahl der zu schneidenden
Ebenen exponentiell wichst und sich immer mehr neue nicht-modulare Paare von Ebenen
ergeben, als in einem Schritt zum Schnitt gebracht werden kénnen. Dies gilt es jedoch zu
beweisen.

11.2.3 unendliche Erweiterungsketten

Wir haben in Satz bewiesen, dass die im Beweis von Satz benutzte Konstruktion
der Erweiterungen von Ebenenpaaren fiir endliche Matroide, die keine hypermodularen
Matroide sind, und erweitert werden sollen, nicht abbricht. Wie sieht es mit anderen
Erweiterungsketten aus, in denen z.B. auch Geraden zum Schnitt gebracht werden?
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Das Studium solcher Erweiterungsketten konnte fiir einen Beweisversuch der Kantor-
Vermutung interessant sein. Wann brechen sie ab, gibt es Muster solcher Ketten, die
zum Ziel fithren konnten, oder konnte man auf der anderen Seite zeigen, dass man z.B.
das Vamos-Matroid mit einer periodischen Kette nie zu einem endlichen hypermodularen
Matroid erweitern kann?

Dies sind alles Versuche, die Kantor-Vermutung algorithmisch zu beweisen. Genauso in-
teressant, wie es ware, einen solchen "Algorithmus’ zu finden, der zum Ziel fiihrt, wére
es, auszuloten, wo die Grenzen eines solchen ’Algorithmus’ liegen und wieweit ein sol-
cher Algorithmus dann auch gleich die Frage der Existenz projektiver Ebenen gewisser
Ordnungen beantworten konnen miisste.

11.2.4 zu den Folgerungen der Einbettungssatze

Wir folgerten bei Rang-4-Matroiden den allgemeinen Satz, dass jedes endliche Rang-4-
Matroid in ein Rang-4-Hauptfilter-Matroid einbettbar ist. Wir vermuten, dass dieser Satz
auch fiir alle Rénge gilt, eine dhnliche Konstruktion wie im Beweis von Satz wird
wahrscheinlich zum Ziel fithren. Wir formulieren ihn hier aber noch als Vermutung:

11.3 Conjecture:
Jede endliche Matroid ist in ein Hauptfilter-Matroid einbettbar.

Wiirde hier das Einbettungs-Matroid auch als endlich vorausgesetzt werden, dann wiirde
aus der Vermutung erstens folgen, dass die Kantor-Vermutung nicht gilt und zweitens,
dass sich jedes endliche Rang-3-Matroid in eine endliche projektive Ebene einbetten lasst.

11.3 Die Verallgemeinerung von Satz (ST2)
Das Fernziel an dieser Stelle ist es, folgende Vermutung zu beweisen:

11.4 Conjecture:
Folgende Aussagen sind équivalent:

(i) Ein Matroid M ist sticky.
(ii) Jeder modulare Filter in M ist ein Hauptfilter.

Beide Richtungen sind fiir hohere Rénge offen, fiir die Richtung (i) = (ii), dass heisst
die Verallgemeinerung von Satz[8.13| gibt es jedoch einen Beweisansatz, den wir in dieser
Arbeit aber noch als Vermutung formulieren:

11.5 Conjecture:

Ein Matroid ist nicht sticky, wenn es ein nicht-modulares Paar (X, H) von Flachen besitzt,
welches solange zum Schnitt gebracht werden kann, bis es modular ist, wobei H eine
Hyperebene ist. Matroide, in denen es ein nicht-modulares Flachenpaar gibt, welches zum
Schnitt gebracht werden kann, besitzen auch ein solches Flachenpaar (X, H).
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Ein Beweis dieser Vermutung folgt in einer weiteren Arbeit. Die Richtung von (ii) = (i)
in der Vermutung, also die Aussage, dass Hauptfilter-Matroide sticky sind (die Verallge-
meinerung von Satz (ST2) auf hohere Rénge), scheint sehr viel schwieriger zu beweisen
zu sein. Es gibt viele Stellen im Beweis von Satz (ST2), an denen explizit von der Tatsa-
che gebraucht gemacht wird, dass es sich um Rang-4-Matroide handelt. Alleine bei den
Fallunterscheidungen, gébe es viele neue Félle, das Lemma[9.17] gilt nicht mehr fiir héhere
Rénge, dies kénnte evtl noch mit Korollar [0.13] umgangen werden. Aber auch die Fallun-
terscheidungen mit 7' C ¢l(X UY') miissten wahrscheinlich auch ausdifferenziert werden.
Ein Knackpunkt wiire auch noch die (in Abschnitt beschriebene) Problematik der
Verallgemeinerung von Satz [3.13]

11.4 Gegenbeispiele der Sticky-Vermutung hoheren Ranges

Wir haben in Abschnitt [10.1] Satz[10.1] einen Katalog von Kriterien aufgestellt, den mog-
liche Gegenbeispiele der Sticky-Vermutung allgemeinen Ranges erfiillen miissten.

Wir wissen aber bis heute nicht, ob Matroide, die diesen Kriterienkatalog erfiillen, fiir
Rang > 4 iiberhaupt existieren, ob sie, wenn sie noch nicht-modulare Paare besitzen, die
zum Schnitt gebracht werden konnen, sticky sind oder nicht, ob sie sich zu Hauptfilter-
Matroiden erweitern lassen, und ob diese Matroide dann wiederum sticky sind oder nicht.

Jeder Schritt dieser Verallgemeinerungen ist uns unbekannt und sollte ndher betrachtet
werden. Fiir alle diese Verallgemeinerungsbeispiele schlagen wir vor, zunachst Rang-5-
Matroide zu betrachten, um die Probleme genau zu erkennen, die auftreten konnen.

11.5 Erweiterungen des Begriffs der Stickyness

Aufgrund der Ergebnisse dieser Arbeit waren wir motiviert, den Begriff der Stickyness
noch etwas zu préazisieren. Zu einer Frage der zugehorigen Amalgame fithren wir einen
weiteren Begriff ein:

11.6 Definition:
Ein Matroid M heisst eigentlich sticky, falls zu zwei beliebigen Erweiterungen dieses
Matroids das eigentliche Amalgam existiert.

Es gilt, dass Rang-4-Hauptfilter-Matroide eigentlich sticky sind. Ausserdem gilt allgemein,
dass modulare Matroide eigentlich sticky sind. Das heisst, dass bis jetzt alle bekannten
Matroide, die sticky sind, auch eigentlich sticky sind. Es gilt:

11.7 Satz:
Ein Rang-4-Matroid ist genau dann sticky, wenn es eigentlich sticky ist.

Fiir hohere Rénge formulieren wir den offenen Fall als Vermutung:

11.8 Conjecture:
Ein Matroid, welches sticky ist, ist auch eigentlich sticky.
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Viel mehr offene Fragen und Beweisansétze ergaben sich im endlichen Fall zur Kantor-
Vermutung, wir haben auch einen (noch zu iiberpriifenden) Ansatz fiir einen Beweis der
Kantor-Vermutung fiir hypermodulare Rang-4-Matroide bis einschliesslich Ordnung 6.
Diese Fragen gehen jedoch weit {iber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, es wird ihnen
eine weitere Arbeit gewidmet werden.
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