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1 Motivation - Gutschein fiir ein Essen zu zweit

Vorliegende Arbeit behandelt diskrete Optimierungsprobleme auf der Knoten-
menge von Graphen G auf folgende Weise. Eine Funktion k : Ny — R von den
nichtnegativen Zahlen auf die reellen Zahlen heikt diskrete konvexe Funktion,
wenn fir alle i € Ny gilt

2k(i+1) < k(i) + k(i + 2).

Wir betrachten den Graphen G = (V, E). Bezeichne H = (V,F) mit F C E
einen Teilgraphen von G und dy : V — Ny seine Knotengradfunktion. Wir
wollen einen Teilgraphen H = (V, F') mit |F| = k bestimmen, fiir den

k(H) = k(dn(v))

veV

minimiert wird. Viele Anwendungsbeispiele fiir diese Optimierungsprobleme
sind denkbar. Betrachten wir als einleitendes, intuitives Beispiel ein Problem,
das sich im Alltag einiger Mathematiker ergeben konnte.

Eines Tages besuchte der Leiter des mathematischen Institutes seine fiinf Mitar-
beiter und sprach: ,Ein ganzes Jahr anstrengende Arbeit liegt hinter Euch. Zum
Dank dafiir sollt Thr gemeinsam Essen gehen. Ich schenke Euch vier Gutscheine
fiir ein Essen zu zweit. Bitte teilt sie gerecht untereinander.” Kurz bevor er den
Raum verlie, horte er, wie ein Mathematiker murmelte: ,Gerecht wére es, wenn
jeder 1,6 Meniis verspeist.” Ein Lacheln zuckte um die Mundwinkel des Leiters
und kurz bevor er die Tiir schloss, sagte er verschmitzt: ,,Und teilt weise.”
Nachdem sie wieder unter sich waren, fingen sie an zu diskutieren. Sie hatten
zwar gut zusammengearbeitet, doch manche Mathematiker mochten sich nicht
gern genug, um auch gemeinsam Essen zu gehen. Geht man davon aus, dass Sym-
pathie auf Gegenseitigkeit beruht und schliefsen wir iibertriebene Eigenliebe aus,
dann ergibt sich fiir unsere Arbeitskollegen folgender schlichte Sympathiegraph.

2

Abbildung 1: Der Sympathiegraph

Sie iiberlegten weiter, dass sich je zwei Mathematiker einen Gutschein teilen
miissen, wobei jeder Mathematiker aus Gerechtigkeitsgriinden mit méglichst ei-
ner dhnlichen Anzahl von Mathematikern Essen gehen sollte. Gerechtigkeit kann



wegen unseres Sympathiegraphen offenbar nicht bedeuten, dass jeder Mathema-
tiker genau so oft wie ein anderer Mathematiker Essen gehen kann. Klar ist auch,
dass kein Mathematiker einen Gutschein alleine in Anspruch nehmen darf. An-
gewandt auf unseren Sympathiegraphen ergibt sich folgende Problemstellung.
Wie kann man vier Kanten als Gutscheine so markieren, dass eine moglichst
gerechte Aufteilung der Gutscheine stattfindet. Recht plausibel scheint folgen-
de Vorstellung von Gerechtigkeit - Wenn sich moglichst wenige Gutscheine im
Graphen paaren, dann bekommen alle Mathematiker eine den Umsténden ent-
sprechend dhnliche Méglichkeit. Hier sieht man drei Losungen, die ersten beiden
sind optimal und die dritte ist nicht optimal.

Abbildung 2: Zwei optimale und eine nicht-optimale Losung

Intuitiv ist klar, dass aufgrund 8 + 5 drei Mathematiker je zwei gemeinsame
Essen ((8 mod 5) und (8 div 5)41) und zwei Mathematiker je ein gemeinsames
Essen (8 div 5) teilen miissen. Ob dieses absolute Minimum, wie in unserem Fall
moglich ist, hdngt von den Beziehungen untereinander ab. Angenommen, der
Institutsleiter hétte ihnen sechs Gutscheine gegeben, dann ist die bestmdégliche
Losung, dass sich zwei Mathematiker drei Gutscheine und drei Mathematiker
zwei Gutscheine teilen. Das ist aber wegen Mathematiker 1 nicht moglich. Die
nichstbessere Losung wiire, dass sich ein Mathematiker einen Gutschein, ein
anderer zwei und die Restlichen drei Gutscheine teilen. In unserem Fall gibt es
diese Losung, und nur drei zu priifende Moglichkeiten. Bei n Mathematikern und
|F'| Gutscheinen kénnte die Problemstellung eintreten, dass die Existenz eines
absoluten Minimums zu priifen ist, das fiir n — (2|F| mod n) Knoten den Grad
(2|F| div n) und fiir (2|F| mod n) Knoten den Grad ((2|F| div n) + 1) ergibt.
Somit kommen (}) mit (k := 2|F| mod n) mdgliche Kombinationen in Frage.
Aufgrund der bekannten Beziehung 2" = 2:0 (Z), kénnen es exponentiell
viele Moglichkeiten sein. Denn angenommen, es gelte (7) € O(n®*) fiir alle
ke {l,...,n} mit s; € N. Dann folgt 2" € O(n®"), wobei s; = max{s; + 1|k €
1,...,n} ist. Widerspruch!

Es stellt sich die Frage, ob dieses Problem {iberhaupt in polynomieller Zeit 16sbar
ist. Eine positive Antwort, O(|V|>?), wurde in der Arbeit ,Minsquare Factors
and Maxfixcover Covers of Graphs” von Nicola Appolonio und Andras Sebd [3]
gegeben. In vorliegender Arbeit wird im ersten Teil eine Reduktion des Problems
zu einem gewichteten f-Faktor Problem vorgenommen. Diesen Weg wihlten
auch Nicola Appolonio und Andras Sebd in einer zweiten Arbeit [4]. Allerdings
ist diese Reduktion sehr kompliziert und vergréfert zudem die Komplexitit
des Problems betrichtlich. Unsere Reduktion ermdglicht mit dem Algorithmus



von Gabow [9] eine Losung des Problems in der Zeit O(|E|?log(|V])). Damit
verbessern wir die Komplexitdt von Appolonio und Sebd. Im zweiten Teil der
Arbeit stellen wir den Algorithmus fiir das gewichtete f-Faktor Problem vor, der
in seinen einzelnen Bestandteilen auf den Arbeiten von Tutte [10], Edmonds [10],
Ford, Fulkerson und Dantzig [12], Galil, Gabow und Micali [8] und Gabow [9]
basiert. Entscheidend fiir die Komplexitét unseres Problems sind die Arbeiten
[9] und [8]. Wir haben die Ergebnisse hinsichtlich der Lésung des Minkonvex
Problems zusammengetragen.

2 Das Minkonvex Problem

2.1 Formalisierung

Fiir das Versténdnis der n&chsten Abschnitte ist es notwendig, einige Konven-
tionen beziiglich der Notation zu treffen. Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar von
disjunkten endlichen Mengen, wobei die Elemente von E 2-Multimengen von
V sind. Die Elemente von V nennt man Knoten (Vertex) des Graphen G und
die Elemente von F bezeichnet man als Kanten (Edge) von G. Man schreibt
fiir V auch V(G) und fiir F auch E(G). Ein Knoten v heift mit einer Kante e
inzident, wenn v € e gilt. Inzidiert nur ein Knoten v mit einer Kante e, so heifit
e Schleife. Inzidieren zwei Knoten mit einer Kante e; und einer weiteren Kante
e2, so heillen e; und ey parallele Kanten. Besitzt ein Graph G keine Schleifen
und keine parallelen Kanten, so bezeichnen wir ihn als schlichten Graphen. Gilt
flir zwei Knoten v1,vo € E, so heifen sie benachbart oder adjazent. Die Funktion
dg 'V — N mit

dg(v) = [{ele € E(G), v ist inzident zu e}|

heifst Gradfunktion des schlichten Graphen G und gibt fiir jeden Knoten v die
Anzahl der inzidenten Knoten, den Knotengrad an. Summiert man die Knoten-
grade aller Knoten eines Graphen, so ist klar, dass jede Kante genau zweimal
gezidhlt wird. Also gilt

> da(v) =2|E|.

veV

Die Gradfunktion ist auch fiir Graphen mit Schleifen und parallelen Kanten
definiert. Dabei ist zu beachten, dass eine Schleife an einem Knoten doppelt
gezihlt wird. Ein Graph G’ = (V' E’) heifst Teilgraph von G, wenn V' C V und
E’ C F gilt. Man betrachte nun den Teilgraphen H = (V, F) von G mit FF C E
. Gilt fiir eine Funktion f : V — Ny

f:dHa

so nennt man den Teilgraphen H einen f-Foktor von G. Wir bezeichnen im
Weiteren eine Kante e € E aus G als F-Kante, wenn sie in der Kantenmenge



des Teilgraphen H = (V, F) liegt. Ein Spaziergang ouf G ist ein nichtleerer
Teilgraph S = (V, W) von G der Form

W = {{Uo’Ul}, {’Ulvg}, ey {vk_lvk}}.

Sind die v;,v; € V paarweise verschieden, so bezeichnen wir den Spaziergang S
als Pfad P. Der Pfad P heifst Kreis, wenn vy = vy gilt. Wir identifizieren im
Folgenden einen Spaziergang S mit einer alternierenden Folge von Knoten und
Kanten, schreiben also

S = (vo, {vo,vi}..., {ve—1, vk}, Vi)

und nennen S einen Spaziergang von vp nach vg. Ist k eine gerade, ganze Zahl,
so heiflt der Spaziergang S gerader Spaziergang, sonst ungerader Spaziergang.
Weiterhin definieren wir SN H := (V,FNW) bzw. SUH = (V,FUW) als
Teilgraphen von G. Ein nicht leerer Teilgraph H = (V' E’) von G = (V, E)
heifit zusammenhingend, wenn fiir je zwei Knoten v,v’ € V' ein Pfad P =
(v,...,v") in H existiert. Ein maximal zusammenhingender Teilgraph H von
G heiftt Komponente von G. Ein Graph G, der keinen Kreis enthilt, nennt sich
Wald. Ein zusammenhé&ngender Wald nennt sich Baum. Ein Wald ist demnach
ein Graph, dessen Komponenten Biume sind.

Sei nun in unserem Problem G := (V, E) ein schlichter, ungerichteter Graph (der
Sympathiegraph). Gesucht ist ein Teilgraph H := (V, F) mit einer Kantenmenge
F C FE konstanter Kardinalitdt |F| =: k (die Gutscheine), bei welchem die
Anzahl von Kantenpaaren minimal ist. D.h. es soll gelten

s(H) =Y (dHQ(“)> = % > du(v)? - % > du(v) = % > du(v)? = k = min.

veV veV veV veV

Es ergibt sich das Optimierungsproblem

Minsquare(G, k) := {H =(V,F)] Z dp(v) = 2k und Z dp(v)? = mm}
veV veV

Im Allgemeinen existieren mehrere optimale Lésungen, wie man bereits beim
Einfiihrungsbeispiel sehen konnte. Wir wollen das Problem verallgemeinern.

Definition 2.1.1. FEine Funktion k : Ng — R wvon den nichtnegativen Zahlen
auf die reellen Zahlen heifit diskrete konvexe Funktion, wenn fir alle 1 € Ng gilt

(i + 1) < k(i) + k(i + 2).

Bei dieser Definition handelt es sich um das eindimensionale diskrete Ana-
logon zu einer reellwertigen konvexen Funktion K : D — R, wobei D eine
konvexe Menge mit D C R" ist. Fiir eine konvexe Funktion K gilt die Bezie-
hung K (az+8y) < aK(x)+ 8K (y) fir alle z,y € D und o, 8 € R mit a+5 = 1.
Setzen wir fir «, 8 := % und fiir z ;== 4,y := i+ 2, wobei die ¢,i + 1,1+ 2 € D
ganze Zahlen sind, so erhalten wir 2K (i + 1) < K(i) + K (i + 2).



Satz 2.1.2. Fir eine diskrete konvexe Funktion k : Ny — R, &,& € Z und
i€ N miti+ (& + &) >0 gilt

k(i + (61 +&2)) — k(i) = k(i + &) — k(i) + k(i + &) — k(i),
wenn &1,&2 das gleiche Vorzeichen besitzen.

Beweis. Fiir positive &1, &, gilt wegen 2.1.1

§1+E€2
Ki+ (G +&)—ki+&) = > (k(i+r) —k(i+ (k- 1))
k=§1+1
&1+€2
> (k(i+ (5= 1)) — k(i + (5 — 2))
k=&1+1
&1+6&2
> (k(i+r—2) = k(i+ (k- 3))
K=&1+1
&1+&2
L2 Z (k(i+r—&)—k(i+ (k=& —1))
k=&1+1

= k(i+ &) — k(i)

Nach Vertauschen der Summationsgrenzen, erfolgt der Fall mit negativen
Vorzeichen analog.

v

Y

Y]

O

Dieser Satz 1afst sich zu einem fiir unsere Arbeit sehr wichtigen Fakt verall-
gemeinern.

Folgerung 2.1.3. Es sei k : Ng — R eine diskrete konvexe Funktion und
i € Ny. Besitzen die ganzen Zahlen &1,...,&s das gleiche Vorzeichen und ist
(i + 3 El) >0, so gilt

l+Z§l — k(i Z (i + &) — k(i)

Beweis. Mit vollstédndiger Induktion nach s.
e Induktionsanfang: Fiir s = 1 gilt offenbar Gleichheit.
e Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle ¢ < s.

e Induktionsbeweis: Mit 2.1.2 ergibt sich:



kG + 3 &) - k(i)

=1

B+ S 6 € — (i)
=1

s—1

> k(i+ Y &) — k(@) +1(i + &) — k(i)
=1
s—1
> Y (k(i+&) — k(i) + k(i + &) — k(5)

O

Wir betrachten nun den Graphen G = (V, E). Sei k € Nund [, : Ny — R
eine diskrete konvexe Funktion fiir alle v € V. Sei weiterhin [ : Z¥ — R die
diskrete separable konvexe Funktion

Wdm) =Y ly(du(v)).

veV

Wir wollen einen Teilgraphen H = (V, F') mit |F| = k bestimmen, fiir den I(dx)
minimiert wird. In der Notation von oben ergibt sich das Problem

Minkonvex(G, k) = {H = (V, F)] Z dg(v) =2k und I(dy) = min}.
veV

Offenbar handelt es sich bei der Funktion s : Ny — R mit s(x) := 22 um eine
diskrete konvexe Funktion, so dass Minsquare ein Spezialfall von Minkonvex ist.

2.2 Der klassische Weg - Verbesserungspfade

In vielen Algorithmen der sogenannten Matchingtheorie hat es sich bewihrt,
ausgehend von einer nicht optimalen Losung schrittweise nach Verbesserungen
zu suchen. Mit diesem Ansatz gelang es auch Apollonio und Sebé [3] zu zeigen,
dass ein polynomieller Algorithmus fiir das Minsquare-Problem existiert.

Wir wéhlen einen beliebigen Teilgraphen H = (V, F) von G = (V, E), der nicht
minimal ist. Dann kdnnen wir, ausgehend von einem Knoten v; und einer F-
Kante {v;,v;}, einen Spaziergang suchen, dessen Kanten abwechselnd in F' und
in (E'\ F) liegen und der mit einer (E\ F')-Kante {v;,v; } und dem Knoten v,/
endet. Vertauschen wir die F-Kanten mit den (E \ F')-Kanten, dann erhalten
wir einen neuen Teilgraphen H' = (V, F’). Ob es sich um eine Verbesserung der
Minimalitdtsbedingung handelt, héngt von der Gradsequenz di von H ab. Es
ist



S l(dm(v) = Y. L)+

veV veV\({vi}U{vj/})
lvl((dH(Ui) - 1)) + lvy, (dH(’U]‘/) + 1).

Gilt 1y, (du(vi) = 1)) + lo,, (du(vy) + 1) < Ly, (du (vi) + lo, (dr (v5), dann
haben wir eine Verbesserung vorgenommen. Fiir unser Minsquare-Problem be-

deutet dies beispielsweise dg(v;) +1 < dg(v;). Das folgende Beispiel zeigt eine
solche Verbesserung.

Beispiel 2.2.1. Wir verdndern den nichi-optimalen Teilgraphen H = (V, F)
aus Abbildung 2 auf Seite 4 durch den Pfad P = (2,24,4,45,5) zu folgendem
Teilgraphen H' = (V, F'). Wegen dg(2) = 3 und dg(5) = 1 handelt es sich um
eine Verbesserung.

Abbildung 3: Verbesserung durch Pfad P

Bedauerlicherweise existiert ein solcher Spaziergang bzw. Pfad nicht immer,

wenn H nicht minimal ist. Das folgende Beispiel beweist dies bereits im bipar-
titen Graphen.

Beispiel 2.2.2. FEin verbessernder Spaziergang von 7 nach 6 existiert nicht.
Das wdre wegen obiger Bedingung die einzige Moglichkeit. Allerdings gibt es
die zwei Pfade (1,15,5,53,3,37,7) und (2,26,6), die nach Tausch der F- und
(E\ F)-Kanten einen minimalen Teilgraphen H' = (V, F') bereitstellen.

P

2@ ®5
3
/) @ 7

Abbildung 4: Nichtoptimaler bipartiter Graph

Es zeigt sich jedoch in 2.2.7, dass es eine der zwei Verbesserungsmaoglichkei-
ten aus unseren Beispielen geben muss, wenn der Teilgraph H = (V, F) nicht
minimal ist. Es ergehen folgende Definitionen.



Definition 2.2.3. Sei S ein Spaziergang, P ein Pfad auf G und FF C E. Man
nennt S einen F — (E\ F )-alternierenden Spaziergang und P einen F — (E\ F)-
alternierenden Pfad, wenn die Kanten von S bzw. P abwechselnd in F und
(E\ F) liegen.

Sei S ein F-E\ F-alternierender Spaziergang. Die Abbildung As : V — Z mit
As(v) = dg\g (v) — dsnm(v) heift der Wechsel von F' beziiglich S.

Ein alternierender Spaziergang kann an seinen Enden zwei F-Kanten, zwei
(E \ F)-Kanten oder jeweils eine F-Kante und eine (F \ F)-Kante besitzen.
Ein Vertauschen der Kanten wie in unseren Beispielen, kann demnach zu ei-
nem Uberschuf von einer F-Kante bzw. einer (E \ F)-Kante fiihren. Fiir den
Wechsel ergeben sich in diesen drei Fillen ) .\ As(v) = —2 oder 42 oder 0.
Demnach beschreibt der Wechsel genau die Verdnderung des Knotengrades nach
Tausch der Kanten. Um einen Uberschuss bzw. das Fehlen einer Kante nach dem
Kantentausch auf einem alternierenden Spaziergang zu vermeiden, erscheint es
sinnvoll, solche Spaziergénge zu paaren.

Definition 2.2.4.

1. Ein Verbesserungsspaziergang erster Art ist ein gerader F-(E\F )-alternie-
render Spaziergang @, von Knoten v; nach Knoten v;, der mit einer F-
Kante beginnt und mit einer (E\ F)-Kante endet, wobei v; # v; ist und
es gilt

l(dH + /\Q) < l(dH)

2. Verbesserungsspaziergang zweiter Art sind zwei ungerade alternierende,
kantendisjunkte Spazierginge Pt = (v;,...,vy) und P~ = (vj,...,vj) mit
Vi, Vi # v;,vj, wobei die Endknoten von PT mit F-Kanten und die von
P~ mit (E\ F)-Kanten inzidieren und es gilt

l(dH + Ap+ + /\p—) < l(dH)

Fiir unser Minsquare-Problem erkennt man durch leichtes Nachrechnen fiir
Verbesserungsspaziergénge erster Art die Bedingung dg(vi) + 1 < dg(v;) und
fiir Verbesserungsspazierginge zweiter Art die Bedingung dg (v;)+dg (vj)+2 <
dp(v;) + dg(vyy), wenn v; # vy und v; # vy ist. Natiirlich sind bei Verbesse-
rungsspaziergiangen zweiter Art auch Kreise zugelassen, denn in solch einem
Kreis gibt es einen Knoten, der mit zwei F' bzw. mit zwei E \ F-Kanten inzi-
diert. Somit wird nach Kantentausch der Knotengrad von v um +2 oder —2
verdndert.

Hilfssatz 2.2.5. Seien F,Fy C E mit |F| = |Fy|. FAFy := (F\ Fy)U(Fy\ F)
bezeichne die symmetrischen Differenz. Bezeichne E(S,) die Kantenmenge eines
(F — E\ F)-alternierenden Spazierganges S,. Dann gilt:
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1. FEs gibt eine minimale Anzahl s kantendisjunkter Spazierginge S, , fiir wel-

che FAFy = (US_,E(S,)) ist.

Alle Spazierginge aus 1. sind kompatibel, d.h. Spazierginge S, , die mit
dem festen Knoten v; starten, beginnen alle mit einer F-Kante bzw. alle
mit einer (E\ F )-Kante in v;. Insbesondere heifit das Mg, (v;) > 0 fiir alle
S, oder \s,(v;) <0 fir alle S,.

Die Spazierginge aus 1. bestehen aus t geraden alternierenden Spaziergdin-
gen Q; mitj € {1,...,t} und aus t’ Paaren von ungeraden alternierenden
Spaziergingen P;", P, mit i € {1,...,t'}, wobei die Endknoten der P;"

mit F-Kanten und die Endknoten der P, mit E \ F-Kanten inzidieren.

Beweis.

1. Eine Menge mit minimaler Anzahl (F' — E \ F)-alternierender, disjunkter

Spaziergénge, die genau aus den Kanten von F'AFy besteht, muss existie-
ren, denn bereits alle Kanten aus FAFy bilden eine Menge kantendisjunk-
ter, alternierender Spaziergéinge. (Die Fp-Kanten sind die E \ F-Kanten
in FAE))

Angenommen, es existieren zwei Spazierginge S und S’, die beide mit
dem Knoten v; beginnen, wobei v; in S mit einer F-Kante und in S’ mit
einer (E \ F)-Kante inzidiert. Dann ist die Vereinigung von S und S’ ein
alternierender Spaziergang. Widerspruch zur Minimalitét von s in 1.!

Da F und Fy die gleiche Michtigkeit besitzen, folgt, dass in FAF, die
Anzahl der alternierenden Spazierginge, deren Enden mit F-Kanten be-
ginnen und enden, gleich der Anzahl der alternierenden Spaziergénge ist,
die mit (E \ F)-Kanten beginnen und enden.

O

Folgerung 2.2.6. Fir die Gradsequenzen dp,dp, von H = (V, F) und Hy =

du, = Y _As, +dn.
v=1

Beweis. Wegen FAFy = (US_;11,) und der Assoziativitit der symmetrischen
Differenz folgt Fy = FA(FAFy) = FA(U;_1 E(S,)).Also gilt:

dm,

dHA(Uizlsu)
= du\(s_,s,) T dws_ s,\H
= dg\(s_,s,) T dws_ so\H T drnws_,s,) — dws_,s,)nH
= (dws_,s,\m = dws_,s)nm) +da = (dus_ (s,\m) — du;_,(s,nm)) +du
= > (ds,u —ds,nn) +du

v=1

11



> s, +du.
v=1
O

Existenzsatz 2.2.7. Sei H = (V, F) ein Teilgraph von G = (V, E) mit |F| = k.
Genau dann existiert ein Verbesserungsspaziergang erster Art oder ein Verbes-
serungsspaziergang zweiter Art, wenn l(dp) nicht minimal ist.

Beweis.
—: Klar.

<—: Weil F nicht optimal ist, existiert ein optimaler Teilgraph Hy = (V, Fp)
von G = (V, E) und es gilt wegen 2.2.6 und 2.2.5.2.

0 > l(dHO)fl(d)

= > L(dg, ) =Y Ldu(v

veV veV

= > L((dr®) + > As, () = > Lu(du(v))
veV v=1 veV

= > L((dr) +> A, +Z)\P+UP = > l(du(v
veV Jj=1 veV

> ZZ V) + g, (v) = lo(dr () + > Y (L(dr(v) +
veV j=1 veV i=1

Apiop- () — L(dr (v)))

= D O (u(du®) + A, (v) = L(da () + > (l(du(v) +

j=1 veV i=1 veV
)‘P;rUP[ () = lu(du(v))))

t

= > (di +Aq,) = Udm)) + Y _(Udn + Apryp-) = U(dn))

j=1

Nach 2.2.4 gibt es einen Verbesserungsspaziergang zweiter oder erster Art.
O

Wir kénnen durch die Suche nach Verbesserungsspaziergéngen eine nicht op-
timale Kantenmenge F' schrittweise verbessern. Verbesserungsspazierginge las-
sen sich auf verschiedene Weise in polynomieller Zeit finden, was aber aufgrund
der speziellen Situation des paarweisen Auftretens von alternierenden Spazier-

gingen nicht einfach ist. Im Minsquare-Problem wéren wegen _ . d a(v)? <

12



ey da(v)? < |[VI([V] —1)? grokenordnungsmifig O(|V[?) Verbesserungsspa-
zierginge ndtig, um einen optimalen Teilgraphen H zu finden. Das Minsquare-
Problem lasst sich demnach in polynomieller Zeit 16sen. Da jedoch die Anzahl
der zu suchenden Verbesserungspfade offensichtlich von der diskreten, konvexen
Funktion abhéngt, kann es beim Losen dieses Problems zu erheblichen Schwan-
kungen der Zeitschranken kommen, bis dahingehend, dass ein Problem nicht
in polynomieller Zeit 15sbar ist. Um eine Unabhéngigkeit von den jeweiligen
konvexen Funktionen zu erreichen, ist demnach der Versuch naheliegend, alle
alternierenden Pfade aus FAFy zu finden, denn deren Anzahl kann den Wert
2| F| nicht iiberschreiten. Das ist bisher nicht gelungen.

Unser Ansatz vermeidet die Suche nach Verbesserungsspaziergéngen. Stattdes-
sen reduzieren wir das Problem auf ein klassisches Problem der Graphentheorie,
auf die Suche nach einem maximal gewichteten f-Faktor.

2.3 Die schnelle Losung - Der gewichtete Graph

Die Hauptidee der nachfolgenden Konstruktion ist es, die Bedingungen |F| = k
und ) oy ly(dg(v)) = min, die an einen gesuchten Teilgraphen H = (V, F)
von G gestellt werden, in einem Hilfsgraphen so unterzubringen, dass man nach
einem konkreten f-Faktor, also nach einem Teilgraphen mit einer festgelegten
Knotensequenz suchen kann. Das ist in G nicht der Fall. Wir kennen zwar die
Anzahl der Kanten des gesuchten Teilgraphen, jedoch nicht die Knotensequenz
eines solchen.

Wir konstruieren einen Hilfsgraphen G’ = (V U {z}, E U E*) durch Hinzufiigen
eines Knotens z zu G, der zu allen v € V durch dg(v) parallele Kanten e, ; mit
1 <i <dg(v) adjazent ist. Weiterhin setzen wir

E® = U {ev,i]1 <i<dg(v)}.
veV

Wir definieren eine Kantengewichtsfunktion auf der Kantenmenge E' :=
E U E® durch

{ 0 wenn e € K
w(e) :=

l,(1) —ly(i—1) wenne=e,,; € E”.

Weiterhin definieren wir eine Funktion f : V U {z} — Ny auf der Knoten-
menge von G’ vermoge

Fv) = 2|E| -2k wennv =z
) dg(v) wenn v € V.

Wir bezeichnen einen f-Faktor H = (V U {x}, F’) von G’ als G'-passend,
wenn

Vo € Vund i mit V1 <i <dg(v) —1:(ey; € F' = ey 41 € F').

Bevor wir uns den entscheidenen Verbindungen zu unserem Minkonvex-
Problem zuwenden, betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel 2.3.1. Wir betrachten den Sympathiegraphen G auf Seite 3 und kon-
struieren daraus den Hilfsgraphen G'.

Abbildung 5: Hilfsgraph G’

Es sei nun ein beliebiger f-Faktor von G’ gegeben. Betrachten wir die Kan-
tenmenge F' des f-Faktors, die durch die Knotenmenge V induziert wird, also
den Teilgraphen H = (V, F'). Ein beliebiger Knoten v muss mit dg(v) < dg(v)
Kanten inzidieren, wobei dp(v) die Anzahl der zu v inzidenten F-Kanten be-
zeichnet. Deren Kantengewichte sind per Definition alle Null. Aufgrund der
Knotenbedingung f(v) = dg(v) miissen weitere (dg(v) — di(v)) Kanten von v
mit x inzidieren. Wihlen wir solche mit den grofiten Kantengewichten aus, das
sind aufgrund der Konvexitéit von I, die Kanten e, ; mit dg(v) < i < dg(v), so
ergibt die Kantensumme I, (dg(v)) — 1, (dg (v)). Da der erste Summand konstant
ist, gelingt es uns, den konvexen Funktionswert des Knoten v im Teilgraphen H
mit der Kantenmenge F' darzustellen.

Lemma 2.3.2. Ist H = (VU {x}, F’') ein f-Faktor von G', dann wird durch
die Kantenmenge F := ENF' ein Teilgraph H = (V,F) von G mit |F| = k
bestimmt. Ist andererseits ein Teilgraph H = (V, F') von G mit |F| = k gegeben,
dann wird durch

F: = F U {evilda(v) +1 <i<dg(v)}
veV

ein passenden f-Faktor H' = (V U {x}, F') von G’ bestimmt.
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Fiir einen passenden f-Faktor H' von G' gilt

Wdu) = Y wle)= Y wle)+ > 1L(0)=w(G)—wH)+ > 1,(0)

ecE’ ecF’ veV veV

Beweis. Ist H' ein f-Faktor von G’, dann bestimmt die Kantenmenge F :=
E N F’ einen Teilgraphen H = (V, F') von G mit

Y du() = > da(v) - (2|E| - 2k) = 2k.

veV veV

Somit gilt |F| = k.
Sei nun ein Teilgraph H = (V, F) von G = (V, E) mit |F| = k gegeben. Dann
gilt fiir den Knotengrad des Graphen H' = (V U {z}, F’), wobei F’ wie oben
definiert ist,

dp(z) = Y (da(v) — du(v)) = 2|E| - 2k
veV
dp(v) = dp)+ (dgw) —dg(v)) =dg(v) fiir alle v € V.

Somit ist H’ ein G’-passender f-Faktor.
Sei nun H’ ein G'-passender f-Faktor, dann gilt

w(G') —w(H') = Z w(e) — Z w(e)

ecE’ ecF’
da(v) da(v)
D D SX(NGEIN(EY I S SN ORI NCIEY)
veV i=1 veV i=dg (v)+1

dH(’L)
S 3D AU IR
veV =1

= Udm) =Y 1(0)

veV
O

Hauptsatz 2.3.3. FEine Kantenmenge F C E mit |F| = k eines Teilgraphen
H = (V,F) von G = (V, E) minimiert genau dann

veV

wenn H' = (VU {x}, F') ein f-Faktor auf G’ = (V Uz, E’) ist, der w(H')
mazimiert.
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Beweis. Ist F eine Kantenmenge, die aus k Kanten besteht, dann entsteht nach
Konstruktion von F’ in 2.3.2 ein passender f-Faktor H' = (VU {z}, F’) von G’
mit w(H') = w(G") —l(dg) + >_,cy lw(0), der maximal ist, weil I(dg) minimal
ist. Sei nun H' = (V U {a}, F’) ein f-Faktor, der w(H') maximiert. Nach 2.3.2
wird durch F = EN F’ ein Teilgraph H = (V, F), der aus k Kanten besteht,
bestimmt. Weil die [, diskrete konvexe Funktion sind, gilt

Vie Nmiti>1:1,() — L(i — 1) < ly(i + 1) — L, (i).

Somit ist jedes v € V in H’ mit dem Knoten z durch die Kanten e, ; mit
dpg(v) + 1 < i < dg(v) verbunden, denn sonst gibe es einen Widerspruch zur
Maximalitat von w(H'). Dabei ist zu beachten, dass mogliche parallele Kanten
gleichen Gewichts mit kleinerem Index ausgetauscht werden konnen. Somit ist
H' ein passender f-Faktor und demnach wird I(dy) nach 2.3.2 minimiert. O

Es geniigt also einen maximal gewichteten f-Faktor H' = (V U{z}, F’) von
G = (VU{z},E’) zu bestimmen. Vermége F := E N F’ erhalten wir daraus
einen minimalen Teilgraphen H = (V| F') von G mit k Kanten. Losen wir unser
Gutscheinproblem mit dieser Vorgehensweise.

Beispiel 2.3.4. Folgender fettgezeichneter Teilgraph ist ein mazimal gewich-
teter f-Faktor von G’ aus Beispiel 2.5.1 auf Seite 14. Betrachten wir nur die
Kantenmenge, die durch die Knotenmenge V induziert wird, so erhalten wir
eine optimale Lisung des Gutscheinproblems.

Wie sich ein maximal-gewichteter f-Faktor bestimmen ldsst, wird Gegen-
stand des nichsten Kapitels sein. Die parallelen Kanten in unserem Hilfsgraphen
erweisen sich jedoch als ein Problem. Diese beseitigen wir durch eine weitere
Modifikation von G’, indem wir alle Kanten, die mit dem Knoten z inzidieren,
durch je zwei weitere Knoten in drei Kanten unterteilen.

Wir konstruieren G” = (V U {z} UV EU E¥ U E$ U E¥) mit

vy .= U {v(li),va)\l <i<dg(v)}

veV

EY = U {61()12|€5)172 = {”7”(10} mit 1 <i <dg(v)}
veV

x 2 2 2 . .

ES = U {ef”)|e£)2 = {v(li),véi))} mit 1 <i < dg(v)}
veV

Ef = U {e£3|e£2 = {v?i),x} mit 1 <i < dg(v)}.
veV

Wir definieren eine Kantengewichtsfunktion w’ auf der Kantenmenge E” :=
EUEYUEYUES durch

w'(e) = 0 wenn e € F und e € E}
) (@) =, (i—1)) wenne€ Ef und e € F§
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Abbildung 6: Die fetten Kanten bezeichnen einen maximal-gewichteten f-Faktor
von G’.

Weiterhin definieren wir eine Funktion f’ : V U {z} U V1?2 — Ny auf der
Knotenmenge von G” vermoge

de(v) wenn v € V

2|E| -2k wennv=2x
1 wenn v € V12),

Die Definition eines passenden f-Faktors kdnnen wir ibernehmen. Wir be-
zeichnen einen f'-Faktor H” = (V U {2z} U V2 F") von G" als G"-passend,
wenn

Vo€ Vund fiir i € Nmit 1 <i <dg(v) —1: () e F" = ¢l1), |, € F").
v,i+1

v,%

Aufgrund der Definition des f’-Faktors folgt aus efjlj» € F”, dass egj’g € F”

?

und damit auch effj3+1 € F" gilt.

Beispiel 2.3.5. Wir betrachten Beispiel 2.3.1 auf Seite 14 und konstruieren
den Graphen G”.
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Abbildung 7: Der Hilfsgraph G”

Lemma 2.3.6. Fordern wir

ecF"NE & ecF'NE
e e® ey o ey, € F',

v, U,

dann ist H' = (V U {z} UV F") genau dann ein f'-Faktor von G”, der
w'(H") mazimiert, wenn H' = (VU{a}, F') ein f-Faktor auf G' = (VU{z}, E')
ist, der w(H') maximiert.

Beweis. [ ist G'-passend, siche Beweis 2.3.3. Analog folgt, dass f’ wegen der
Maximalitit und Konvexitit G”-passend ist. AuRerdem ist klar, dass dg (v) =
dg (v) fir alle v € V U {z} gilt. Es folgt

w/(H//) _ Z w/(e)

da(v)

= > Y @E)+wEd)

veV \i=dgn(v)+1
dg(v)

= > | XY w@-Li-1)

veV i:dH//(U)+1
dg(v)

= > Y i) -u6-1)

veV \i=dg/ (v)

= Z w(e)

ecF’
= w(H).

Also folgt die Behauptung. 18 O



Satz 2.3.7. Fine Kantenmenge F C E mit |F| = k eines Teilgraphen H =
(V,F) von G = (V, E) minimiert genau dann

l(dH) = Z lv(dH(U))v

veV

wenn H” = (V.U {2} UV F") ein f'-Faktor von G" ist, der w'(H")
mazimiert.

Beispiel 2.3.8. Folgender fettgezeichneter Teilgraph ist ein maximal gewichte-
ter f'-Faktor von G" aus 2.3.5 auf Seite 18. Betrachten wir nur die Kantenmen-
ge, die durch die Knotenmenge V induziert wird, so erhalten wir eine optimale
Lésung des Gutscheinproblems.

Abbildung 8: Ein minimal gewichteter f’-Faktor von G”

Wir haben also einen schlichten Hilfsgraphen konstruiert, fiir den ein minimal
gewichteter f/'-Faktor zu bestimmen ist. Allerdings kostet diese Konstruktion
etwas. Fiir die Kantenmenge E” gilt |E”| = 7|E| und fiir die Knotenmenge V"
folgt |V”| = |V| + 1 + 4|E|. Der schnellstmdogliche, uns bekannte Algorithmus
zur Bestimmung eines minimal-gewichteten f’-Faktors besitzt nach [12] eine
Komplexitit von O() oy f'(v)|E"[log|V"|). Wir erhalten demnach zur Lésung
des Minkonvex-Problems eine Komplexitit von O(|E|*log|V|). Mehr dazu folgt
im néchsten Kapitel.
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3 Die Bestimmung eines maximal-gewichteten f-
Faktors

Fiir die Bestimmung eines maximal-gewichteten f-Faktors gibt es zwei uns be-
kannte Herangehensweisen. Die erste Moglichkeit benutzt den Algorithmus von
Gabow [9], der in seinen einzelnen Bestandteilen in den n#chsten Abschnit-
ten behandelt wird. Die zweite Moglichkeit bedient sich balancierter Netzwer-
ke und ist nachzulesen in den Arbeiten von Jungnickel und Fremuth-Praeger.
Das gewichtete f-Faktor Problem wird reduziert auf die Bestimmung einer ba-
lancierten Zirkulation mit minimalen Kosten auf einem balancierten Netzwerk
N = (Vn, En). Mit Viy bezeichnen wir die Knotenmenge und mit Ey die ge-
richtete Kantenmenge des Netzwerkes N. Die Konstruktion des Netzwerkes N
ldsst sich nachlesen in [6]. Auf dem Netzwerk N bestimmen wir zuerst eine Zir-
kulation mit minimalen Kosten und verédndern diese schrittweise mit einem so
genannten erweiterten primal-dualen Algorithmus [7] zu einer balancierten Zir-
kulation mit minimalen Kosten. Da parallele Kanten die Konstruktion stéren
wiirden, bendtigen wir den Hilfsgraphen G” aus dem letzten Abschnitt. Der er-
weiterte primal-duale Algorithmus benétigt eine Laufzeit von O(|Vy||En|) und
muss Vx mal durchgefiihrt werden. Bezeichnet L(|Vy|, |En|) die Laufzeit zur
Bestimmung einer minimalen Kostenzirkulation, so ergibt sich insgesamt zur
Berechnung einer balancierten minimalen Kostenzirkulation eine Komplexitét
von

O(L(|Vn |, |EN|) + VN |EN]).

Die uns bekannte beste Laufzeit von L(|Vx|,|En]|) betriigt nach Ahuja [1]
O(|Ex|?log| (V)| +|En|(log(|Vx])?)). Insgesamt ergibt sich fiir unser gewichte-
tes f-Faktorproblem, und somit auch fiir unser Minkonvex Problem eine Laufzeit
von

O(|EPlog(IV]) + |EP).

Fremuth-Paeger und Jungnickel geben einen Ausblick [7] auf eine Verbesse-
rung der Komplexitit der Laufzeit des erweiterten primal-dualen Algorithmus
durch besondere Implementierungen auf O(|Ex|*log|(Vy)|. Fiir unser Minkon-
vex Problem wiirde das zu einer Laufzeitkomplexitit von O(|E|?log(|V]) fiihren.
Es lohnt sich offenbar, diesen Weg im Auge zu behalten. Wir konzentrieren uns
im Weiteren jedoch auf die andere Moglichkeit zur Bestimmung eines maximal-
gewichteten f-Faktors. Die Ideen dazu stammen von Urquart und Gabow [§]
und beruhen letztlich auf der Bestimmung eines maximal-gewichteten perfekten
Matchings.

An dieser Stelle wollen wir einen Spezialfall, ndmlich das Minsquare Problem
auf einem bipartiten Graphen erwihnen. Dieser ist deswegen interessant, weil
wir fiir einen bipariten Graphen eine abgewandelte Form der Reduktion auf ein
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maximal gewichtetes f-Faktor Problem vorschlagen. Wir bewahren die bipartite
Struktur auf dem Hilfsgraphen G’, indem wir zwei Knoten x, 2’ zu G hinzufii-
gen, je einen zu einer unabhéngigen Knotenmenge. Die Knoten v der jeweils
anderen unabhiingigen Knotenmenge werden durch dg(v) parallele Kanten mit
diesemn Knoten verbunden und die Gewichte wie iiblich gesetzt. Dann fordern
wir fiir den f-Faktor f(x) = f(2') = |E|— k. Der Hilfsgraph bleibt bipartit. Das
gewichtete f-Faktor Problem lisst sich auf einem bipartiten Graphen zu einem
anderen Problem, ndmlich zur Bestimmung eines maximalen Flusses mit mini-
malen Kosten auf einem Netzwerk reduzieren. Dabei stéren allerdings parallele
Kanten. Diese beseitigen wir nicht wie im letzten Kapitel durch Konstruktion
des Graphen G”. Stattdessen splitten wir die zwei zusétzlichen Knoten x, 2’ in
je |F| — k Knoten x; und z} auf, die alle mit einem weiteren Knoten y bzw. 3’
durch Kanten verbunden werden. Dann suchen wir einen gewichteten f’-Faktor
auf dieser Konstruktion, wobei wir fordern f'(y) = f'(y') = k und f'(v) =1
fur alle v = z; oder v = x}. Wieder gilt fiir die Komplexitit der Knotenmenge
[V"| € O(]E|). Die Bestimmung eines maximalen Flusses mit minimalen Ko-
sten bendtigt nach [1] die Zeit O(|E|*log(|V])). Im bipartiten Fall haben wir
die Moglichkeit, iiber Netzwerkfliisse unser Minsquare und unser Minkonvex
Problem schnellstméglich zu 16sen.

3.1 Das Knotensplitting von Tutte

In der folgenden Konstruktion ersetzen wir jeden Knoten eines Graphen durch
einen vollstédndigen bipartiten Graphen. Diese Vorgehensweise nennt sich Kno-
tensplitting und wurde bereits 1954 von Tutte [13] entdeckt. Sie ermdglicht es,
unser gewichtetes f-Faktor Problem auf die Bestimmung eines gewichteten 1-
Faktors, d.h. eines gewichteten f-Faktors, fiir den f(v) = 1 fiir alle Knoten v
gilt, zu reduzieren.

Sei G = (V, F) ein schleifenloser Graph, der parallele Kanten enthalten darf,
mit einer Kantengewichtsfunktion w : F — R und einer Funktion f : V — N
mit f(v) < dg(v) fiir alle v € V. Wir konstruieren einen Splitgraphen Gy =
(Vy, Ey), indem wir jeden Knoten v € V durch einen bipartiten vollstindigen
Graphen G, = (V, UW,, E,) ersetzen mit

Ve, = {Ul,u:- .-,Udc(v),v}
W, {Wi, -+ Wag (0)— f(0),0}-

Die Knoten aus V,, bezeichnen wir als innere Knoten und die Knoten in W,
als dufere Knoten. Die Kanten in F, nennen wir duflere Kanten. Innere Kanten
nennen sich die Kanten, die innere Knoten aus verschiedenen Knotenmengen V,,/
miteinander verbinden und zwar so, dass jeder innere Knoten mit genau einer
inneren Kante inzidiert. Diese werden wie folgt gesetzt. Sind in G zwei Knoten
v,v’ durch s parallele Kanten 65;27)1;' mit 1 < 4 < s miteinander verbunden, so
werden s innere Knoten aus V,, mit s inneren Knoten aus V, durch s innere
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Kanten 7]1(3], miteinander verbunden. Wir nennen Kanten egf_?u/ und T],((ﬁ}, zuein-
ander assoziiert. Nun definieren wir eine Kantengewichtsfunktion wy : Ef — R

vermoge

(@)

(n) = W := max.eg{w(e)} wenn n dulere Kante vonEy
wen) = w(eﬁv,) Wenn 1 = 1, -

Beispiel 3.1.1. Wir betrachten unser gewichtetes f-Faktorproblem aus Beispiel
2.3.4 und konstruieren den Splitgraphen. Die fettgezeichneten Kanten kenn-
zeichnen im oberen Graphen einen maximalen f-Faktor und im Splitgraphen
darunter einen 1-Faktor.

Abbildung 9: Der Splitgraph Gy zum Graphen G mit f-Faktor
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Anhand der Abbildung lisst sich sehr gut erkennen, dass ein f-Faktor in G
einem 1-Faktor in G entspricht. Der folgende Satz nach Tutte beweist diese
Tatsache.

Satz 3.1.2. Sei G = (V, E) und G5 wie oben definiert. Besitzt G einen mazimal
gewichteten f-Faktor H = (V| F), dann bestimmen die F-Kanten assoziierte
innere Kanten My auf Gy, die so durch dufere Kanten Ma ergdnzt werden
konnen, dass M := My U My, in G5 einen mazimal gewichteten 1-Faktor Hy =
(Vy, M) bildet. Umgekehrt bestimmt ein mazimal gewichteter 1-Faktor Hy =
(Vy, M) von Gy durch alle inneren Kanten aus M die assozierte Kantenmenge
F C E. Diese bildet den mazimal gewichteten f-Faktor H = (V, F) auf G.

Beweis. Sei G ein maximaler f-Faktor H = (V, F'). Die innere Kantenmenge
M7 besteht aus den zu F' assozierten Kanten. Somit sind f(v) innere Knoten in
V, inzident zu einer Kante aus M fiir jedes v € V. Nach Definition verbleiben
de(v) — f(v) Knoten aus V,, {ibrig. Diese kénnen wir, weil G,, ein vollstandi-
ger bipartiter Graph ist, mit dufseren Knoten so verbinden, dass jeder dufsere
Knoten in W mit genau einer dufseren Kante inzidiert. Somit wird ein 1-Faktor
H; = (V¢, M) bestimmt. Angenommen dieser ist nicht maximal. Dann kénnen
die inneren Kanten des 1-Faktors nicht maximal sein, da alle duferen Kanten
konstantes Gewicht besitzen. Das heiftt, die assozierten Kanten in G bilden kei-
nen maximal gewichteten f-Faktor. Widerspruch!

Umgekehrt wird durch einen maximalen 1-Faktor Hy = (Vy, M) durch die zu
den inneren Kanten aus M assoziierten Kanten F' ein f-Faktor H = (V, F)
bestimmt. Wire dieser nicht maximal, so wire auch der 1-Faktor nicht maxi-
mal. O

Unser Problem, die Berechnung eines maximalen f-Faktors, ist somit auf die
Berechnung eines maximalen 1-Faktors auf G reduziert wurden. Leider erhoht
diese Konstruktion die Grofsenordnung unserer Knoten- bzw. Kantenmengen.
Es gelten

Vil = Y de(v)+ ) (da(v) = f(v)) = 4|E| = 2| F|
veV veV
Efl = B[+ ) da(v)(da(v) - f(v)) < |E| +2|V||E|.
veV

Somit folgen Vy € O(|E|) und Ey € O(|E||V]). Das heift, die Komplexitit un-
seres Problems erfihrt eine betrichtliche Vergroferung. Im tibernéchsten Ab-
schnitt umgehen wir dieses Problem mit einem Trick, der von Gabow [8] stammt.
Er 16st Teilschritte der Berechnung eines 1-Faktors auf Suchgraphen, deren Kan-
tenmenge in O(|E|) liegt, und verringert damit die Komplexitéit der Berechnung
eines gewichteten 1-Faktors. Vorerst beschiftigen wir uns jedoch mit der Berech-
nung eines ungewichteten 1-Faktors.
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3.2 Die Berechnung eines ungewichteten 1-Faktors

In diesem Abschnitt betrachten wir die Vorgehensweise zur Berechnung eines
1-Faktors. Dabei stiitzen wir uns auf die Betrachtungen in [12]. Um einen f-
Faktor fiir einen Graphen G zu berechnen, kénnen wir einen Splitgraphen G
konstruieren und fiir diesen einen 1-Faktor berechnen, wie wir aus dem letzten
Abschnitt wissen. Die Herangehensweise erinnert an den klassischen Ansatz, den
wir in 2.2 fiir unser Minkonvex-Problem betrachtet haben. Hier bendtigen wir
alternierende Pfade. Der besseren Uberschaubarkeit wegen betrachten wir das
1-Faktor Problem auf einem Graphen G = (V| F) und modifizieren den Algo-
rithmus erst spéter fiir unseren Splitgraphen G . Da wir bei unserem Problem
von der Existenz eines 1-Faktors wissen, betrachten wir den Fall, dass ein solcher
nicht existiert, nicht. Es ist klar, dass ein 1-Faktor genau % Kanten besitzen
muss. Die grobe Vorgehensweise ist Folgende. Wir betrachten einen Teilgraphen
H = (V,M), wobei fiir Knotengrade dg(v) = 0 bzw. dg(v) = 1 gelten, al-
so M < % folgt. Solch einen Teilgraphen H bezeichnen wir im folgenden als
(0,1)-Faktor von G. Finden wir einen alternierenden Pfad P = (v,...,v") un-
gerader Linge dessen Kanten abwechselnd in M und in E \ M liegen, wobei
dy(v) =0 und dy(v') = 0 gelten, und vertauschen die M- und E \ M-Kanten
miteinander, dann erhalten wir einen (0, 1)-Faktor von G, der eine Kante mehr
besitzt, also unsere Losung verbessert. Wieder stellt sich die Frage, ob ein sol-
cher Pfad immer existiert, wenn der Teilgraph H kein 1-Faktor ist. Die Antwort
ist positiv.

Satz 3.2.1. Sei G = (V, E) ein Graph, der einen 1-Faktor besitzt und H =
(V,M) ein (0,1)-Faktor von G. Genau dann existiert ein M -augmentierender
Pfad, wenn H kein 1-Faktor von G ist.

Beweis. Sei H ein 1-Faktor. Angenommen es existiert ein M-augmentierender
Pfad P. Dann miissen dessen Endknoten den Knotengrad Null besitzen. Wider-
spruch!

Sei H = (V, M) ein (0, 1)-Faktor, der kein 1-Faktor ist, und H' = (V, M’) ein
1-Faktor. Offensichtlich gilt dann |M'| > |M|. Wir setzen N := MAM’ gleich
der symmetrischen Differenz von M und M’ und betrachten den Teilgraphen
T := (Vp,N) von G, dessen Knotenmenge Vp aus den Endknoten aller Kan-
ten von N besteht. Jeder Knoten in 7" besitzt dann den Knotengrad eins oder
zwel. Somit besteht T aus Komponenten, die entweder aus M -alternierende
Kreise oder M-alternierende Pfaden sind. Die Kreise miissen eine gerade An-
zahl von Kanten besitzen, da zwei Kanten aus M (bzw. M’) nicht benachbart
sein konnen. Damit besitzen Kreise die gleiche Anzahl von M-Kanten und M-
Kanten. Da aber |M|" > |M]| gilt, gibt es einen M-alternierenden Pfad, der ein
M-augmentierender Pfad ist. O

Es ergeben sich jedoch Schwierigkeiten bei der Suche nach solchen Pfaden.
Betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 3.2.2. Der Pfad P = (0,01,1,12,2,23,3,34,4,45) ist ein M -augmentie-
render Pfad, der nach Vertauschen der Kanten einen 1-Faktor auf G bestimmd.
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Fangen wir jedoch von Knoten 0 an, einen alternierenden Pfad P’ = (0,01,1,12,2,
35,5,54) zu bestimmen, so enden wir erfolglos in einem Kreis.

Abbildung 10: M-Augmentierender Pfad

Es ist offenbar wichtig, alternierende Kreise ungerader Linge zu erkennen,
um den relevanten alternierenden Teilpfad innerhalb des Kreises zu bestimmen.
Wir wollen unsere problematischen ungeraden Kreise beschreiben.

Definition 3.2.3. FEin M -alternierender Spaziergang W = (vg, €0, v1, €1, . .., €, Vt)
heifst M -Blume, wenn folgende Bedingungen gelten

e t ist eine ungerade natirliche Zahl.
e Vgy,...,V:_1 stnd paarweise verschieden.
e di(vg) =0
o vy = v; fiir eine gerade natiirliche Zahl i < t.
Der Kreis B = (v;,...,v) heifit die zur M -Blume assoziierte M -Bliite.

Betrachten wir wieder unser Beispiel 3.2.2. Dann ist W = (0,01, 1,12, 2,24,
4,43,3,32) eine M-Blume und B = (2,24, 4,43, 3,32, 2) die zu W assoziierte M-
Bliite. Da eine Bliite immer ein Kreis ungerader Linge ist, kann es in bipartiten
Graphen keine Bliiten geben. In diesem Fall vereinfacht sich die Bestimmung
von augmentierenden Pfaden. Wir betrachten jedoch weiter den allgemeinen
Fall. Eine Bliite schrumpfen wir zu einem Knoten, d.h. wir identifizieren die
Knotenmenge der Bliite mit einem einzigen Knoten, dem Bliitenknoten B. Da-
bei bewahren wir alle Kanten, die mit genau einem Knoten aus B inzidieren
und ignorieren Kanten, die mit zwei Knoten aus B inzidieren. Dann suchen
wir einen M-augmentierenden Pfad P auf dieser Konstruktion. Ist der Knoten
B in P enthalten, so blasen wir den Bliitenknoten B wieder auf und kehren
zum Ausgangsgraphen zuriick. Auf diesem konstruieren wir aus P einen M-
augmentierenden Pfad auf G.
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Abbildung 11: Der geschrumpfte Graph G \ B

Beispiel 3.2.4. Die Knotenmenge {2,4,3} aus Beispiel 3.2.2 identifizieren wir
mit dem Blitenknoten B (Schrumpfen) und erhalten folgenden Graphen.

Wir finden den M -augmentierenden Pfad P = (0,01,1,1B, B, B5). Im Aus-
gangsgraphen entspricht der Kante B5 die Kante 45. Also ersetzen wir (1B, B, B5)
mit (12,2,23,3,34,4,45) (Aufblasen) und erhalten den augmentierenden Pfad
P =(0,01,1,12,2,23,3,34,4,45).

Formalisieren wir diese Vorgehensweise. Sei G = (V, E) ein Graph und B C
V. G/B bezeichne den Graphen, der durch Kontraktion der Knotenmenge B
zu einem Bliitennoten B entsteht. Das heifit, G/B besitzt die Knotenmenge
(V'\ B) U B. Nun identifizieren wir Kanten e = (v,w), die mit genau einem
Knoten w € B inzidieren, mit Kanten e = (v, B). Kanten e € E(B), die mit zwei
Knoten aus B inzidieren, entfallen. Weiterhin definieren wir M \ B := M \ E(B)
und E\ B:= M \ E(B). Es ergibt sich folgender Satz.

Satz 3.2.5. Sei B die Knotenmenge einer M-Blite in G. Dann gibt es in G
genau dann einen M -augmentierenden Pfad, wenn es in G/B einen M \ B-
augmentierenden Pfad gibt.

Beweis. Sei P = (zq,...,x¢) ein M-augmentierender Pfad auf G. Enthélt P
keinen Knoten aus B, so ist P/B auch ein M-augmentierender Pfad auf G/B.
Enthilt P Knoten von B, so gilt z¢ ¢ B oder z; ¢ B. O.B.d.A. nehmen wir an
xo ¢ B, sonst verwenden wir den Pfad P in entgegengesetzter Richtung. Sei nun
x; der erste Knoten von P, der in B vorkommt. Dann ist (zo,...,2j_1,B) ein
M \ B-augmentierender Pfad auf G/B.

Sei nun P ein M \ B-augmentierender Pfad auf G. Enthélt P den Knoten B
nicht, so ist P ein M-augmentierender Pfad auf G. Enthilt hingegen P den
Knoten B, so gibt es einen Knoten = in P mit B ¢ M \ B. D.h. in der Bliite
B = (vi,...,v) in G gibt es ein v; mit {z,v;} ¢ M. Setzen wir fiir den Knoten
B in P die Sequenz

Vj,...,0; wenn j ungerade ist,
Vjyonny V5 wenn j gerade ist .
In beiden Fillen erhalten wir einen M-augmentierenden Pfad auf G. O

Um M-augmentierende Pfade zu finden, gehen wir also folgendermafien vor.
Ausgehend von einem Knoten, der nicht mit einer M-Kante inzidiert, suchen
wir M-alternierende Spazierginge ungerader Linge und schrumpfen solange M-
Bliiten, bis wir auf einem durch Schrumpfung entstandenen Graphen einen M-
augmentierenden Pfad gefunden haben. Dazu wird zu einem gegebenen (0,1)-
Faktor H ein alternierender Wald wie folgt konstruiert.
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Sei G = (V, E) ein schlichter Graph und H = (V, M) ein (0, 1)-Faktor von G.
Sei weiter die Knotenmenge X definiert durch

X :={v e V]dg(v) = 0}.

Ein M-alternierender Wald W = (V, F) ist ein Teilgraph von G, der ein
Wald ist, und fiir den gelten

e MCF,

¢ jede Komponente von W enthilt genau einen Knoten aus X oder besteht
aus genau einer M-Kante,

e jeder Pfad in W, der in einem Knoten v € X startet, ist M-alternierend.

Weiter definieren wir drei Knotenmengen auf W vermdoge

even(W) = {v € V| W enthilt geraden Pfad von Knoten aus X nach v},
odd(W) = {v € V| W enthélt ungeraden Pfad von Knoten aus X nach v},
free(W) := {v e V| W enthilt keinen Pfad von Knoten aus X nach v}.

Offensichtlich sind diese drei Knotenmengen aufgrund der Waldstruktur dis-
junkt. Folgender Algorithmus baut nun schrittweise solange alternierende Wal-
der auf, bis ein M-augmentierender Pfad gefunden wurde.

Algorithmus 3.2.6 (Augmentierender Pfad).

Eingabe: Ein Graph G = (V,E) mit einem (0,1)-Faktor H = (V,M) mit
M < 4[V].

Ausgabe: Ein M -augmentierender Pfad auf G.

Initialisierung: Setze W := (V,F) mit F := M. Weiterhin setzen wir e, =
{v,u} fir jeden Knoten v € V, wenn es ein e, € E gibt mit w € X. Wir sam-
meln die e, in einer Liste.

While (kein augmentierender Pfad gefunden ist) do

1. Wihle ein v € V, fiir das ein e, = (v,u) existiert.
2. If (v e free(W)) then

e Es gibt genau ein w € V mit {v,w} € M. Fiir alle Knoten x, die mit
w benachbart sind, setze e, := {x,w}.

o [':=FU{ey,}.
3. If (v € even(W)) then

e Finde die geraden Pfade P,(Q von einem Knoten x € X nach v und
von einem Knoten aus v’ € X nach w.

27



o If (x #1') then P' = (P, e,, Q) ist ein augmentierender Pfad auf G
else
(P, ey, Q) enthilt eine M -Bliite.
Schrumpfe die Knotenmenge B der Bliite durch Konstruktion des
Graphen G := G/B und M := M\ B.

End While

Falls der Pfad P’ Bliitenknoten enthdlt, konstruiere wie im Beweis zu 3.2.5
einen M -augmentierenden Pfad auf G durch Aufblasen.

Beispiel 3.2.7. Betrachten wir den Graphen G aus Beispiel 3.2.2. Wir bauen
schrittweise mit dem Algorithmus alternierende Walder auf, wobei wir eine Blite
zu einem Bliitenknoten B schrumpfen miissen. Im dritten Wald finden wir einen
augmentierenden Pfad.

5@
Abbildung 12: Alternierende Wélder

Fiir den Knoten « in e, = (v,u) gilt u € even(W) nach Konstruktion. Im
Algorithmus wird entweder zu einem geraden X-Pfad im alternierenden Wald
eine M-Kante aus free(WW) und eine E \ M-Kante e, hinzugefiigt. Damit ent-
steht ein neuer alternierender Wald W' mit einer grofieren Kantenmenge. Dabei
gilt fiir die Knotenmengen free(W) = free(W’) + 2. Die Kanten e, kénnen
in der Zeit O(]V]) neu gesetzt werden. Oder zwei gerade Pfade aus W, deren
Bestimmung O(|V|) Zeit kostet, werden durch eine E \ M-Kante e, aneinander
gefiigt. Wenn die X-Knoten in verschiedenen Komponenten liegen, entsteht ein
augmentierender Pfad. Sonst haben wir eine Bliite gefunden. Im ersten Fall sind
wir fertig, im zweiten Fall konstruieren wir den neuen Graphen G/B in der Zeit
O(|B]|V]) und beginnen den Algorithmus auf dem Graphen erneut. In diesem
Fall enthélt die Knotenmenge des neuen Graphen G/B mindestens zwei Knoten
weniger. Somit kann der Algorithmus héchstens 2 (|V| + | free(W)|) < |V| mal

2
durchgefiihrt werden bis ein augmentierender Pfad gefunden wird. Insgesamt
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ergibt sich fiir die Suche nach einem augmentierenden Pfad eine Laufzeit von
O(|V']?). Fiir Graphen, fiir deren Kantenmengen E |E| € O(|V|) gilt, gibt es
eine Implementierung mit einer verbesserten Komplexitit. Gabow, Galil und
Micali [9] erreichen mit Hilfe von intelligenten Datenstrukturen (Prioritatswar-
teschlangen) fiir die Suche nach einem augmentierenden Pfad die Komplexitét
O(|E|log(|V]). Um die Korrektheit des Algorithmus zu zeigen, miissen wir sicher
gehen, dass eine Kante e, € E\ M existiert, die die Knotenmengen even(W)
und even(W) U free(W) miteinander verbindet. Angenommen dem ist nicht
so. Dann gilt fiir die Anzahl o(G \ odd(W)) der ungeraden Komponenten des
Graphen G \ odd(WW)

o(G\ odd(W)) > |even(W)| = | X| + |odd(W)| = (|V| — 2| M|) + |odd(W)|.

Denn jeder Knoten aus even(W) ist in G \ odd(W) isoliert, also eine ungerade
Komponente. Wegen der Formel von Tutte und Berge [12] gilt fiir jeden Graphen
G, der einen 1-Faktor besitzt

odd(W) > o(G \ odd(W)).

Insgesamt folgt | M| = % , also ist H = (V, M) bereits ein 1-Faktor. Diesen
Fall schlieffen wir jedoch bei der Eingabe fiir unseren Algorithmus aus. Somit

existiert eine Kante e, und unser Algorithmus arbeitet korrekt.

3.3 Das ungewichtete f-Faktor Problem

Betrachten wir nun ein ungewichtetes f-Faktor Problem auf dem Graphen G =
(V, E). Das Knotensplitting von Tutte reduziert uns dieses Problem zum unge-
wichteten 1-Faktor Problem auf dem Splitgraphen G¢ = (Vy, Ef). Da nach 3.1
[Vi| € O(|E(G)]) und |Ef| € O(|]V(G)||E(G)|) liegen, erreichen wir zur Bestim-
mung eines augmentierenden Pfades eine Komplexitat von O(|Ef||log(|Vy])])
bzw. O(|E(G)||V(G)|log(]V(G)|)) und somit zur Berechnung eines f-Faktors
eine Komplexitit von O(|Vy||Ey|[log(|Vy|)) bzw. O(|E(G)|?|V(G)|log(IV (G)])).
Gabow [8] entwickelte nun die raffinierte Idee, die augmentierenden Pfade von
G schrittweise auf einem Suchgraphen Gy(M) zu suchen. Dabei gilt E(G (M)
€ O(F(Q)). Das heifst, die Bestimmung eines augmentierenden Pfades bendtigt
nur die Laufzeit von O(|E(G)|log(|]V (G))]).

Betrachten wir fur alle v € V die vollstindigen bipartiten Teilgraphen G, in
Gy. Wir wihlen zu jedem dufieren Knoten eine dufiere M-Kante und verlan-
gen, dass alle inneren Knoten mit héchstens einer dieser M-Kanten inzidieren.
Nach jeder Augmentierung bleibt diese Situation offensichtlich erhalten. Be-
trachten wir nun einen M-augmentierenden Pfad P, der durch einen bipartiten
Graphen G, von Gy verlduft. Teilpfade Pr von P, die vollstindig durch G,
verlaufen, miissen eine gerade Anzahl von Kanten besitzen. Betrachten wir Teil-
pfade Pr = (v; v, enr, - - - ,6E\M,’Ui/’v) in G,. Da G, ein vollstindiger bipartiter
Graph ist, existiert auch der Pfad (v;.,en, vio) und kann Pp in P ersetzen.
Wir kénnen also den M-augmentierenden Pfad P zu einem M-augmentierenden
Pfad kiirzen, dessen Teilpfade in G, nur aus zwei Kanten bestehen. Dieser Pfad
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wiederum lésst sich zu einem M-augmentierenden Pfad kiirzen, der héchstens
zwei Teilpfade in G, enthélt, die je aus zwei Kanten bestehen, einer begin-
nend mit einer M-Kante und der andere beginnend mit einer E \ M-Kante.
Wir bezeichnen einen M-augmentierenden Pfad P in G als kurz, wenn fiir al-
le v € V gilt, dass es hochstens zwei Teilpfade (v;,v, €ar, Wjv, €\ s Vir ) und
(Vkvs €BAM > W) vy €M, Ut ) 0 Gy gibt.

Beispiel 3.3.1. Der Pfad P = (1,...,14) ist ein augmentierender Pfad, der
zu dem kurzen augmentierenden Pfad P' = (1,...,11,{11,14},14) verdndert
werden kann. Der Teilpfad (1,...,3) von P beginnt mit der E\ M-Kante {1,2}
und der Teilpfad (10,{10,11},11,{11,14},14) von P’ beginnt mit der M -Kante
{10,11}.

Abbildung 13: Gekiirzter und ungekiirzter augmentierender Pfad

Diese Beobachtung fithrt zu folgender Konstruktion von Gabow. Wir kon-
struieren einen Suchgraphen G ¢(M) beziiglich dem Knotensplitgraphen Gy und
seinem (0, 1)-Faktor Hy = (Vy, M). Dabei setzen wir voraus, dass fiir alle du-
feren Knoten wj, € W, gilt dy,(w;,) = 1. Wir ersetzen in G die bipartiten
Graphen G, durch bipartite Graphen G (v) := (Vas(v) U Was(v), Epr(v)) mit
den zwei unabhingigen Knotenmengen

VM(U) = VU U {Vl,vv VQ,U}
Wua(v) = W, U{Wi,, Wa,}.

Dabei definieren wir Kanten e € Ep;(v) wie folgt
o Vi, Wi}, {Vau, Wa,} sind M-Kanten in Ey(v).
e Gilt dg,(vi,») = 0, dann verbinde v;, durch zwei Kanten, die nicht in M

liegen mit Wy, und Wy ,,.
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e Gilt dy, (viw) = 1 und liegt die zu v; , inzidente M-Kante {v;.,w;} in
G,, dann verbinde v;, mit w;, durch eine M-Kante. Verbinde nun w;
durch zwei Kanten, die nicht in M liegen mit V; , und V5 ,,.

e Gilt dy,(vi2) = 1 und liegt die zu v;, inzidente M-Kante {v;.,,w;}
nicht in G, dann verbinde v; ,, durch zwei Kanten mit Wy , und Wa,,.

Abbildung 14: Der Suchgraph G (M) zu Beispiel 3.3.1

Satz 3.3.2. Genau dann gibt es einen M -augmentierenden Pfad P in Gy, wenn
es einen M -augmentierenden Pfad P in Gy(M) gibt.

Beweis. Sei P ein M-augmentierender Pfad in Gy. Dann kdénnen wir fiir al-
le v € V Teilpfade von P in Gy so abkiirzen, dass ein kurzer augmentie-
render Pfad auf Gy entsteht. Fiir einen Teilpfad (v; ., ear, wj v, €p\ M, Virw) in
G, setzen wir in P (viw,en, W), €\ V1,0, Wi, Vir ) und fiir einen Teil-
pfad (vk,v, eE\0r, Wy, €01, Vi v) iDL Gy setzen wir (vi, Wo .y, Vo p, Wr o, €015 Ukt )
Dann entsteht auf G;(M) ein M-augmentierender Pfad P’.
Sei umgekehrt P’ ein M-augmentierender Pfad auf G;(M). Dann hat P’ in
G (v) die zwei moglichen Teilpfade (vi,v, Wa v, Vo,u, W) v, €01, Vi ) und (vs v, €0,
W), €p\M> Vi, Wi, Viry). Ersetzen wir diese in P’ durch die Teilpfade (vg,v,
CE\M> W)’ vy €M Uk v) DZW. (Vi 0, €M, Wy, €\ M, Virw) in Gy, dann entsteht ein
M-augmentierender Pfad P auf Gy.

O

Wir kénnen somit die Suche nach einem M-augmentierenden Pfad in G auf
die Suche nach einem M-augmentierenden Pfad P’ auf Gy(M) beschrénken.
Finden wir in der Abbildung 14 den augmentierenden Pfad (1,1',2',2,3,4,5,
5.6',6,7,7,8,8,9,10,11,11’,14’,14), dann entspricht dieser dem augmentie-
renden Pfad P’ aus Beispiel 3.3.1. Die Anzahl der Kanten in G/ (v) betrigt
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3dg(v) — dp(v) + 2. Somit gilt Ef(M) € O(|E(GQ)|). Nach Auflinden eines M-
augmentierenden Pfades muss in Abhéngigkeit von der neuen Menge M wie-
derholt ein neuer Graph G (M) konstruiert werden. Dies entspricht einer Aug-
mentierung auf dem Graphen Gy. Das ist jedoch nicht aufwendig. Betrachten
wir wieder einen M-augmentierenden Pfad P auf G (M) und seine Teilpfade.
Angenommen P enthilt fiir ein G/ (v) einen Teilpfad (vi v, enr, W) v, ep\ar, V1,0,
en; Wiv, g\ Vir w). Dann existiert in G ¢ der Teilpfad (v v, €ar, Wjv, €5\ 015 Vir )
eines augmentierenden Pfades. Nach Vertauschen der Kanten entsteht der Teil-
pfad (vi,v, €\ M, Wjw, €0, Vir »). Das bedeutet nach Konstruktion unseres Hilfs-
graphen, dass in G¢(M’) der Knoten v; , mit den Knoten W ,,, Wa,, verbunden
wird. Stattdessen ist nun vy, durch eine M-Kante mit wj, verbunden. Ob
eine Verbesserung hin zu f(v) an G (v) stattgefunden hat, hingt von vy,
statt. Galt vor der Augmentierung dy, (vi») = 0, dann ist dem so. Es stellt
sich also heraus, dass wir den Splitgraphen Gy nicht mehr ben&tigen. Wir su-
chen lediglich M-augmentierende Pfade auf G¢(M) und konstruieren daraus
neue Graphen Gf(M') mit |[M'| > |M|, bis keine augmentierenden Pfade mehr
existieren.

Beispiel 3.3.3. Aus dem Suchgraphen Gy(M) in Abbildung 14 konstruieren
wir mit Hilfe des augmentierenden Pfades (1,1',2/,2,3,4,5,5,6',6,7,7,8,8,9,
10,11,11’,14',14) den Suchgraphen Gy(M').

Abbildung 15: Der Suchgraph G;(M’) zu Beispiel 3.3

Wir konnen also folgenden Algorithmus zum Auffinden eines f-Faktors for-
mulieren.

Algorithmus 3.3.4 (f-Faktor).
Eingabe: Ein Graph G = (V, E) und eine Funktion f :V — Np.
Ausgabe: Ein f-Faktor von G = (V, E).
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Initialisierung: Ein Graph G (M) wie oben definiert. Dabei setzen wir die Men-
ge M wie folgt.

e In Vi (v) inzidieren alle duferen Knoten in W, mit genau einer M -Kante.

e Weiterhin inzidieren genau f(v) innere Knoten in V, nur mit E\ M-
Kanten.

While (ein augmentierender Pfad P auf Gy(M) existiert) do

Suche mit Algorithmus 3.2.6 einen augmentierenden Pfad P auf Gy(M).
Konstruiere den neuen Graphen Gy(M').
Setze G¢(M) :== G§(M').

Nach [9] kann das f-Faktor Problem schneller, ndmlich in der Zeit
O((X ey f(v)5|E]) gelost werden. Hintergrund dieser Implementierung ist,
dass kiirzeste M-augmentierende Pfaden bestimmt werden. Bei dieser Vorge-
hensweise ergeben sich einige Schwierigkeiten mit unserem Suchgraphen, die
jedoch behandelbar sind. Wir haben unseren Algorithmus jedoch hinsichtlich
der Bestimmung eines maximal gewichteten f-Faktor Problems in den néchsten
Abschnitten konstruiert und deswegen diesen Fall nicht in unsere Betrachtung
einbezogen.

3.4 Das gewichtete 1-Faktor Problem als lineares Programm

Als eine Verallgemeinerung von Transport- und Netzwerkflussproblemen ent-
wickelten Dantzig, Ford und Fulkerson 1956 ein Schema, das es ermdglicht,
lineare Programme zu 16sen. Ein kombinatorisches Optimierungsproblem, das
sich zu einem linearen Programm reduzieren ldsst, kann mit dieser Methode
gelost werden. Zunéchst reduzieren wir unser gewichtetes 1-Faktor Problem zu
einem linearen Programm.

Wie definieren auf einem Graphen G = (V, E) und einer Kantenmenge M C E
die charakteristische Funktion x™ : E — {0,1} wobei gilt

, 1 wennee M
M\ .
X (e) = { 0 wenn e ¢ M.

In R" ist dann die konvexe Hiille der Menge {x* |H = (V, M) ist ein 1-Faktor von G}
ein Polytop, das wir als 1-Faktor-Polytop bezeichnen. Sei

d(v) := {e€ E|vistinzident zue }Vv € V
E(U) := {ee€ E|, ¢ inzidiert mit zwei Knoten aus U }YU C V.

Nach Edmonds ergeht folgender Satz.
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Satz 3.4.1. Sei x € R und x(T) := Y., x(e) fir alle T C E. Fiir jeden
Graphen G = (V, E) ist das 1-Faktor-Polytop bestimmt durch die Menge aller x
mit

z(e) > Ofiralleee E

z(d(v)) = 1lfiralleveV
1
z(E(U)) < L§|UH fiir alle U C V mit |U| ungerade.
Beweis. Beweis siehe [12]. O

Wir erhalten fiir unser gewichtetes 1-Faktor Problem eine Formulierung als
lineares Programm iiber dem 1-Faktorpolytop. Wir wissen, dass jede Eckenlo-
sung mit einem 1-Faktor identifiziert werden kann. Schreiben wir unser lineares
Programm in Matrixform auf, so erkennen wir intuitiv den Hintergrund dieser
Formulierung. Wir nummerieren die Kanten eines Graphen G = (V, E') vermoge

€1, ,em,die Knoten mit vy, ..., v,, wobei |E| = m und |V| = n gilt. Weiterhin
bezeichnen wir alle ungeraden Knotenmengen O C V| die mehr als einen Kno-
ten enthalten mit By,..., By, wobei k = 3;11 (253_1) gilt. Die Inzidenzmatriz

A = (a;;) ist eine n x m-Matrix mit

1 wenn v; € ¢
Qi =
K 0 sonst.

Die Blossommatriz B = (b;;) € Maty . (R) ist eine k x m-Matrix mit
b e 1 wenn fiir zwei v,,w, € B(i) gilt v,,w, € ¢;
K 0 sonst.
Sei nun ein Vektor ¢ € R* gegeben mit
1 . . .
¢ = §(|B(z)| —1) fiir 1 <i<k.

Dann wird das 1-Faktor-Polytop bestimmt durch die Menge aller z € R™,
wobei gilt

Az = 1 (1)
Bzx < ¢ (2)
xzj > Ofuralleje{l,...,m}. (3)

Betrachten wir ein Beispiel, bei der Bedingung (2) verletzt wird. Dann exi-
stieren auf den Ecken optimale Losungen unseres Problems, die nicht ganzzahlig
sind.
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Abbildung 16: Ein 1-Faktor auf dem Graphen G

Beispiel 3.4.2. Der abgebildete Graph mit Kantengewicht eins fiir alle Kanten
besitzt die Inzidenzmatriz

101 0 00O
110 0 0 0O
0110001
0001011
0001100
0 000110

Die fettgezeichneten Kanten bilden offenbar einen maximal gewichteten 1-
Faktor von G. Eine optimale Lésung lautet alsox=(1 0 0 0 0 1 1)%.
Jedoch gibt es auch die rationale Lésungz = (0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0)¢,
wenn die Bedingung (2) verletzt wird.

Doch das ist nicht alles. Wie aus der linearen Optimierung bekannt [2], ist
die Menge aller z, die Bedingung (1) und (3) erfiillen auch ein Polytop. Ein
x ist genau dann eine Ecke, wenn die zu x gehorige Spaltenmenge, also die
Menge aller Spalten (aij)ie{1,....n+x} von A mit z; > 0, linear unabhéngig ist.
Kehren wir zu unserem Beispiel zuriick. Sowohl die erste, sechste und siebente
Spalte sind linear unabhingig beziiglich R, als auch die erste bis sechste Spalte.
Somit enthélt unser Beispiel eine Lisung auf der Eckenmenge des Polytops,
die optimal aber nicht ganzzahlig ist, also unbrauchbar fiir unser gewichtetes
1-Faktor Problem. Die Bedingung (2) verhindert offenbar genau diesen Fall,
konkret passiert Folgendes. Betrachten wir einen nicht ganzzahligen Vektor, der
im System die Bedingung (2) verletzt. Dann muss ein Knoten in G existieren,
der mit mindestens zwei Kanten inzidiert, deren Kantenwert x; kleiner als eins
ist. Da aber jede Kante mit einem weiteren Knoten inzidiert, ist mindestens
eine weitere Kante an diesemm Knoten notwendig, um auf die Summe eins am
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Knoten zu kommen. Somit enthilt die Losung Kreise. Gerade bzw. ungerade
Kreise besitzen Inzidenzmatrizen der Form

1 0 0 0 0 1
1 1.0 0 0 O
01 1 0 0 O
001100
000 110
000 01 1
bzw.

1 0 0 0 1

110 0 0

01 1 00

0 01 10

00 0 1 0

0O 0 0 0 1.

Man erkennt leicht, dass die Spaltenmenge eines geraden Kreises immer linear
abhingig ist, wihrend die Spaltenmenge eines ungeraden Kreises linear unab-
hingig ist. Mit obigen Uberlegungen folgt, dass mogliche optimale Losungen x,
die in der Eckenmenge des Polytops ohne Bedingung (2) liegen, niemals gerade
sondern nur ungerade Kreise enthalten kénnen. Das heikt insbesondere, dass
fiir bipartite Graphen, die bekannterweise keine ungeraden Kreise enthalten,
das System ohne die Bedingung (2) nur ganzzahlige Eckenmengen enthélt. Fiir
nichtbipartite Graphen miissen wir ungerade Kreise als Losungen ausschliefsen.
Das genau bewirkt unsere Blossommatrix. Kehren wir noch einmal zu unserem
Beispiel 4 zuriick.

Beispiel 3.4.3. Die Knotenmenge B := {v1,v9,v3} ergibt in der Blossom-
matriz die Zeile (bi, j)1<j<m = (1 1 1 0 0 0 0) mit dem Zeilenwert
¢i, = 1. Die Lésung = (0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0)T multipliziert
mit der Blossomzeile ergibt 1,5 > c. Somit enthdlt das System diese Lisung
nicht mehr.

Betrachten wir nochmals die Blossommatrix. Eine Zeile beschreibt offenbar
fiir eine ungerade Knotenmenge B(i) C V die Anzahl der Kanten, die mit zwei
Knoten aus B(i) inzidieren. Bezeichne nun C' die Matrix, welche die Kanten
beschreibt mit denen genau ein Knoten aus B(7) inzidiert, also die Matrix C =
(cij) ist eine k x m-Matrix mit

o 1 wenn fiir genau ein v € B(7) gilt v € ¢;
* 0 sonst.

Bezeichne weiterhin D die Matrix, welche die Kanten beschreibt, mit denen
mindestens ein Knoten aus B(4) inzidiert. Die Matrix D = (d;;) ist eine k x m-
Matrix mit

do 1 wenn fiir mindestens einv € B(i) gilt v € ¢;
* 0 sonst.
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Offenbar gilt dann B + C = D. Betrachten wir aus unserem linearen Pro-
gramm die Bedingung (2), Bz < ¢. Wegen der Bedingung Az = 1 gilt fiir jeden
Knoten v;

E SL'j =1.
vi€e;

Weil jeder Knoten in G mit mindestens einer Kante inzidiert und |B(7)]
ungerade ist, besitzt jede Zeile der Matrix D mindestens 1 (|B(i)|—1)+1 positive
Eintrage. Somit ergibt sich

1
Bx — Dx <c— (§(|B(z)\ -1+ 1i<i<k & —Cz < —1.

Wir kénnen somit ein dquivalentes lineares Programm formulieren vermége

Az 1
Cx > 1
z; > Ofiralleje{1,...,m}.

Im Folgenden definieren wir das Polytop P als

P::{xeR‘EHAx:l,szl,ijO vj'e{L...,m}}.

Sei w € RP eine Kantengewichtsfunktion, die wir mit dem Vektor w € R/
identifizieren. Sei LP die Menge aller x € P, fiir die Wert(LP) := w’z maxi-
miert wird. (Abweichend von [12] behandeln wir die Berechnung eines maximal
und nicht eines minimal gewichteten 1-Faktors.) Die Elemente von P nennen
sich zuldssige Lésungen von LP. Die Elemente von LP bezeichnet man als pri-
male optimale Lisungen. Wir bestimmen das zugehorige duale Programm. Sei
yER" 2= (2p,,...,2p,)" € RE. Dann bezeichne Pp das Polytop

A
Pp = {(Z) ER"™ |z >0Vie{l,. ..k}, (T, 2") <—c) > wl.

Dann ist das duale Programm DP von LP gegeben durch die Menge aller
() € Pp, die Wert(DP) = Y1 | y; — 25:1 zp, minimieren. Die Elemente
von Pp nennen sich zuldssige Losungen von DP. Die Elemente von DP bezeich-
net man als duale optimale Lésungen. Da wir in unserem Fall von der Existenz
eines maximal gewichteten 1-Faktors Kenntnis besitzen (wir gehen weiterhin
von unserem reduzierten Minkonvex Problem aus), also einer optimalen Losung
x € LP, folgt mit dem Hauptsatz der linearen Optimierung [12], dass auch das
duale Programm DP eine optimale Losung (Y) besitzt. Insbesondere gilt die
starke Dualitit, also Wert(LP) = Wert(DP). Der primal-dualen Methode fiir
lineare Programme liegt folgende Idee zugrunde. Wir beginnen mit einer dua-
len zuléssigen Ldsung (Z) und suchen nach einer primal zuldssigen Losung z,
basierend auf den zwei folgenden S&tzen.
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Satz 3.4.4 (Komplementirer Schlupf). Seien x € P und (y,z) € Pp zuldssige
Lésungen. Dann sind x € LP und (Z) € DP genau dann , wenn gilt

m

zg, >0 = Zcijacj =1firallei € {1,...,k}

j=1
k
z; >0 = Z(_CijZBi) +yy +y, =wj fur alle j € {1,...,m} und {v,,v,} =e;.
i=1
Beweis. Siehe beispielsweise [12]. O

Lemma von Farkas 3.4.5. Fir A’ € Mat,, »,(R) und b € R™ sind folgende
Aussagen dquivalent.

1. Es gibt ein 2/ € R™ mit A'z’ =b und 2’ > 0.
2. Fir alle y' € R™ mit yT A’ > 0 folgt yTb > 0.
Beweis. Siehe beispielsweise [12]. O

Die Idee ist nun Folgende. Wir beginnen mit einer zuléssigen dualen Losung
(Y). Man betrachte die Untermatrix A’ von (_AC), bestehend aus den Spalten
j, die die Bedingung Zle(fciszi) + y» + yu = w; erfiillen. Um eine primale
Losung zu finden, 16se man das eingeschriinkte lineare Programm A'z’ = ()
mit ' > 0. Fiir unseren Graphen heifit das konkret, dass wir auf einem Teil-
graphen unseres Ausgangsgraphen, nimlich dem Teilgraphen dessen Kanten
ej = {v,,v,} die Bedingung

k

wr(j) = Z(_CijZBi) + Y+ Yy, —w; =0
=1

erfiillen, einen 1-Faktor suchen. Es ergeben sich zwei Fille.

1. Der Teilgraph enthélt einen 1-Faktor, d.h. das eingeschrankte lineare Pro-

gramm A'z' = (711) mit ' > 0 ist 16sbar. Dann setzen wir fiir die fehlen-

den Komponenten von z jeweils eine Null. Es ergibt sich Az = (711) und

x; > 0. Mit 3.4.4 ergibt sich, dass wir zwei optimale Losungen gefunden
haben, also die Lésung unseres Problems.

2. Der Teilgraph enthilt keinen 1-Faktor, d.h. das eingeschrinkte lineare
Programm Az’ = (')) mit 2/ > 0 besitzt keine Losung. Nach dem

Lemma von Farkas 3.4.5 gibt es dann ein (yj) mit (y'7,2'T)A’ > 0 und

(y’T,Z’T)(_ll) < 0. Weil z > 0 gilt, gibt es ein a € Ry, sodass (¥) +
oz(Z:) eine weitere zuldssige Losung des dualen Programms ist. Es gilt
7,20 (1) > (y+ay)T, (2 + a2’)T)(},). Wir haben also eine bessere
Losung des dualen Programms gefunden. Wir wihlen ein « und iterieren
mit der neuen Ldsung.
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Das Prinzip ist bei linearen Programmen universell anwendbar und steht und
fallt letztlich mit der Umsetzbarkeit der einzelnen Schritte. Wie stellen wir fest,
ob A'z’ = ('}) mit 2’ > 0 16sbar ist? Uns interessieren nur ganzzahlige Losun-
gen. Wie wir wissen, befinden sich solche auf den Ecken des 1-Faktorpolytops.
Wir wenden unser Prinzip aus dem letzten Kapitel an. Wir suchen mit Hilfe
alternierender Wéilder auf den Teilgraphen, dessen Kanten e; die Bedingung
wx(j) = 0 erfiillen, augmentierende Pfade und augmentieren, solange solche
Pfade existieren. Finden wir einen (ungewichteten) 1-Faktor, so sind wir fertig.
Finden wir keinen 1-Faktor, so kommen durch die Modifikationen an der dualen
Losung weitere Kanten hinzu. D.h. stellen wir uns vor, dass die Konstruktion
eines alternierenden Waldes W = (V, F') nicht fortgesetzt, kein augmentieren-
der Pfad gefunden und keine Bliite geschrumpft werden kann. Vorerst gehen wir
der Einfachheit halber davon aus, dass keine Bliitenknoten B im Wald vorhan-
den sind. Dann benétigen wir neue Kanten, die wir erhalten, indem wir duale
Variablen verdndern. Dabei wollen wir bisher zulédssige Kanten bewahren, d.h.
wir wollen den Wert w,(j) = 0 von Kanten e; nicht verdndern. Das erreichen
wir, indem wir fiir von jeder dualen Variablen y;, wenn v; € even(W) gilt, ein
« subtrahieren bzw. ein « addieren, wenn v; € odd(W) gilt. Das ist eindeutig
moglich, weil diese Knoten in einem Wald W enthalten sind. Damit verdndern
wir allerdings die Werte w,(j) > 0 von Kanten e; ¢ F, die bisher nicht im
Wald enthalten sind. Wir wollen erreichen, dass fiir mindestens eine dieser Kan-
ten wy(j) = 0 gilt (eine neue mogliche Kante im Wald) und fiir die anderen
weiterhin w,(j) > 0, um die Zulassigkeit der neu entstehenden dualen Losung
zu garantieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie eine Kante e; ¢ F' mit
den Knoten aus W inzidieren kann. Verbindet sie zwei Knoten aus odd(F'), so
vergrofert sich der Wert w,(j) um 2, die Zulissigkeit ist also garantiert. Ver-
bindet sie zwei Knoten aus odd(F') und even(F'), so verdndert sich ihr Wert
nicht. Inzidiert sie jedoch mit zwei Knoten aus even(F), so verringert sich ihr
Wert um 2a. Eine Verkleinerung um o findet statt, wenn eine Kante mit zwei
Knoten aus even(F) und free(F) inzidiert. Das sind offenbar uns interessie-
rende Kanten. Der Wert o« muss so gewdhlt werden, dass fiir alle Kanten die
Zulassigkeit gewihrleistet wird. Demnach bestimmen wir

1
min 5{11}7T (7)le; ¢ W und inzidiert mit zwei Knoten aus even(F)}

(651 =
ay = min{w(j)le; ¢ W inzidiert mit je einem Knoten in
even(F) und free(F)}
und setzen

o :=min{ay, as}.

Mit den hinzukommenden Kanten kénnen wir nun solange einen alternierenden
Wald aufbauen, bis wir einen augmentierenden Pfad gefunden haben oder wir
nehmen erneut Verédnderungen an den dualen Variablen vor. Nun miissen wir
noch die Bliitenknoten beachten. Nach dem Schrumpfen einer Bliite entsteht
der neue Graph G/B. Damit fallen die Knoten aus B weg und werden mit dem
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Bliitenknoten B ersetzt. Insbesondere werden die Kanten e; = {v;,v}}, die mit
genau einem Knoten v; aus B inzidieren, mit der Kante {B, v.} identifiziert und
demnach {ibernehmen wir auch die Werte w,(j) und w(j) fiir diese Kanten.
Finden wir auf einem geschrumpften Graphen G keinen augmentierenden Pfad,
so verdndern wir nach obigen Prinzip die dualen Variablen. D.h. wir verdndern
nun die Werte w, (j) = y;+yr —Zle ¢ij2p; —w; durch die zwei dualen Variablen
yi» und zp. Damit behandeln wir den Bliitenknoten B wie alle anderen Knoten
auch, allerdings mit umgekehrten Vorzeichen. D.h. fiir B; € even(W), setzen
wir zp, + a und fiir B; € odd(W) demnach zp, — a. Es ergibt sich jedoch ein
Problem fiir den Fall, dass zp = 0 und B € odd(W) gelten. Dann wiirde zp — «
negativ werden und ist somit keine zuldssige Losung. Dieses Problem beheben
wir, indem wir solche Bliitenknoten B auflésen. Wir wéhlen dazu in der Bliite
B einen Pfad P gerader Linge ausgehend von dem Knoten, der in der Bliite mit
zwei Kanten aus E' \ M inzidiert. Den Knoten B ersetzen wir im Wald W mit
dem Pfad P. Vom Restpfad der Bliite wahlen wir alle M-Kanten und addieren
auch diese zum Wald hinzu. Dann erst modifizieren wir die dualen Variablen.

Zur Bestimmung eines maximal gewichteten 1-Faktors setzen wir als initiale
duale Variable

y; = max{w;/2|e; inzidiert mit v;} fiir i € {1,...,n}
0firie{l,...,k}.

ZB;

Offenbar handelt es sich um eine zuléssige Losung des dualen Programms. In
der praktischen Umsetzung setzen wir flir die dualen Variablen zp, := 0 im
Algorithmus erst dann, wenn die Bliite B; tatsichlich gefunden wurde. Nun
verwenden wir Algorithmus 3.2.6, um einen augmentierenden Pfad auf dem
Teilgraphen von G zu finden, fiir dessen Kanten e; gilt w,(j) = 0. Wir kehren
nun wieder zu unserer unnummerierten Version der Variablen zuriick, weil die
Analogie zu Algorithmus 3.2.6 besser sichtbar wird.

Algorithmus 3.4.6 (Augmentierender Pfad,gewichtet).

Eingabe: Ein Graph G = (V,E) mit einem (0,1)-Faktor H = (V,M) mit
|M| < 1|V| und einer Kantengewichtsfunktion w € Ry. Fir die Kanten e € M
gilt wr(e) = 0.

Ausgabe: Fin M-augmentierender Pfad auf G, fiir dessen Kanten e gilt wr(e) =
0.

Initialisierung: Setze den alterniernden Wald W := (V, F) mit F .= M. Wei-
terhin setzen wir e, := {v,u} fiir jeden Knoten v € V, wenn es ein e, € E gibt
mit uw € X und wenn wy(e) =0 gilt. Wir sammeln die e, in einer Liste.

While (kein augmentierender Pfad gefunden ist) do
If (es gibt ein v € V, fir das ein e, = (v,u) existiert) then

1. If (v € free(W)) then
e FEs gibt genau ein w € V mit {v,w} € M. Fiir alle Knoten x, die mit

w benachbart sind, setze e, = {z,w}.

40



o I :ZFU{@U},
2. If (v € even(W)) then

e Finde die geraden Pfade P,Q von einem Knoten x € X nach v und
von einem Knoten x' € X nach w.

o If (x #12') then P' = (P, e,, Q) ist ein augmentierender Pfad auf G.
else
(P, ey, Q) enthdlt eine M -Bliite. Schrumpfe die Knotenmenge B der
Bliite durch Konstruktion des Graphen G := G/B und M = M \ B.
Updaten der e,.

else

If (es gibt Blitenknoten B € odd(W) mit zg = 0) then

setze F':= FUE(P)UN fiir solche Bliitenknoten B ( wobei P = (v;,...,vx) ein
gerader Teilpfad aus der Blite B = (v;,...,v;) ist) und N aus den M-Kanten
des restlichen Teilpfades besteht.

Setze y, =y, — « fiir alle v € even(W),

zp = zp + « fir alle B € even(W)

Yo = Yo +  fiir alle v € odd(W)

zp = zp — « fir alle B € odd(W).

Updaten der e,.

End While

Falls der Pfad P' Blitenknoten enthdlt, konstruiere wie im Beweis zu 3.2.5
einen M -augmentierenden Pfad auf G durch Aufblasen der Bliitenknoten.

Das Updaten der dualen Variablen kann in der Zeit O(|V|) durch gefiihrt
werden, so dass sich insgesamt zur Bestimmung eines augmentierenden Pfades
ein Komplexitéit von O(|V|?) ergibt mit der gleichen Argumentation wie bei Al-
gorithmus 3.2.6. Fiir Graphen, fiir deren Kantenmengen |E| € O(|V) liegt, gibt
es eine Implementierung mit einer verbesserten Komplexitit. Gabow, Galil und
Micali [8] erreichen mit Hilfe von intelligenten Datenstrukturen ( Priorititswar-
teschlangen) fiir die Suche nach einem augmentierenden Pfad die Komplexitit
O(|Elog(IV])-

3.5 Der Algorithmus fiir einen maximal-gewichteten f-
Faktor

Unser Algorithmus fiir einen maximal-gewichteten 1-Faktor kann wie im un-
gewichteten Fall auf den Splitgraphen G; = (V, Ey) angewendet werden, um
einen maximal-gewichteten f-Faktor zu bestimmen. Es besteht auch hier die
Mboglichkeit, solange mit Algorithmus 3.4.6 nach augmentierenden Pfaden auf
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dem Splitgraphen G zu suchen, bis ein 1-Faktor gefunden wurde. Dabei be-
ginnen wir unsere Suche mit einem (0, 1)-Faktor H = (Vy, M), bei dem fiir alle
auferen Knoten w € V; die Bedingung dg(w) = 1 gilt. Dieser lasst sich bestim-
men, indem in jedem bipartiten Graphen G, von Gy genau (dg(v)— f(v)) dufiere
Kanten als M-Kanten gewdhlt werden und zwar so, dass jeder dufsere Knoten mit
genau einer M-Kante inzidiert. Alle dufferen Kanten besitzen im Splitgraphen
G ¢ nach Konstruktion maximales Kantengewicht W. Damit werden die dualen
Variablen y, alle mit dem Wert y, := W/2 initialisiert. Insbesondere folgt fiir
alle duferen Kanten e; die Bedingung w.(j) = 0. D.h. die dufieren Kanten der
bipartiten Graphen G, stehen fiir den Aufbau alternierender Wélder zu jedem
Zeitpunkt des Algorithmus zur Verfligung. Damit ist wegen Satz 3.3.2 klar, dass
wir M-augmentierende Pfade auf dem Suchgraphen G¢(M) = (Vi (M), E;(M))
finden konnen, wobei innere Kanten e mit wy(e) > 0 nicht beachtet werden.
Probleme bereiten uns jedoch die dualen Variablen und zwar dann, wenn die
Suche nach einem M-augmentierenden Pfad nicht erfolgreich war. In diesem
Fall verindern wir im Algorithmus 3.4.6 die dualen Variablen durch den zuletzt
aufgebauten Wald W. Das geschieht beziiglich des Suchgraphen G;(M). Die
dualen Variablen benotigen jedoch eine Modifikation beziiglich eines alternie-
renden Waldes von G¢. Klar ist, dass nach Verénderung von dualen Variablen
nur innere Kanten von Gy bzw. G§(M) zum weiteren Aufbau eines Waldes
hinzukommen koénnen, welche einander eindeutig entsprechen. Es stellt sich die
Frage, ob ein alternierender Wald W’ von G (M) einem alternierenden Wald
W von Gy entspricht. Stellen wir uns vorerst vor, dass wir einen alternierenden
Wald W’ auf G (M) konstruiert haben, der keine Bliitenknoten B besitzt. Dann
gibt es aufgrund der Waldstruktur von jedem Knoten v hochstens einen alter-
nierenden Pfad zu einem anderen Knoten v’ in W’. Enthilt ein solcher Pfad die
Knotensequenz (wi,v,eE\M,%7v,eM,Witv,eE\M,vjw), dann erhalten wir nach
Streichen der Knoten V;, und W, , einen alternierenden Pfad auf Gy der die
Knotensequenz (w; v, eg\ar, Vj,0) enthdlt. Das ist moglich, weil Gy aus vollstén-
digen bipartiten Graphen besteht. Dieses Prinzip fiihren wir gedanklich fiir alle
alternierenden Pfade auf W’ durch und erhalten einen alternierenden Wald W
auf Gy. Damit gilt

even(W')NVy = even(W)
oddW"\YNVy = odd(W)
freeW')NVy = free(W').

Somit kénnen wir die dualen Variablen y, mit Hilfe des alternierenden Waldes
W' verandern und erhalten dann die dualen Variablen beziiglich des Splitgra-
phen Gy. Dabei bedenken wir, dass solche dualen Variablen nur beziiglich in-
nerer Kanten verdndert werden. Der Wert « ldsst sich wie im letzten Abschnitt
beschrieben, bestimmen. Schwieriger wird es, wenn Bliitenknoten B im Wald W'
enthalten sind. Es stellt sich die Frage, ob fiir jede Bliite im Suchgraphen eine
Entsprechung im Splitgraphen existiert. Betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 3.5.1. Der Blite B = (vq, W1, Vi, wa,va,...,v1, w1, Vo, Wa,v4) ent-
spricht im Splitgraphen die Bliite B = (vq, wa, V2, ..., V1, W1, Vq).
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Abbildung 18: Die Bliite B in G

Fiir Bliten B = (v;,...,v), fur die v; ¢ {Vi,, Va,u, W14, Wa , } ist, gibt es
offensichtlich Entsprechungen in dem jeweiligen alternierenden Wald von G.
Auch hier lassen sich die dualen Variablen mit dem Wald W von Gy(M) mit
den gleichen Argumenten dndern wie oben. Anders sieht es mit Bliiten aus, bei
denen v; einem zusétzlichen Knoten entspricht. Sei eine Bliite B = (v;,...,v)
gegeben (siehe Definition 3.2.3), fur deren Knoten v; € {Vi 4, Va y, Wi 4, Wa i}
gilt, also ist v; ein Knoten, der nicht in Gy enthalten ist. Solch eine Bliite nennen
wir Trugbliite.

Beispiel 3.5.2. Die Blite B = (V1,w1,v1,...,02, w2, V1) im Graphen Gy von
Beispiel 3.5.1 ist eine Trugblite von Gy(M).

Nach dem Schrumpfen einer Trugbliite zu einem Knoten B im alternierenden
Wald zu G¢(M) finden wir fiir G nach Streichen von nichtrelevanten Kanten
nur einen Wald, der B als Knoten nicht enth&lt. Das heifst, eine Verdnderung
der dualen Variable zp entspriche nicht unseren Erfordernissen. Dieser Fall
tritt jedoch nicht ein. Wir wissen aus 3.4.6, dass die dualen Variablen zp erst
dann verdndert werden, wenn ein alternierender Wald nicht weiter aufgebaut
werden kann und kein augmentierender Pfad gefunden worden ist. Insbesondere
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bedeutet das, dass wir duale Variablen verdndern, die im alternierenden Wald W
als Bliitenknoten B enthalten sind, wenn dieser nicht weiter aufgebaut werden
kann, keine weitere Bliite gefunden wird und kein M-augmentierender Pfad
existiert. Solche Bliiten nennen wir im folgenden blockierende Bliiten.

Satz 3.5.3. Ist B eine blockierende Blite in einem M -alternierenden Wald W
von Gy(M), dann ist B keine Trugbliite.

Beweis. Sei B = (v;,...,v) eine Trugbliite in einem M-alternierenden Wald
W auf Gf(M). Dann gilt v; € {Vi,,, Vo, Wi, Wa,} fiir ein v € V. Wir be-
trachten den Fall v; = V; ,,. Solch eine Bliite muss innere Kanten des Graphen
G enthalten, da in bipartiten Graphen keine Kreise ungerader Linge existie-
ren. Insbesondere besitzt B dann mindestens fiinf Knoten aus G,. Auflerdem
gilt V1, € even(W), denn wire Vi, € odd(W), dann lige entweder v;41 oder
v¢—1 in einer anderen Komponente als V; ,,. Dann wurde aber im Algorithmus
ein Knoten aus odd(W') durch eine Kante mit einer anderen Komponente ver-
bunden. Widerspruch! Es gibt also den alternierenden Pfad P gerader Linge
(ungleich Null) in W mit P = (v;,..., Wiy, Vi). Wir nehmen im Folgenden
an, dass die Knoten V5 ,, W, im Wald enthalten sind, also nicht durch eine
Bliite geschrumpft wurden. Nun gibt es zwei Fille.

1. V4, befindet sich in einer anderen Komponente von W als V; ,. Dann
gilt entweder Va ., Wa , € even(W) U odd(W) oder Va ,, Wa,, € free(W).
Im ersten Fall finden wir nach Schrumpfen von B einen augmentierenden
Pfad, denn es gibt einen &ufieren Knoten w;, € B, der mit dem Knoten
Vo, adjazent ist (oder es gibt eine Bliite B’ in B, die ein w; ,, enthélt, dass
mit Vs, adjazent ist), wenn Va2, € even(W) gilt. Nach Schrumpfen der
Bliite existiert dann die Kante {B, Vs, }. Wir erhalten einen augmentie-
renden Pfad. Fiir W, € even(W) gehen wir analog vor. Im zweiten Fall
kénnen wir den Wald vergrofern, durch die Kante {wjﬂ,, ng} die nach
Schrumpfen von B zur Kante {B, V5, } wird.

2. Vi, befindet sich in der gleichen Komponente von W wie Vi ,. Dann gibt
es einen einen alternierenden Pfad von v;, nach V5, und demnach auch
zu Wy ,,. Es lésst sich in jedem Fall eine weitere Bliite konstruieren, denn
wir wissen von der Existenz einer verbindenden Kante {w; ., Va,} bzw.
{’Ujﬂ,7 WQ,U} mit Wjv, Vjv € B.
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Abbildung 19: V5 € even(W) und Vs € free(W)

Abbildung 20: V; und V5 liegen in einer Komponente
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In beiden Féllen erweist sich, dass B keine blockierende Bliite sein kann.
Angenommen die Knoten V5 ,,, Wa, sind bereits durch Schrumpfen in Bliitenk-
noten B’ enthalten. Dann 1osen wir diese Bliiten auf, indem wir sie im Wald
durch gerade Teilpfade ersetzen, so dass diese Knoten wieder im Wald enthal-
ten sind. Die M-Kanten der restlichen Teilpfade solcher Bliiten fligen wir als
Komponenten von W hinzu. Nun behandeln wir unsere zwei Fille von oben.
Damit kdnnen wir insgesamt beweisen, dass B keine blockierende Bliite ist. [

Beispiel 3.5.4. Die Bliite B’ aus Beispiel 3.5.2 ist in der Blite B = (vq, W1, B,
Vo, Wa,v4) enthalten. Nach dem Schrumpfen von B erhalten wir die gleiche
Situation wie in Beispiel 3.5.1.

W4 W2

Abbildung 21: Bliite B in G (M)

Damit kann jede blockierende Bliite, die in G (M) gefunden wurde, nach
Streichen von Knoten, die nicht in Gy enthalten sind, zu einer Bliite in G
konstruiert werden. Insgesamt bedeutet dies, dass wir duale Variablen einfach
mit Hilfe alternierender Wélder auf G (M) bestimmen kdnnen. Somit verwen-
den wir einfach das primale-duale Prinzip, um auf einem Suchgraphen G (M),
der nur Kanten e; mit w,(j) = 0 enthélt, einen augmentierenden Pfad mit
alternierenden Wéldern zu bestimmen. Endet diese Suche erfolglos, so dndern
wir wie gewohnt unsere dualen Variablen mit Hilfe eines alternierenden Wal-
des W’ von Gy(M). Damit erhalten wir fiir die Suche nach einem augmen-
tierenden Pfad von Gy die Komplexitit O(|Ef(M)|log(|Vy(M)])), also fiir das
Auffinden eines f-Faktor die Komplexitét O, oy, f(v)|Ey(M)|log(|Vy(M)|) =

O vev F(0)|Ellog(|E]) = O v ()| Ellog(|V])).
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4 Verwandte Probleme

4.1 Das Maxsquare Problem

Eine naheliegende Frage ist, ob sich die Konstruktion unseres Graphen G’ aus
Kapitel 2.3 auch zur Berechnung des Problems

Maxsquare(G, k) := {H = (V,F)| Z dp(v) = 2k und Z dp(v)? = max}
veV veV

eignet. Anders gefragt, was passiert bei der Bestimmung eines minimal gewichte-
ten f-Faktors auf unserem Hilfsgraphen G’? Mit analogen Uberlegungen ergibt
sich fiir einen minimal gewichteten f-Faktor H' auf G’

w(G') —w(H') = ~l(de\m) + l(dc).

Demnach berechnen wir mit einem minimal gewichteten f-Faktor das Mins-
quare Problem fiir einen Teilgraphen von G mit (n — k) Kanten. Offensichtlich
eignet sich der Hilfsgraph G’ nicht zur Losung des Maxsquare Problems. Tat-
séchlich stellt sich sogar heraus, dass dieses Problem N P-vollstindig ist. Be-
trachten wir folgende Reduktion aus [3]. Wir konstruieren einen Hilfsgraphen
Ge = (Vo,E¢), indem wir jede Kante in G durch einen weiteren Knoten in
zwel Kanten unterteilen. Sei A := max{dg(v)|v € V}. Dann fligen wir an je-
den Knoten v € V weitere A — dg(v) Kanten an. Somit besitzt jeder Knoten
v € V C Vi aus G¢ den Knotengrad A. Betrachten wir nun eine Lisung des
Problems Maxsquare(Geo,rA) mit 2 < r < A|E¢|. Wir erhalten einen Teilgra-
phen Ho = (Veo, Fo) dessen Kantenmenge F aus den inzidenten Kanten von r
Knoten mit Knotengrad A besteht, denn diese Knoten besitzen in G¢ maxima-
len Knotengrad. Weiterhin miissen maximal viele dieser /A Kanten miteinander
benachbart sein, da der Knotengrad von Knoten v € Vo \ V entweder eins oder
zwei ist. Wenn L;D solcher Knoten den Knotengrad zwei besitzen, wird ein
maximales Ergebnis erzielt. Das muss nicht existieren. Betrachten wir jedoch
den Teilgraphen H auf G, der H¢ entspricht, dann ist H in diesem Fall ein Teil-
graph, bei dem r Knoten, den Knotengrad (r — 1) besitzen. Solch ein Teilgraph
nennt sich Cligue der Grofie . Angenommen Maxsquare(Ge,rA) wire polyno-
miell 16sbar, dann kénnten wir auch in polynomieller Zeit bestimmen, ob G eine
Clique der Grofe r > 2 besitzt. Bei diesem Problem handelt es sich aber um ein
bekanntes, klassisches NP-vollstindiges Entscheidungsproblem. Demnach kann
es fiir das Maxsquare Problem keinen polynomiellen Algorithmus geben, es sei
denn, es gilt P = NP.

Beispiel 4.1.1. Wir betrachten auf zwei verschiedenen Graphen G¢ das Pro-
blem Mazsquare(Ge,3A). Die Kantenmengen {1,...,12} sind jeweilige Losun-
gen. Die fettgezeichneten Kanten bilden den Teilgraphen H von G, dessen Kno-
tenmenge aus den ausgefillten Knoten besteht. Im ersten Graphen existiert keine
Clique H der Grifle drei, im zweiten gibt es eine.
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Abbildung 22: Reduktion des Maxsquare Problems

4.2 Das Maxfixcover Problem

Betrachten wir nochmals das Minsquare Problem auf einem Graphen G =
(V, E). Uberschreitet die Groke der festen Kantenzahl k einen bestimmten Wert
nicht, dann ist klar, dass ein (0, 1)-Faktor eine Losung sein muss, denn dann
wird die Knotengradsumme minimiert. Die Kantenmenge E’ eines Teilgraphen
H = (V,E’) von G, deren Kanten nicht benachbart sind, nennen wir unab-
hangige Kantenmenge oder auch Matching. Kennen wir k' := |E’|, dann ist
Minsquare(G, k') die Bestimmung eines Matchings auf G. Unser Minsquare
Problem verallgemeinert demnach die Bestimmung eines Matchings, also die
Bestimmung einer unabhéngigen Kantenmenge von G. Wie zu den meisten Pro-
blemen in der Graphentheorie gibt es auch in diesem Fall ein duales Problem,
d.h. die Bestimmung einer unabhingigen Knotenteilmenge V' von einem zu-
sammenhingenden Graphen G bei der zwei Knoten nicht durch eine Kante
miteinander verbunden sind und demnach keine Knotenpaare bilden. Offenbar
ist V'\ V' dann eine Knotenmenge bei der jeder Knoten mit mindestens einer
Kante inzidiert. Das heifst diese Knotenmenge inzidiert mit allen Kanten von
G. Die Knotenmenge V' \ V' nennt sich Knoteniberdeckung oder Vertex Co-
ver. Analog zur Verallgemeinerung von Matchings gibt es auch zu Knoteniiber-
deckungen eine Verallgemeinerung. Wir suchen eine Knotenmenge V" := V\ V'
mit |[V"] =: k", die mit maximal vielen Kanten aus G inzidiert. (D.h. dass sich
moglichst wenige Knoten von V' paaren.) Dieses Problem nennt sich MazfixrCo-
ver. Sowohl Matchings, Knoteniiberdeckungen als auch MaxfixCover lassen sich
als Entscheidungsprobleme formulieren.

Matching(G, k') := {E’ C E||E’| = k', E’ ist unabhiingige Kantenmenge von G}
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VertexCover(G, k") := {V” CV||[V"| =k", V" inzidiert mit allen Kanten aus E}

Maz fizCover(G, k") :=
{V" CVI||V"| = K", V” inzidiert mit maximaler Anzahl Kanten aus E}

Matching(G, k') ist als Teilmenge von Minsquare(G, k') in polynomieller Zeit
entscheidbar. (Das war schon vor [3] bekannt.) VertexCover(G, k") ist ein be-
kanntes NP-vollstindiges Problem und Maxfixcover(G, k") als Obermenge dem-
nach auch. Allerdings existieren polynomielle Lésungen fiir bestimmte Graphen,
nadmlich Kantengraphen. Ein Kantengraph L(G) (Line Graph) von G = (V, E)
besitzt als Knotenmenge E. Weiter sind in L(G) zwei Knoten genau dann durch
eine Kante miteinander verbunden, wenn zwei Kanten e € F in G adjazent, sind.
Mit dieser Definition ist klar, dass Minsquare(G, k') dquivalent zum Problem
MaxfixCover(L(G), k") ist. Damit lisst sich das MaxfixCover Problem auf ei-
nem Kantengraphen in polynomieller Zeit berechnen. Werden wir demnach mit
einem MaxfixCover Problem konfrontiert, so lohnt es sich zu iberpriifen, ob der
zugrunde liegende Graph G ein Kantengraph ist.

5 Zusammenfassung

Das Minkonvex Problem ist sowohl als Modellierwerkzeug fiir praktische Pro-
bleme besonders gut geeignet, als auch fiir theoretische Fragen innerhalb der
Graphentheorie sehr interessant. Kehren wir zu unserem Eingangsbeispiel zu-
riick, so konnen wir das Minsquare Problem als gerechte Zuordnung der Grofe
k interpretieren. Mit der Anzahl n von Mathematikern und k& Gutscheinen lisst
sich ein ganzzahliger Mittelwert bestimmen, der angibt, wie haufig jeder Mathe-
matiker essen gehen kann. Aufgrund der Beziehungen innerhalb der Mathemati-
kerschaft, 14sst sich dieser Wert nicht immer realisieren. Wir minimieren mit dem
Minsquare Problem die Abweichung von diesem Wert beziiglich eines bestimm-
ten Graphen G. Statt Gutscheinen kénnten wir auch k Aufgaben, an denen je
zwei Personen beteiligt sein miissen, gerecht verteilen. Erwdhnenswert ist auch
der Fall von bipartiten Graphen. Sehr bekannt ist das sogenannte Heiratspro-
blem, bei dem man moglichst viele Frauen und Ménner unter Beriicksichtigung
von gegenseitigen Sympathien zweigeschlechtig miteinander verheiraten moch-
te. Denken wir an das letzte Kapitel, so handelt es sich um die Bestimmung
eines maximalen Matchings auf einem bipartiten Graphen. Da das Minsquare
Problem eine Verallgemeinerung darstellt, konnen wir das Heiratsproblem er-
weitern beispielsweise zu einem Tanzschulen Problem. An einem Abend sollen
nacheinander Paare (Frau, Mann) unter Beriicksichtigung ihrer Tanzfdhigkeiten
k verschiedene Tanze vorfiihren. Wenn k& die Grofe eines maximalen Matchings
iiberschreitet, dann diirfen manche Personen mehr als einmal tanzen. Wieder
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ist eine gerechte Losung ein Minsquare Problem.

Besonders interessant am Minkonvex Problem ist die Interpretation als Ver-
allgemeinerung von Matchingproblemen, die es ermdglicht, maximale Knoten-
iiberdeckungen mit einer festen Anzahl von Knoten auf Kantengraphen in po-
lynomieller Zeit zu bestimmen. Ein Problem, das fiir den allgemeinen Fall N P-
vollstandig ist. Weitere Verallgemeinerungen in unterschiedliche Richtungen durch
weitere Bedingungen oder durch Losen von der Graphenstruktur sind denkbar.
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