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Symbol Bezeichnung Wertzuordnung
N Menge der natiirliche Zahlen 1,2,3,...

No Menge der natiirlichen Zahlen mit 0 Nu {0}

/e Menge der negativen ganzen Zahlen {—k|k € N}

Z Menge der ganzen Zahlen NoUZ~
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1 Einleitung

Geschichtlicher Hintergrund

Ein klassisches Problem der Analysis ist die Herleitung eines endlichen Formelausdrucks fiir die
Riemannsche Zeta-Funktion an den natiirlichen Stellen gréfler als 1. Leonhard Euler (1707-1783)
loste dieses Problem fiir die geraden natiirlichen Zahlen Mitte des 18. Jahrhunderts [1, Seite 1070,
(2)] durch eine beeindruckende Herleitung der Sinus-Produktdarstellung [1, Kapitel 4, Seite 10751,
(G)], 2, Seite 18f]. Mit [1, Seite 1084, (L)] zeigt Euler einen Zusammenhang der Riemannschen Ze-
tafunktion mit der Verallgemeinerten Hyperfakultdt und fand fiir die Riemannsche Zeta-Funktion
an der Stelle 3 schlielich eine logarithmische Reihe mit Koeffizienten, die die Riemannsche Zeta-
Funktion an den geraden natiirlichen Stellen beinhalten, so dass die Reihenglieder nur aus mit
rationalen Zahlen multiplizierten Potenzen von 7w bestehen [10, Seite 2, (1.5)].

In der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts wurden von James W. L. Glaisher (1848-1928)
Uberlegungen zur Verallgemeinerten Hyperfakultit im Zusammenhang mit der spéter als Glaisher-

Kinkelin-Konstante bezeichneten Konstante A veroffentlicht.

Verallgemeinerung

Ein etwas allgemeinerer Ansatz ist die Dirichlet-Reihe mit natiirlichen Potenzen im Nenner und
periodischer Koeffizientenfolge, die als Periodische Dirichlet-Reihe bezeichnet werden kann. Ange-
merkt sei, dass ein besonderer Spezialfall dieser Reihe die Dirichletschen L-Reihen sind, die sich

auf Grund ihrer Multiplikativitdt als Eulerprodukte darstellen lassen.

Zielsetzung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die bekannten oder meist in dquivalenter Form bekannten
Formeln aus Potenzen von 7 und endlichen Termen einer Verallgemeinerung der Gammafunktion
fiir die Periodische Dirichlet-Reihe ohne die Ableitung der Funktionalgleichung der Riemannschen
Zeta-Funktion zu entwickeln.

Da dieses Thema offensichtlich kein Kernthema der Mathematik ist, sind die einzelnen Wei-
terentwicklungen und Ergebnisse in den Biichern, Internetskripten und einschldgige Medien fiir
Veroffentlichungen nicht umfassend in Beziehung zueinander gesetzt. Daher kann ein wesentlicher
Teil der vorliegenden Arbeit auch als kleine Zusammenfassung der einfachsten Ergebnisse zum

oben genannten Ziel verstanden werden.

Bezug zur Literatur

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung der Hurwitzschen Zeta-Funktion, der Riemannschen Zeta-
Funktion mit der dazugehorigen Funktionalgleichung, deren Ableitung an den negativen ganzen
Stellen und der Verallgemeinerten Glaisher-Kinkelin-Konstante wurden von V. S. Adamchik u. a.
Formeln fiir die Riemannsche Zeta-Funktion an den ungeraden natiirlichen Stellen realisiert.

Um jedoch allen Varianten der Periodischen Dirichlet-Reihe eine gemeinsame Grundlage zu
geben, soll ein bestimmtes Integral der sogenannten Digamma-Funktion verwendet werden, das im
Wesentlichen dem Logarithmus einer Verallgemeinerung der Gammafunktion entspricht, die hier
Q.m-Funktion genannt wird.

Mit dieser Funktion vergleichbar sind die Produkt- und Reihendarstellungen, wie sie z. B. von N.
Kurokawa, S.-Y. Koyama und M. Wakayama verwendet werden. Diese Produkte sind im Gegensatz
zur QQ,-Funktion als Weierstrafische Produkte definiert und vereinfachen wegen eines zusétzlichen
Faktors im Vergleich zur @,,,-Funktion zwar die Formelbildung fiir die Riemannsche Zeta-Funktion

an den natiirlichen Stellen, der Aufbau von Funktionalgleichungen ist jedoch erschwert.



Methode

In der vorliegenden Arbeit wird die Formelbildung fiir die Periodische Dirichlet-Reihe nicht auf
die Ableitung der Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion zuriickgefithrt, sondern
auf folgende Grundlagen gestellt: Integralsatz von Cauchy fiir einfach zusammenhéngende Gebiete
(Komplexe Analysis, Kurvenintegrale), Vertauschbarkeit von Limes und Integral bei gleichméBig
konvergenten Reihen mit einer Verdnderlichen, und Definitionen, die dafiir geeignet sind, nicht-
triviale Ergebnisse weitestgehend durch elementare Umformungen zu erhalten.

Konkret werden hier als , geeignete Definitionen®“ die formale Darstellung einer Reihe als Tay-
lorreihe mit Exponentialfunktion als Argument, die Definition der o. g. Q,,-Funktion und eine hier
als ,Grenzwertgleichung” (Lemma 4.4) bezeichnete Gleichsetzung eines bestimmten Terms mit 0
verwendet.

Diese Grenzwertgleichung kénnte zwar im Wesentlichen durch die allgemeinere Methode der
Zeta Regularisierten Produkte [3] ersetzt werden, dies wére jedoch zum einen ein erheblich grofie-
rer Argumentationsaufwand, um die gleichen Ergebnisse zu erzielen, zum anderen wiirde dann die
Ableitung der analytischen Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion herangezogen werden,

die es ja gerade auf einem alternativen Weg zu umgehen gilt.

Unterschied

Welchen wissenschaftlichen Vor- oder Nachteil es hat, die o. g. analytische Fortsetzung auflen vor
zu lassen, wird in der vorliegenden Arbeit nicht erldutert. Es sei lediglich angemerkt, dass der
hier gegangene Weg meist elementar und dadurch auch lédnger ist, jedoch vergleichsweise wenig
Grundwissen erfordert. Vielleicht ist dies einfach eine Moglichkeit, die Zusammenhénge besser zu

verstehen, die zur Formelentwicklung fiir die Periodische Dirichlet-Reihe benttigt werden.

Gliederung

Fir die Herleitung von Methoden zur Formelbildung der Periodischen Dirichlet-Reihe ist die vor-
liegende Arbeit in vier Kapitel unterteilt:

Als Erstes wird die Periodische Dirichlet-Reihe auf den periodischen Polylogarithmus zuriick-
gefiihrt (Kap. 2), also auf eine spezielle Fourier-Reihe.

Als Zweites wird eine Formel fir eine Summe mit der Riemannschen Zeta-Funktion an den
natiirlichen Stellen grofler als 1 entwickelt. Sie liefert die wohlbekannten Euler-Formeln fiir die
Riemannsche Zeta-Funktion an den geraden natiirlichen Stellen und die Sinus-Produktdarstellung
(Kap. 3), und auf Grund der ungeraden natiirlichen Stellen den Anlass, die oben genannte Q-
Funktion zu definieren.

Als Drittes wird als Verallgemeinerung der Gammafunktion nun die @,,,-Funktion vorgestellt,
bei der es sich um eine Produktdarstellung handelt und dessen Logarithmus per Ableitung un-
mittelbar mit der Digamma-Funktion zusammenhéngt (Kap. 4). AbschlieBend wird an Hand von
Beispielen gezeigt, wie sich Formeln fiir die Periodische Dirichlet-Reihe explizit entwickeln und mit
der @,,-Funktion mit rationalen Argumenten ausdriicken lassen.

Als Viertes wird die Verallgemeinerte Glaisher-Kinkelin-Konstante definiert. Sie ist Bestandteil
der Stirling-Formel fiir die Verallgemeinerte Hyperfakultit und sie lasst sich durch die Q,,-Funktion
an der Stelle 1 ausdriicken. Als Folge davon ergibt sich eine einfache Formel fiir die Riemannsche
Zeta-Funktion an den ungeraden natiirlichen Stellen grofler als 1, wie sie in den Arbeiten von V. S.
Adamchik zu finden ist (Kap. 5). Eine dazu dquivalente Darstellung ist in einer Arbeit {iber Zeta

Regularisierte Produkte von N. Kurokawa und M. Wakayama [4, Seite 475, (12)] nachzulesen.



Resultate im Vergleich zur Literatur

Klassische und wohlbekannte Ergebnisse beinhalten folgende Kapitel:

Kapitel 2: Alle Abschnitte, sieche Analysis und auch die Lineare Algebra fiir Satz 2.3 .

Kapitel 3: Alle Abschnitte, siche Analysis, mit Ausnahme von Lemma 3.7 ; dieses Lemma wurde
in seiner Allgemeinheit nicht gefunden, obwohl es nur auf der Standardmethode ,,Kurvenintegral®
der Analysis beruht.

Meist wenig bekannte Resultate beinhalten folgende Abschnitte:

Kapitel 4: In [9] konnen Eigenschaften der Digamma-Funktion und damit auch einige der Q-
Funktion nachgelesen werden, die in Satz 4.2 gelistet sind. Satz 4.3 ist in [10] und [11] auf dhnliche
Weise beschrieben. Lemma 4.4 ist eine eigene Kreation, um das Grenzwertverhalten von Termen
in den Kapiteln 4 und 5 auf eine gemeinsame Weise zu erklaren. Die Sétze 4.5 und 4.6 und die
Korollare 4.7 und 4.9 existieren vermutlich in dquivalenter Form fiir die Multiple Gamma-Funktion,
Genaueres dazu kann hier aber wegen fehlender Informationen nicht gesagt werden. Satz 4.10 ist in
dquivalenter Form in [12] nachzulesen. Sechs Beispiele der Periodischen Dirichlet-Reihe werden in
Korollar 4.11 gelistet: Beispiel (1) ist ohne Verweis, aber eine besonders einfache Anwendung von
Satz 2.3, die Beispiele (2), (3) und (5) konnen in [10], [13] und [14] nachgelesen werden, Beispiel
(4) ist eine klassische Fourier-Reihe und nur fir Beispiel (6) kann kein Verweis angegeben werden,
hier sei fiir eine lediglich rekursive Darstellung auf [11] verwiesen.

Kapitel 5: Satz 5.2 ist nur als Zwischenresultat relevant und offensichtlich nicht explizit zu finden,
von der Veroffentlichung einer dquivalenten Darstellung darf jedoch ausgegangen werden. Die De-
finition 5.4 ist in [11] einzusehen. Wahrend Satz 5.5 vielleicht noch nicht vollstandig bekannt ist,
ist Satz 5.6 auf dhnliche Weise veréffentlicht und in [9] und [11] nachzulesen. Zusammenhénge, wie

sie Satz 5.8 formuliert, sind offensichtlich nur als Spezialfille in d&quivalenter Form bekannt.

Erginzung

Alle Gleichungen in den Kapiteln 4 und 5, bei denen der natiirliche Logarithmus auftritt, sind
vorab als exponenziert zu verstehen, da der Logarithmus bei negativem reellen Argument nicht
reell und bei 0 nicht beschrénkt ist. Es wird jedoch die logarithmische Schreibweise bevorzugt, weil

sich dann die Terme nicht stapeln und die Umformungen iibersichtlicher werden.



2 Periodische Dirichlet-Reihe

In diesem Kapitel wird die Periodische Dirichlet-Reihe {iber ein Lineares Gleichungssystem auf eine

Linearkombination der Lerch-Hurwitz Periodischen Zeta-Funktion zuriickgefiihrt.

2.1 Definition (LH-Reihe - Spezialfall einer Fourier-Reihe)

Sei s € C und z € R. Die Lerch-Hurwitz Periodische Zeta-Funktion, einer speziellen Lerchschen
Zeta-Funktion, ist als Funktion iiber die Reihe

definiert [5, Seite 24, 5.3]; dies ist der Polylogarithmus als Fourier-Reihe. Fiir die vorliegende Arbeit

wird sie zwecks verbaler Verkiirzung LH-Reihe (LH:=Lerch-Hurwitz) genannt.

2.2 Satz (Konvergenz der LH-Reihe)
E,(x) konvergiert fiir s = 1 mit # € R \ Z punktweise und Re(s) > 1 mit z € R absolut.

Beweis:
Sei n € N. Es ist |ei2”| =1 fur z € R.
Fir s = 1 ergibt sich mit

o n ei27rwk o n ei27rmk n ei27rmk:
1 27T _ |27z _ _
(I —e"") Z k ¢ + Z k Z k—1
k=1 k=2 k=2
_ L 1 1 = 1 1
_ 12Tx 2rxk = <1 _ =92
¢ +};6 <k—1 k) = +;2 k—1 &

Ei27rzk

Dkt T
Auf Grund dieser Unabhéingigkeit ist fiir n — co und ohne den Polstellen von ;— = nun
|E1(2)] < =27 Fiir Re(s) > 1 gilt |Ey(2)] < Y02, mm = C(Re(s)).

[T—e27z|"

Das Majorantenkriterium fiir unendliche Reihen begriindet die Behauptung. (]

die Ungleichung

< ll_fﬂml unabhéngig von n.

2.3 Satz (Zusammenhang zwischen Dirichlet- und LH-Reihe)

Sei a, € C und Y ;- % eine Dirichlet-Reihe, fiir die die Koeffizientenfolge (ax) nun p-periodisch

ist, also ax4p = ay, fir alle k. Dann gilt

ia’;:vaEs(”_w), wer (2.1)

1< o k—w
mit bk:fZaveﬂzM » €¢C fir 1<k<p.

Beweis:
Gegeben sind die Koeffizienten ay und die Gleichung (2.1) mit den Unbekannten b,. Durch die
Umstellung

=1

v=1 k=1 k=1 v=1

E

=



und mit ag und by sind s-unabhéngig erhilt man als Gleichheitsbedingung das Lineare Gleichungs-

system
P
ak beveiQka = , 1<k<p
v=1
Zu zeigen:
bkzlia —i2mv Pw 1<k'<p
pv:l
Es ist
1 12 P
DI DU i I Ml
pv—l pj:l v=1
1 < u - 1 jorl w— e2mi=Fk) _ 1
= D by e +oe DY b m
j=1,j=k wv=1 j=1,j#k € * -1
bk Ld )
= — 1 Jr e’ 777 b -0="b,+0
Ly >

<

=1 J=15#k

wegen 25 (k) ljzk # 1.

Damit folgt:

0 z27rk = D

§:b PP ::E:bUEJEi;g) O

v=1 k=1 v=1

2wk =2
P

M=

i % bye

k=1 v

??“?r

Il
-

2.4 Korollar (Hilfsmittel zur Formelverkiirzung)

Die beiden nachfolgenden Kriterien sind wichtige Mittel zur Verkiirzung von Formeln.

1
(1) E (g) + E; (x;— ) =21"°F (2) (Verdopplungsformel)
(2) FumeNundl<z<lelO<l-z<l1gilt:
E,(1—-z)=Ep(z), d. h. E, (1 — z) ist konjugiert komplex zu E,,(x) .
Beweis von (1):
ei2mak 0 127rx(2k etk 0 eiﬂ(x+1)k

Q“st:Z ZkS %

k=1 k=1

Beweis: von (2):

Dies folgt unmittelbar aus der Definition 2.1 der LH-Reihe mit der Aufspaltung von
E,,(z) fuir m € N in Real- und Imaginérteil. O

Anmerkung zu (1):

Es gilt:
n—1
k
Z Es(i) =n'"*Ey(r) mit neN
k=0 "
n-1 - 27 2wk
Der Beweis erfolgt mit S el = % = (0lkmodn 20 V Nlkmodn=0) -
§=0 e mn —



3 Riemannsche Zeta-Funktion an den natiirlichen Stellen

In diesem Kapitel wird die klassische Formel fiir {(2k), ein impliziter Ansatz fiir ((2k 4+ 1) und die
wohlbekannte Sinus-Produktdarstellung hergeleitet.

3.1 Definition (Bernoulli-Zahlen und -Polynome)

(1) Die Taylorreihe um 2 = 0 der komplex differenzierbaren Funktion —*+, z € C, wird

traditionell Z?:O %Bk geschrieben, die By werden als Bernoulli-Zahlen bezeichnet.

(2)  Die Taylorreihe von —2<e'* wird ) ;7 %Bk(t) geschrieben und die By(t) mit ¢t € C

werden als Bernoulli-Polynome bezeichnet.

3.2 Satz (Konvergenzradius einer Taylorreihe mit Bernoulli-Koeffizienten)
Sei z € €. Die Reihe Y7 %Bk hat den Konvergenzradius 27.

Beweis:

Die Polstellen von —*= sind 27k, k € Z. Vom Nullpunkt aus gesehen tritt die erste Polstelle bei

|z| = 27 auf, also divergiert die Reihe dort.

3.3 Korollar

Es gilt fir k € N:

O

(Eigenschaften der Bernoullischen Zahlen und Polynome)

(1)  Bolz) =1, vgl. [6, Seite 3, (B.0)]
LNy = [k
2)  Bi(z) = B,z (bzw. By(x) = B,k 1. it 1.4
(2) k() ;O <U> 2" (bzw. By(x) = <U) ), vgl. [6, Seite 3, (1.4)]
Speziell: By, = By(0), vgl. [6, Seite 3, (1.1)]
(3) Bogy1 =0 fur k€N, vgl. [6, Seite 9, Bemerkung 2.5]
k—1
1 k+1 . .
(4) By = i1 ; ( ) )BU fir k> 0, vgl. [6, Seite 4, (1.6)]
1
Speziell fur k =1 gilt: By = —3
(5)  Bp(z+1) — Br(z) = ka*1, vgl. [6, Seite 6, Satz 2.1 a)]
Speziell: By(1) = By, + 0! fiir k€ N, vgl. [6, Seite 3, (1.3)]
/ Bii1(b) — B
(6) /Bk(x) iy = Brr1(®) = ‘“*1(“), vgl. [6, Seite 3, (B.2)]
k+1
1
Speziell: /Bk(x) dx = 0", vgl. [6, Seite 3, (B.2)]
0
n—1 z+v
B =n'"*B fii N
(7) Z k( - ) n w(z) fir n€ N und z € C

v=0

1

Daher gilt mit (n;z) = (2;0): B <> =2 —1)By

2



Beweis von (7):

n_ —1 —1 v . z . —1 ¢¥m
Aus =1 = 370710 folgt >0 77 = 17 und mit ¢ := e unmittelbar Y| " £ = ﬁ
o, et . . -
Die Multiplikation mit ze? ergibt Z:;& = ne"gil und liefert mit Definition 3.1 (2) und
durch Koeffizientenvergleich beziiglich z die Behauptung. (Il

Anmerkung: Vgl. Gleichung (7) mit Anmerkung zu Korollar 2.4 (1).

3.4 Lemma (Summenumkehrungsregel mit Bernoullischen Zahlen)

Seim e N, k€ {0,1,...,m — 1} und ay,b;, € C.

Des Weiteren sei die Ausgangsgleichung

m—1
bp—1 = Z (T)av

v=0

mit a, beliebig gegeben.
Dann gilt mit m — m + 1 die Umkehrung

1 & 1
Gy = ——— mt\p b
m—i—lU:O v+1

Beweis:

Seib; :=Y7"  cxk T mit j € {0,1,...,m—1} und ¢, € C bei fest gewiihltem m, da die ¢, abhéingig
von m sind. Die m Gleichungen fiir by bis b,,_; mit m Unbekannten sind wegen der Faktoren k7!
linear unabhéngig (Determinante # 0). Daher gibt es stets ¢, die diese Gleichungen zugleich
erfilllen (vgl. hierzu Lineare Algebra, Liosbarkeit Linearer Gleichungssysteme). Durch Einsetzen

der Umkehrung in die Ausgangsgleichung ergibt sich

b _75 m 1 i v+1 B b
T\ vl \G+1)

v=

und folglich

m m—1 v m
m 1 v+1 1
Sarm =3 (M) X (00 B e
k=1 o \v/vtl =0 M +1 k=1
m m—1 v
1 1
=> o (m) : <U i 1> By_ kit
k=1 v=0 vjv+ 7=0 +
Es ist
m—1 v m—1
m\ 1 v+1 ; m\ Byt1(k) — By41(0)
B,_ kit = 1. Korollar 3.3 (2
(U)U+1Z(]+1) J Z<v> U+1 7Vg orollar ()
v=0 7=0 v=0
m—1 k—1 . . m—1 k-1
B, 1) - B, .
- (m> 3 1+ 1) 1) _ (m) S , vgl. Korollar 3.3 (5)
v ) 4 v+1 v ) 4
v=0 7=0 v=0 7=0
k—1
=) ((G+1)"=j") =k —0"
j=0
und wegen m > 0 folgt die Behauptung. O



3.5 Satz (Konvergenz von Taylorreihe und Reihe mit Exponentialfunktion)

Es gilt:

ok
(1)  Die Taylorreihe Z %Bk konvergiert gleichméfig fiir |z| € [a,b] C [0, 27).
k=0 "
(2)  Sei Re(z) > d > 0. Dann konvergiert die polylogarithmische Reihe (mit der Exponential-

e e~ 2k
funktion e™* als Argument) i
k=1

fiir v € Ny gleichmafig.

Beweis von (1):

Wegen Satz 3.2 ist 2 Bk fiir |z| < 27 eine Nullfolge, daher gilt fiir |z| € [a,b] C [0,27) das Cauchy-

Kriterium fiir die glelchmaﬁlge Konvergenz.

Beweis von (2):

(k+1)®
—zk k¥

Re(z) > 0 und daher |[e7*| < 1 der Term - eine Nullfolge und es folgt nach dem Cauchy-

Der Konvergenzradius von Y, Z—: ist mit limy_, = 1 fiir alle v gegeben. Somit ist fiir

Kriterium die gleichméBige Konvergenz fiir Re(z) > 6 > 0. O

3.6 Satz (Formel fiir die konjugiert komplexe LH-Reihe E;(z))
Fir 0 <z < 1 gilt
k

y def- i e i (; - x) I <27rm7£(771(1_x> + f:l % . (3.1)

k=1

Beweis:

E\ () ist das konjugiert Komplexe zu F(z) und nach Satz 2.2 fiir 0 < z < 1 konvergent.

Es ist —In(1 — z) eine Stammfunktion zu Y -, % fiir [2| < 1 und mit z := re=7 folgt
ey Tkeﬂzm =—In (1 — re‘izm) fir0<z<lund0<r<1.

Auf Grund der Stetigkeit der Logarithmusfunktion gilt lim,+; In(1 — re~*7®) = In (1 — e*m”).

Sei0 < zpg << % oder % < x < xo < 1. Dann gilt |ei2” — 1| > |ei2”° — 1|. Es folgt

—i2mxk 1— e—i27rzn

2
— |€i27rm0 _ 1|

. 1—rke

lim

1 1—17r k
k=1

ei27rx -1

unabhéngig von n und auf Grund dieser Beschrankung nun

) ,r.kefiQTrwk ) > 1— ,rk: efi27rwk
Ei(w) = lim e el D ™ S T — - =0.
k=1 k=1
Fir 0 < z < 1 ist daher
e e—zQﬂ'xk: o o
Z :—lgrllln(l—re J=-In(l—e ) (3.2)
k=1
Wegen 1 — e~i2me — gmin(e—3)+i2nlg sin(mz) mit [ € Z unabhingig von z
. 1
und folglich —In(1—e ") =in (:z: - 2) — 127l — In(2sin(7zx))
ilt mit 1
ilt mi x ==
& 2



unmittelbar —In2=227l—1In2 bzw. =0

; 1
und somit —In(1—e?™) =ir (x - 2) — In(2sin(7rz)) . (3.3)

Die Addition von 0 =In(1 —z) + > "2, % zur Gleichung (3.2) mit (3.3) liefert die Behauptung.
(I

3.7 Lemma (Summe von Fourier- und Dirichlet-Reihen)

Gegeben sei:

(1) Ein Gebiet I C € mit 0 € I;

(2) ein stetig differenzierbarer Weg v : [0, 1[— [0, 2o[C I mit 7(0) := 0,7(1) := zo;

(3) die innerhalb von I gleichméBig konvergente Reihe f(z) := 2"y~ -2 mit f(0) #0,
der GréBenordnung r € R{ der Polstellen von Y ;7 ; —%- und den Parametern

Za‘pkaakabk €®7§0k#0

Damit kann das Kurvenintegral von f(z) iiber den Weg v fiir m € Ng und m > r fiir jedes zg € T

explizit wie folgt angegeben werden:

m m—v

% / J(z)a"dz = Z o St Y (3.4)
J

Z20Pk
=0 k=1 ¢ Pk k=1 Pk

Beweis:

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von f(z) lasst sich die Reihe von f(z)z™" fiir z € I glied-
weise integrieren, d. h. Integral und Grenzwertbildung vertauschen, vgl. [7, Seite 269ff, Satz 9.8].
I ist ein Gebiet in C, somit offen und zusammenhéngend. Existiert eine Stammfunktion und
sind Anfangs- und Endpunkt gleich, dann verschwindet das Integral und die Integration ist daher
innerhalb von I wegunabhéngig (Kompleze Analysis : Integralsatz von Cauchy fiir einfach zusam-

menhéngende Gebiete impliziert die Wegunabhéngigkeit). Zu e *#* existiert die Stammfunktion

_e %k
Pk

zugelassen ist. Mittels einer Summenergdnzung ergibt sich

0 m— Lm—v—1
f(ZT:m'Zewk: Z —v—l'z

=0 e?Pk 90

et

und mit der Ableitung (¢) der Wegstrecke ~(¢) fir alle zg € I folglich

1w ra = f f(v(t))w(t)m-%)dt:(—z fv”,z th)
ol 0

und damit die Behauptung. |

. Sei nun z := ~v(t) eine Parametrisierung in I, die auf Grund der Wegunabhingigkeit

m v

m oo
v+1 Z l Z echk@

v= 0 k=1

HMS

1

Anmerkung:
[8, Seite 11, (38)] zeigt ein Beispiel fur die Reihe von f(z) und somit zugleich eine Anwendungs-

moglichkeit des Lemmas 3.7 .



3.8 Satz (Anwendung von Lemma 3.7)

In Lemma 3.7 sei I ein offener Kreis um den Nullpunkt mit Radius 27. Es sei m € IN.
Fir z := 27z mit 0 < x < 1,7 := 1, := k und ay, := 1 fur alle £ € N gilt deshalb

L (m vl = 1
(1) Z (v) (i2mx) ; ci2nakjotl

v=1
= (1= 7)o+ G Cm D = = 3 Crar (35)
m m ,U' 00 1 m'

(2) UZ:; (U) (i?ﬂ';ﬂ)” kz::l ei2rrkju+l (’LQ’]T;C)mC(m 4 1) _
(1 sin(m(1 — z) 1 > w [ (i2m)kB, 1
_m(z—x>+ln(2wﬂ(1z)> o Zm (m+kk,+k>. (3.6)

k=1

Beweis von (1):
Mit Satz 3.5 (1) ist > po Zk—TBk in I gleichméfig konvergent und daher gliedweise integrierbar. Da

. . S C o . .
die Stammfunktion von z* mit %37 existiert, ist die vorgenannte Reihe in I integrierbar und es

gilt auf Grund der Wegunabhéngigkeit mit der Parametrisierung z := ~(t), wie sie in Lemma 3.7
definiert ist, fiir alle zg € I folglich

50 1
/ (Z - Bk) mrde =302 [t -
0

e k=0
oo ,, —rtk+1 o m—r+k+1
Z 1—T Bk _ Z ZO B (3.7)
frJrkJrl)k' (m—r+k+1)k!
k:=0 k=0
Die Reihenentwicklung —* = % =23 12, e *F ist auf |e*| > 1 beschriinkt, also Re(z) > 0,

und erfiillt Lemma 3.7 (3). Zugleich gilt mit Definition 3.1 (1) die Taylorentwicklung —*5 =
o Zk—]?Bk auf I und daher

2 i e = i %I:Bk (3.8)
k=1 k=0

mit |z| < 27 und zugleich Re(z) > 0.
Die Kurvenintegration angewendet auf die Gleichung (3.8) bedeutet, dass die Gleichung (3.4)
multipliziert mit m! und (r; ag; pr) = (1;1; k) fir alle &k € N der Gleichung (3.7) entspricht, d. h.

!<2i62k> zmldz/<z o Bk> mldy,

k=1 k=0

und mit der Teilung durch —z"", z # 0, gilt schlielich

" m\ vl 1 m! > 2k By,
— —_— = 1) - 3.9
; <v> 2V ; ezkfv+l  m C(m + kg[) m+k)k!’ (3.9)

Die Reihe ) ;7 —mtmr konvergiert fiir v € N und Re(z) > 0 wegen [> 77, —rr| < ((v + 1)
und fiir v = 0 mit der zusédtzlichen Einschrankung Im(z) # 0 wegen Satz 2.2 . Daher kann an Stelle
von Re(z) = 0 in Verbindung mit Im(z) # 0 und |z| < 27 nun z := 27z mit 0 < |z| < 1 gesetzt
werden. Die Abspaltung der Reihe Y77 | —r in der Gleichung (3.9) mit v := 0 und z := 27z
ergibt die Behauptung.

10



Beweis von (2):
Die Gleichung (3.1) eingesetzt in die Gleichung (3.5) liefert unter der Beriicksichtigung von Korollar
33 (1) und —In(1 —z)=>",2, % die Behauptung. O

Nachfolgend werden zwei klassische Formeln hergeleitet.

3.9 Korollar (Riemannsche Zeta-Funktion an gerader natiirlicher Stelle)

Es gilt:

(=D (2m)**
2(2k)!

(2) sin(m H (1 - (f) ) fir z € R (3.11)

(1) C(2k) = By, fir ke N (3.10)

Beweis von (1):
Mit z + 1 und e~"* =1 bei der Gleichung (3.6) ergibt sich

m—1
m\ vl{(v+1) i 1 (i2m)kB, 1
T T 4 In(2n) — — —
2(@) (i2m) 5 () Z(erkk' k

und fiir den Imaginérteil davon unter Beriicksichtigung von Korollar 3.3 (3) und (4) und mit der

Teilung durch —7 dann

1—(=1)" vo1_vI¢(v+1)
i L= L)
mit a 5 (-1)= )
1 1
b1 = = —
und S T |

1

1 < (m 1 1 B
Am—1 = — Z (v)Bm—vbv—l = %(Bm(l) — Bm) — E (Bm(ﬂf) — B77L) dl‘ = Wm s
0
so dass mit m := 2k und daher ag,_; = (—1)*~ 12(%(21# mit der Umstellung nach ¢((2k) die
Behauptung folgt.

Beweis von (2):

Es ist
= (i i o e % 1 cos(§) —sin(§) 1 T T

. = = T =g =22l P2l 2 ) Dot (,) .
kz_o Ter_1 3 @ (ez’_el; +2> x( osm(z) T 2) 203

Mit der Subtraktion von 1, dem Ersetzen von z durch 27z, der Teilung durch = und der Anwendung
der Gleichung (3.10) gilt

oo
s Cot mc E

k=1

ng =2 Z 2L (2k)
k=1

11



fir 0 < |z|] < 1, wobei linksseitig fiir x — +0 stetig fortgesetzt werden kann. Fir |z| < 1 ist die
Reihe Y72 | 2?F=1¢(2k) mit |z| € [a,b] C [0,1) nach dem Cauchy-Kriterium gleichméfig konver-
gent. Sie kann daher gliedweise von 0 bis x integriert werden, vgl. [7, Seite 269ff, Satz 9.8], und

mit lim, 49 %;m) =1 und meot(nz) — 1 = L 1n “n(”) folgt

In sin(r =-2 Z —C (2k) . (,, Logarithmische Sinusreihe)
n 0 ok n 1
. ay k . o .
Mit —1In H(l—mbv) _Z?Za”bv und  (ay;by) = (1,0—2)
v=1 k=1 v=1
it | ﬁ (1 T ) _ i AR |
8l n )= 2
k=1 k=1 = wv=1

Fiir # — 22 und n — oo erhiilt man wegen der Reihe (3.12) unmittelbar

lnﬁ(l—()):—QZCQk )=1In w fir o] <1.

Das Exponenzieren ergibt die Sinus-Produktdarstellung, Gleichung (3.11), fiir |z| < 1.

Die periodische Fortsetzung des Sinus ist sin(w(1 £+ x)) = Fsin(wz).
Mit

(e unsa (- (7)) = (5 e I (- G))

(3.12)

und n — oo folgt die zur Sinus-Funktion identische Fortsetzung fiir 72 [, (1 — (7) ) je Intervall

zwischen zwei ganzen Zahlen und daher die Erweiterung der Sinus-Produktdarstellung auf = € R.

12
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4 (@Q,-Funktion als Verallgemeinerung der ['-Funktion

Das Ziel in diesem Kapitel ist es, Beispiele der Periodischen Dirichlet-Reihe herauszugreifen und fiir
diese Formeln zu entwickeln. Zuerst wird eine @Q,,,-Funktion in Satz 4.2 (1) als Verallgemeinerung
der Gammafunktion definiert. Motiviert wird dies durch den Realteil der Gleichung (3.6) in Satz

3.8, der zeigt, dass alle ((2m + 1) durch Terme, die aus Reihen der Form 77, % mit

0 < v < 2m+1 bestehen, ausgedriickt werden konnen. Wird MB% durch ((2k) ersetzt,

2(2k)!
so erhélt man eine Verallgemeinerung von 2211 2 chgzk)

diese Reihen von logarithmischer Natur sind, macht es Sinn, vorrangig die dazugehérige Produkt—

und dquivalent dazu von In Sm(”) . Da

darstellung der o. g. @,,,-Funktion zu diskutieren.Es werden einige Eigenschaften dieser Funktion
einschliefilich einer Erweiterung des Definitionsbereichs (vgl. 4.5 (2)) verifiziert, Verbindungen zur
Literatur hergestellt und {(2m + 1) mit den Konstanten Q,,(1) ausgedriickt.

Hinweis: Es ist die Erginzung (letzter Absatz) in der Einleitung zu beachten.

4.1 Definition (Q,,,-Funktion)
Definiert wird ein endliches Produkt, das als unendliches Produkt konvergent sein soll:

ePm,n (I)nrm (I)

Qmn(x) = ™ fir m,n € Nog, x € R\ {-1,-2,..., —n}, pon(z):=0,
I1(1+%)
k=1
m 1) 1.13“ n xm,+1
mit den Polynomen py, n( K™Y und rp,(z) = (=1)™ .
y p vz::l ; (2) = (=)

Weiter sei 7, := (1), Dmn = Dm.n (1) und Qp.n = Qm.n(1).
Bei ausschliellich positiven Argumenten im Logarithmus ist

i k™ 1n (1 + %) — pm,n(x) + ’rm(LL') Inn —1In Qm,n(fﬂ) (41)
k=1

zulissig; diese Gleichung wird jedoch der Ubersichtlichkeit wegen im gesamten Text formal auf

x € R\ Z~ erweitert verwendet. Siehe hierzu auch den Abschnitt Erginzung in der Einleitung.
4.2 Satz (Definition und Eigenschaften einer Funktion @Q,,(z))
Sei m,n € Ng, z € (—1,1] und @ n (), Pm.n(x) und ry,(z) aus der Definition 4.1 .

Dann gilt:

(1)  Die Funktionenfolge Qm n(z) konvergiert gegen

_ \ym+1 X . aym+tv
Qm(z) :=exp <(nf)+1'y + 2 %C(v)) mit Q= Qm(1), (4.2)
insbesondere fiir = € [a,b] C (—1,1) gleichméaBig. Vgl. [9, Seite 527, (4.26)].
(2)  Qo(z)=T(z+1) (Gammafunktion) (4.3)
3) (InQun(x)) =(—2)"(InQu(x))’ (Differentiationsregel) (4.4)

(4)  Essind K, (z) == —yrm(—2z) + (=) InQ () und 5@ fir 0 < z <1

streng konvex.
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(5)  Sei¢(z+1):= (InQo(z)) mit x > 0. Dann wird 1(z) Digamma-Funktion genannt.
Es gilt:/tmw(t)dt =rm_1(—2) + (-1)"InQ,,(z) fiir m € N, vgl. [9, Seite 527, (4.27)]

0
m+2v§(2v)

4.5
m + 2v (4.5)

6) Q)+ (=)™ InQp(—z) = Z

(, Verallgemeinerte Logarithmische Sinusreihe, vgl. Gleichung (3.12))

(7)  Fur ppn(z) ist eine Erweiterung der Definition z. B. auf n € Z mdglich:

. S (_1)1)_1'1:1) Bm—v-l‘l(n + 1) — Bm—v+1(0) m—uv
Prmn () ':Z v m—uv+1 -0
v=1

Spezialfille: py, 0(x) =0, pp,—1(z) = —rp—1(z) fiir m € N und pg_1(z) =0

Beweis von (1):

n

In Qm,n(l‘) = pm,n(x) + Tm(x) Inn — Z k™ 1n (]_ + %)

v=1 k=1
m (—x)” n 3 ( )m—',—l n 1
— J— km v 1 -
prale) o T e S
o0 (_x v n 1
+ >
v=m+2 k=1
_ (=)™t (—a)™ ! [~ 1 o~ ()™ (-
= (rm(z) + o YInn + o Z%flnn +Z eI T
k=1 2 k=1
o ymAl n X (_pymtv
:(x)l ( k—lnn)—I—Z(I) T
m+ =1 v=2 m+v k=1
Wegen
0 (_x)m+v "1 e (_x)m—&- B o m+v
Z m 4+ v kv Z m+ v C() _Z erv Zkv C
v=2 k=1 v=2 v=2
x (_\ym+v X 1 %<%1—l 1 e m—+v 1 m+2 1
zzﬁzi" 5 kizm < 12 s 0 i 1 — o
m+v v n m+v ~nm+21— |z
v=2 k=n-+1 v=2
gilt lim Qun(z) = Qm(z).
n—oo
Der Konvergenzradius von @, (z) ist mit lim, % = 1 gegeben, so dass die Reihe
%, (*7?::” ¢(v) nach dem Cauchy-Kriterium fir x € [a,b] C (—1,1) gleichméBig konvergiert.
Fir x = 1 konvergiert diese Reihe ebenfalls, da es sich bei 751(—13} wegen m(-tji)l < % um eine

streng monoton fallende reelle Nullfolge handelt, die Reihe alternierend ist, und somit das Leibniz-

Kriterium fur alternierende Reihen erfiillt.

Beweis von (2):

Mit pon(z) =0, ro(z) = 2 und dem Vergleich der Produktdarstellungen folgt die Behauptung,.

Beweis von (3):
Die 1. Ableitung in der Gleichung (4.2) ergibt die Behauptung.
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Beweis von (4):

Seiz € Ry . Esist H(z) := > p ﬁ mit dem Cauchy-Kriterium gleichméfig konvergent; somit
sind Summe und Integral bei der Integration von H (z) vertauschbar. Wegen der Gleichungen (4.2)
und (4.4) gilt fir € [0,1] nun

m -+ v
v=2 +

[e’e) . m-4wv /
(Z ”c@)) = (P (@) + 0 Qu (@)’ = (—2)" (27 + I Qo(w))’ = (~1)"H(x).

Die Integration von 0 bis « und die Multiplikation mit (—1)™ ergibt

X

Ko(z) = / H(E) dE

0

Auf Grund von H(z) > 0 firz > Ound H'(z) = >~ ﬁ > 0 gilt unmittelbar ([ t™H(t) dt)" =
ma™ 1 H(z) + 2™ H'(xz) > 0, d. h. die 2. Ableitung ist positv, so dass K, (z) streng konvex ist.
Mit (eK@)" = K@) (K" (x) 4 K'(z)?) > 0 folgt die Behauptung.

Beweis von (5):

Die Gleichung (4.4) liefert den Zusammenhang der y-Funktion und der @,,-Funktion durch Inte-
gration von 0 bis z, also In Q,,(x fo P(t+ 1) dt fiir m € N.

Wegen (x + 1) — ¢(x) = (ano( ) — ano(x —1)) = (Inz) = L kann ¢ (z + 1) fiir z # 0 durch
Y(x) + % ersetzt werden, so dass die Behauptung folgt.

Beweis von (6):
Der Fall m = 0 entspricht — unter Beriicksichtigung der Produktdarstellung des Sinus — der Glei-
chung (3.12). Die Anwendung der Gleichung (4.2) liefert die Behauptung fiir alle m € Ny.

Beweis von (7):
Die Erweiterung auf n € Z kann zum Beispiel mit den Bernoulli-Polynomen erfolgen, indem in

Satz 3.3 (5) iiber & von 0 bis n summiert wird:

B 1 B
Z & _ Bea(n+1) — k+1(0)7 ke Ny
k+1

Eingesetzt in die Definition von p,, () folgt die Behauptung.
Daher ist py, 0(x) = 0 und py,,—1(2) mz0 oy M(—Om_”) mz0 (o)™ _ —rmo1(T) .

v m

Auf Grund der ersten Gleichung fiir p,, —1(x) ist po,—1(z) =0 . ]

Anmerkung 1:

Die Partielle Integration von (In @Qp+1(z)) = —2 (In @ (z))’, vgl. Gleichung (4.4), liefert die In-
tegrationsregel fox In Q. (t)dt = zln Qm(x) + In Qi1 (x). Diese Regel gilt mit der Taylorreihe
f(@) =300 g cpa® fiir alle fr(x) := [ (— t)dt (logarithmische Taylorreihe), m € No.

Anmerkung 2:
xT
Fiir 2] < 1ist InQpm(z) + (=1)" In Qp(—x) = (—1)™ [t™(3 — 7 cot(wt))dL,
0
vgl. die Gleichungen (3.12) und (4.5).
Anmerkung 3:
Formeln mit der Digamma-Funktion siehe z. B. [9, Seite 527, (4.26) und (4.29)].
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Anmerkung 4:
Die Konstante @,,, ist Bestandteil der Stirlingformel fiir die folgende Verallgemeinerung der Gam-
mafunktion fiir m € N und z € IRSr :

n

mx T—Tm k 1 m _ km .

lim n ;L :sz - lim e~"™Pm.n | |(1+ %)k B
n—o0 H ( k7n)k7n,(k,1)m, e n— 00 o +x

Den wohlbekannten Standardfall erhdlt man mit m :=1 .

Anmerkung 5:

Eine Funktion, durch die Q,,(x) ersetzbar aber auch auf C\ Z~ erweiterbar ist, ist die als Wei-
erstrafsches Produkt formulierte Funktion G,.(2) in [11, S.62] mit Qo(z) = G1(z + 1)v/27 und
Qm(z) = Gmyi(z )exp(( M TZ)HH v) fir m € N. Vgl. hierzu auch [11, S.62, G,(z) und
F,.(z)] mit der Sinusvarlante F.(z) = Sy(z) in [14, S.1258, S,(z)]. Die Qp,-Funktion wird zum
Weierstrafi-Produkt, wenn die Summenzeichen des Polynoms p, () beim Produkt Qp, »(z) ver-

tauscht werden.

4.3 Satz (Zusammenhang der LH-Reihe mit Q,,(+x))

Seim € Ny und 0 <z < 1 mit = # 0 bei m = 0.

Es gilt:
Eerl(iE) def. 1 e ei2ﬂ'xk: B
(i2m)ym (i27r)mk Emt+l
> 5 m X S Q@) + (1) Qo)
xm ) Ierl mm
+H(*ln(2ﬂ'l‘)+H )Z7T<(m+1)! - 2-m!> (4.6)

Beweis mit Unterscheidung zwischen m := 0 und m € N :

(1) m:=0
127mck
Esist  —In(1—e”™) Z , und wegen der Gleichungen (3.3), (3.11) und (4.3)
) ) 20 2! 20
gilt —In (1 _ 6227r:r) =1n Qo(IE) + (71)0111 Qo(fl’) + 0*(*111(27‘(1‘) + Ho) —am ( 1 — 5 0') .
(2) m € N:

Mit den Gleichungen (3.10) und (4.5) eingesetzt in das konjugiert Komplexe der Gleichung (3.5)
ergibt sich

m m ! oo ei27rzk
> () e 2 e -

v=1

, K(m+1) 1 inx
— 1 1— 12Tx mi -
m (1 =€)+ (=2mrx)™  m m+1 + (—x)m

(InQm(z) + (1) In Qum(—2)), (4.7)

vgl. [10, Seite 14, (5.11)], [11, Seite 62, (4)] ohne die Gleichung (3.2).
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In der Aquivalenz b,, = >7" (") (=1)%ay < am = >0r o (7)(—1)"by fiir ay, b, € C beliebig sei

v=0 \v v=0 \v

) 0 m! & 6i27r9:k d
apg = 0p := s Q= (7,27T.’E)m 2 L+l un

4 mic(m+1) 1 irx
by = In (1 — €27 SNt -
m (1 =€)+ (=i27rx)™  m  m+1 +

(InQm(2) + (=1)" In Qm (1))

—~

_m)m
gesetzt, so dass sich als Umkehrung

m)! > ei27rzk:

. 1
(i2mx)™ = km

v=1

ergibt. Mit der Verwendung von

1,22 @) (711))%1 - 0/1 = (1{ Pt = 0/1 lli—t;ndt = Hp s (4.8)
SR
i (T) (—1)"In (1 —€®™) = —In (1 — ™) =

1

und der abschlieBenden Multiplikation mit %Y,L folgt die Behauptung. O

4.4 Lemma (,Grenzwertgleichung®)

Sei k,n € N, a;, € R paarweise verschieden, D :={z € R|z > —ay Vk € N}, b, € C,
z,x, € D, p(x),q(z) € Clz] , Folge (x,) streng monoton steigend und unbeschrankt.
Sei

f(x) :=p@)zlnz + q(z)x + Z b In(x + ai) + r(z) (4.9)
k=1

mit einer stetigen Funktion r(x), die beziiglich der Folge (x,,) beschrinkt ist. Seien fast alle by, := 0,
d. h. es gibt keine oder eine endliche Anzahl by # 0. Sei

flzn) =0 (, Grenzwertgleichung“) (4.10)

erfiillt far (fast) alle n .
Dann gilt:

(1)  p(x) und ¢(x) sind Nullpolynome

(2) ibk =0

k=1
(3) (a)  r(z) =0 fur hochstens ein by # 0
(b) lim r(z,) = 0 fiir mehr als ein by # 0
n— oo
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Beweis von (1):
Mit f(z,) = 0 fir (fast) alle n € N folgt 0 = lim,, oo fen) limy, o0 (P(2) In 2, + q()) -

Tn

Dies ist fir p(z,) # 0 unmdglich, da

bei Grad(q) < Grad(p) nun lim,,_,(Inx,, + ZE””")) = 1 (ln x,+Konstante) # 0,

)
bei Grad(q) > Grad(p) mit g := Grad(q) — Grad(p) > und q(zn) #0
nun i, oo (r B2 4 ZH0) = limy, o0 (157205 £ 0 gl

Dabher ist p(z,,) = 0 und es folgt ¢(x,) = 0. Und weil die Nullstellen von Polynomen endlich viele

sind, n bzw. die Folge (z,) aber unbegrenzt ist, folgt die Behauptung.

Beweis von (2):
Trivial, wenn alle by = 0 sind. Sei also mindestens ein by, # 0. Wegen (1) bleibt vom Term (4.9)
mit der Bedingung (4.10) nur Y 72, by, In(z,, + ax) + r(z,) = 0 iibrig.

Die Teilung durch In(z,, + ;) mit x,, > —a; und anschlieBender Grenzwertbildung mittels n — oo
In Zntok
liefert wegen 1?1((?712};)) =1+ ﬁ — 1 und m — 0 die Behauptung.

Beweis von (3):

(a)  Sind alle by, = 0, so folgt mit (2) unmittelbar r(x) = 0.
Die Annahme, dass genau ein by # 0 gilt, fiihrt mit (2) zum Widerspruch und es gilt daher
r(z) =0, so dass die Behauptung erfiillt ist.

(b)  Wegen (2) folgt

limy, o0 (@) = — limy 00 D g bk In(zy, + ag)
= —limy, o0 (X pey br) In(zy +ar) —limy, o0 > pey be(In(zn +ag) —In(z, + 1))
=-0- Zk 1 by limy, ;00 In T”iz’; = ZZil br -0=0. O

4.5 Satz (,Q-Produktgleichung®)

Sei m,ws € Ng und w; € N.

(1)  Eine (logarithmierte) Multiplikationsformel der @,,-Funktion (,,Q-Produktgleichung®) ist

w2

I Q) = Py () + 7 (@) Inwy — > K™ In (1 n %) n
k=1
+Z ( ) wlz; wy — j)" " (m@v (%) -InQ, ( o J)) (4.11)

firz € (=1,1] und z + we — j, wo — j € (—wy,w;] fur alle j.
(2) (a)  Der Definitionsbereich der Q,,-Funktion ist auf z € R\ Z~ erweiterbar und daher
auch die @-Produktgleichung.
(b)  Qm(z) ist wegen der Gleichung (4.11) auf x € R\ Z~ differenzierbar und In Q,, ()

auf x € (—1, 00) integrierbar.

Beweis von (1):

Um Zusammenhénge von @, (x) mit rationalen Argumenten untereinander dazustellen, eignet sich

der Ansatz
win+twsz T wao z wi—1 n T
k=1 k=1 7j=0 k=1
wi—1 n T
it ktwy— )" (14— ) =
. gzo;wl v n< w1k+W2J)
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£ R (B (o) (a1 222572) -0 (1552)

(1)t s (Soaem (14 2 ) S (122

v=0 j=0

Die Anwendung von der Gleichung (4.1) fiithrt zu

w2

x
Prmwrntws (Z) + T (2) In(win + w2) — 10 Qg ntw, () = Z k™ In (1 + E) +

v=

D3

v=

Im Term (4.9) sei mit

k=1

vl e T+ ws —j x4 wy — T+ wy —j
Jrz Z 2*]) v,n T + 7y T lnn*IHQun T

0 7=0

w1 1 . . .
(2)ei = e () o (752 oo ()
0 =0 w1 w1 w1y

pnuw1n+uu<x)__pﬂhw2(x)
n

€ R[n] daher

Q(n) = Pm,wintws (I) — Pm,we (I)*

S S i (o () e (%))

wa
=0, b :==rn(x), a; := —,
p0) =0, by = (o). a1 =
m wlfl . .
. m v m—uv T+ wz —J w2 — ] L
b= =30 (M)t X twn -y (r () (20)) o,
v=0 =0
w2 T
(1) 1= Pmows () + T (2) Inwy — In Qg s () — ka In (1 + E) +
k=1

B0 E (v (27w (57)

gesetzt, so dass mit der Bedingung (4.10) fir z,, := n und n — oo die Behauptung folgt.

Beweis von (2) mit v € {0,1,...,m}:

(a)

Mit (wy;ws) := (2;0) in der Gleichung (4.11) ergibt sich die Erweiterung rekursiv mit z — z+1
von z € [0,1] auf z € Ry unter Verwendung der Werte Q,(—3).

Mit (wy;we) := (2;1) in der Gleichung (4.11) ergibt sich exponenziert die Erweiterung rekur-
siv mit « = 2 — 1 von z € (—1,0] auf z € Ry \ Z~ unter Verwendung der Werte Q,(3).
Damit tibertrigt sich zugleich auf Grund des linearen Zusammenhangs der @, (z), z € (-1, 1],
mit @, (z) mittels Rekursion auf € R\ Z~ und der Differenzierbarkeit aller (1 + %)km
fir z € R die Differenzierbarkeit der @, (x) auf Q,,(x). Des Weiteren tibertrégt der o. g.
lineare Zusammenhang mittels Rekursion und der Integrierbarkeit aller In (1 + %) firx > -1
die Integrierbarkeit der In Q,(x) auf In Q,, (). O

Anmerkung 1:

Qm(x

) mit € R\ Z~ héngt eng mit der Multiplen Gammafunktion G, (z) zusammen, fir die

G,(N) C N mit n € N gilt, vgl. [9, S.517, (1.5) bis (1.9)]. Es ist z. B. G1(z + 1) = Qo(z),

G +1) = Q7 /(@u(@)e ™) und Gy +1) = o\ (QFF2Qu (1) Qa() /(@ F V)
mit dem Vorzeichen a = —1 fiir v € |, o (2 — 4k, 3 — 4k) und sonst o = +1.
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Anmerkung 2:
Die @-Produktgleichung verallgemeinert die Gaufische Multiplikationsformel, indem in der Glei-
chung (4.11) nun (m;wy) := (0;0) gesetzt und ([T Qu(52))? = [T121" Qo(32)Qu(—1+ L) =

-1 i wi—17; - 2m)w1t T .
H;U:ll ﬁ = (27‘[‘)“’1 1 llmwﬁlio ;p’:’f’l i] = ( 7(21)1 beruckSIChtlgt wird.
e w1 (1—6 wy )

4.6 Satz (,InQ-Differenzengleichungen*)

Sei m,w € Ng und « € {t € R|t > —1} bzw. x € R\ Z~ bei exponenzierter Schreibweise.

Differenzengleichungen der In @,,-Funktion sind die nachfolgenden Formeln (1) und (3).

NE

(1) WQu(z+w) = (kfw)mln(H%)Han(w)

>
Il

1

+2 (m> (=w)™ ™ (In Qu () = po.w(x)) (4.12)

v
v=0

(2)  Ergénzung zu (1): Die strenge Konvexitét von K, (z) in Satz 4.2 (4) und daher

Ko ()

auch von e ist von 0 < 2 < 1 auf x € RT erweiterbar.

(3) InQm(r —w) =—rp(r—w)lnw

mit z —w € R\ Z~

m

Tr——w

(4)  Ergénzung zu (3): Es existiert lim <(1 + E) : Qm(x)) fir w e N.
w

Beweis von (1):

Wegen
" n ntw
kz::lkmln <1+a:—|l;w> :;kmln (1+%) +k§w(k—w)mln(1+2) _
:kz::kmln(l—l—:) —;(k—w)mln(l—i—i) +:zj::(k—w)mln (1+%)

I
M-

(k= w)™n (1+7) +zn:kmln (1+%) +§: (T)(—w)mv%fukvln (1+7)
k=1 k=1

v=0

ko

=1
und der Gleichung (4.1) gilt
Pmn(T+w) +rp(z+w)lnn —1InQp . (z+w) =

= ;(k —w)™In (1+ %) Do (W) + P (w) 070 — 10 Qo ()

> (m) (=)™ o (@) + 70 () (0 + 0) =10 Qo (1)) -

Im Term (4.9) sei mit pv,n+w(l‘)n— Po.w() € R|[n| daher
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a(n) = Pmn (T + w) = P (w) — Z (m> (=w)™ " (Po,ntw (@) = Po,w(T)),

by o= T (z + W) — (W), @y =0, by 1= i <m> (—w)™ ry(2), az == w,

v=

0
r(n) == —1n Q@+ w) + zw:(k —w)™n (1 + %) 10 Qo ()
k=1
+ i (T:) (—w)™™Y (ln Qv ntw(T) — pow(®) +ry(x)In (1 + %)) (4.13)
v=0

gesetzt. Mit der Bedingung (4.10) fir «, := n und n — oo kann die Behauptung nun mit Voll-

standiger Induktion, bezogen auf die Gleichung (4.13), bewiesen werden:

(z;w) = (1;1) : Qm(2) = nh_{r;() Qm,n(2) existiert wegen der Gleichung (4.2), da damit
Qm(1l) = nh_}rr;o Qm.n(1) und Q,(1) = nh_}nso Qu.n+1(1) vorgegeben sind.

Annahme: Es gilt Q(w) = nh%rr;o Qum.n(w) fir ein bestimmtes w € N.

Induktion mit z ;=1 und w —w+1:

Auf Grund von Qu,(w) = lim Qmn(w), Qu(l) = hm Qu,n+w(1) und

n—oo

lim In (1 + %) =0ist Qu(w+1) = ILm Qm.n(w + 1) konvergent.

n—roo

Da lim,,—s o Qm,n(w) fiir alle w € Ny konvergiert, existiert wegen der Gleichung (4.13) und
Qu(x) = limy— 00 Quntw(®), € (—1,1], auch Qu(z + w) = limy, 00 Qmn(z + w) .

Beweis von (2):
Mit w = 1 und %Lﬂ::o = lim,,— 40 (@)1 _ In(z + 1) lasst sich die Gleichung (4.12) zu

m

m

1an<x+1>=<—1>m(“§n)m+1an+Z( ) )" Q)

firr alle m € Ng verkiirzen, da In Qo(z + 1) = In(x + 1) + Qo(x) und fiir m > 0 die Vereinfachung
S (M(=1)™ " (=pya(x)) = w gilt. Mit der Definition von K,,(z) in Satz 4.2 (4) folgt

fiir die vorangegangene Gleichung fur In @, (x 4 1) eine priagnantere Schreibweise:
+1)™
Km(x—l—l):Km(l)—i—(w +Z< )

Da KJ/(z) > 0 fiir alle v und aulerdem (In(z + 1))” > 0 und (%)” > 0 fiir x > 0 gilt, folgt
K" (x4 1) > 0 fiir alle m € Ng. Rekursiv mit 2 — 2 + 1 sind daher K,,(z) und eXm(®) streng

konvex fiir x € RT .
Beweis von (3):

Die Umkehrung zu b, = Z <m> (=1)%a, mit a,,b, € C beliebig

v=0 v

m m
i m = -1)"b, .
ist a §<U>< )

Der (einfache) Beweis hierfiir kann methodisch wie in Lemma 3.4 gefiihrt oder z.B. in der Literatur

fir Diskrete Mathematik nachgesehen werden.

21



Die Gleichung (4.12) lésst sich bei w # 0

in der Form bm = va=0 (T) (=1)%a,

schreiben mit Um 1= wim(ln Qm(z) - pm,w(z))
b = (—w)™™ [ 1 1 Y (k—w)™In (14>
und m = (—w) nQum(x+ w) —InQp,(w ]; w)™ In ( + E) .
Die dazugehorige Umkehrung ist somit
In Qm((g) — Pm w(aj) = i m w™ Y| In QU(SC + ’U)) In Qv i k— ’LU YIn (1 + )
| v=0 Y k=1 k

die auf triviale Weise auch fiir w = 0 giiltig ist.
Mit

i() S (k- w)l ( ) Zijix ) W (k — w)? ln(l—l—%)

v

Z k™ In ( ) = Dim,w () + () Inw — In Qpyy i ()
=1
folgt schliefllich

I Qu(2) = — () I w + In Qo (& +Z( ) mU(InQy (w4 w) — nQy(w)) ,  (414)

v=0

und da wegen Satz 4.5 (2) nun = durch z —w mit w —x ¢ N ersetzt werden kann, die Behauptung.

Beweis von (4):
Gleichung (4.14) um w™1In (1 + £) 2 # —w, beidseitig ergénzt ergibt

In ((1 + g)wm Qm(x)> — —r(z)Inw+1In ((1 n g)wm Qm,w(x))

+Z< ) ™ (I Qy (2 + w) — In Qy(w))

v=0

Damit hiingt die Konvergenz von (1 + %)wm Qm(z) fir  — —w=+0 nur von (1+ %)wm Qm,w(x)
ab. Es ist
w™ pm,w(_w) T7n(_w) w™
lim (1+£) Qmw(x) = ¢ - ad lim (x—i—w)
z——w w ’ w— wy k™ To—wE0 \ T+ w
I10a-%)
k=1
; ; 4w _ (z+w) _ 1 _ A
mit z~>17w:|:0 otw = My == 1 nach der Grenzwertregel von L’Hopital. |

Anmerkung 1:

Die Produktdarstellung fiir die Funktion Q,(x) gilt fir € R\ Z~. Denn fir x > —1 wird dies
iiber den Ansatz mit der Gleichung (4.1) der Beweisfithrung fiir die Gleichung (4.12) begriindet;
wird die Gleichungsumkehrung im Beweis von Satz 4.6 (3) auf die Gleichung (4.13) angewendet

(und das Ergebnis dann exponenziert), so kann die Giiltigkeit von @y, () = limy,— 0o Qm,n(x) mit
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—w <z <0und z ¢ Z~ rekursiv und wegen beliebig grof wihlbarem w € N fir x € Ry \ Z~

begriindet werden.

Anmerkung 2:
Unter Beriicksichtigung der Gleichung (4.1) erhédlt man fiir die Gleichung (4.12) mit w € N auch

InQp(x+w) =

= (_1)m (:17 + w)m+1 — wm+1 ) (m
m+1

Anmerkung 8 (als Konstruktionsanleitung):

Die @Q,,-Funktionen einerseits nach Index und andererseits nach Argument variiert lassen sich
ineinander umrechnen: Die Darstellung von In @, (z) durch In @, (z + w;) — In @y, (w;) mit 0 <
vg,j < m ergibt sich mit der Teilung der Gleichung (4.12) durch w™, dem Ersatz von w durch

w; € N, der Multiplikation mit einer Unbekannten a;, der Summierung iiber j von 0 bis m, dem
a;
7=0 wJ]

w; (Loésbarkeit nur bei Determinante # 0) und dem Kronecker-Delta 0y 4 = (1]o=vy V Olustv,)-
Anwendungsbeispiel siehe [12, Seite 538, (2)].

Auflésen des Linearen Gleichungssystems > .- = dpu, Dach a; mit 0 < v < m, geeigneten

4.7 Korollar (Erweiterung von Satz 4.6)

Die Erweiterung der Gleichung (4.12) um x := —ws im Sinne von & — —wy + 0 mit we € N fiir
x € R\ Z™ und w; € Ny ist:

(1) W S w1y
w1

InQp (x4 wy) = Z (k—w1)™1n (lJr%) +In Q@ (wy)

k=1, k#ws

+ é <T> (—w1)"™" (111 ((1 + 52)’”5 Qv(@) — Doy (x)> (4.15)

wo — W1
w1
(ws — wy)™ In(1 — %) 3 (k—w)™ In (1 + ) 10 Qw1
2 k=1
z \"?
11 1 —_ v v, w
+> (1) 2 ((1+2) " 0] @)

Beweis:
In der Gleichung (4.12) wird w durch w; ersetzt und entweder fiir wo < w; nun 0 = —(wg — wy)™
In(1+ =) +>205, (™) (—w1)™ " In((1 + w72)w2> oder fiir wy > w1 nun (w2 —w1)™In(l + =) =
DD (ZL)( )™ VIn((1 + )w2) addiert, wobei diese Gleichungen auf der trivial veranderten

Binomialformel (a + b)mlnc = >0 (M)am b Inc beruhen. Fiir Fall (1) verschwindet (wg —
wi)™ (1 + g-), da dieser Term in der Summe Soeki(k —wi)™In(1 4 %) enthalten ist und fiir
Fall (2) beinhaltet die linke Seite der Gleichung den Term (1 + w%)(“’?_wl)QO(x + wi) mit

1+ ==01-3)1+ j;r“;;l) der mittels stetiger Fortsetzung in z — —wy £ 0 den Pol w; — wo

annulliert, vgl. Satz 4.6 (4), und daher wohldefiniert ist. Analog dazu gilt wegen Satz 4.6 (4) fir

beide Fille die Existenz von  lim j:0(1 + w%)“’g Q. (x), so dass die Behauptung folgt. d
T——wo
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4.8 Definition (Q -Funktion)

Sei  Q(z) = (z+1)Qu(z) fir z € R\ Z~ U{-1}
mit Q= Qn(=1) = lim ((z+1)Qn()) -
Vgl Satz 4.6 (4), w := 1.

4.9 Korollar (Regeln fir die @ -Konstante)

Es gilt:
- m v * 1 m .

o > <U>(—1) mQy = — = (=1)"Qp firm €N (4.16)
v=1

(2) Q5 =1und anfn:mLH* m+1+z< furmG]No

v=2

Beweis von (1):
In der Gleichung (4.15) sei (wq;we;x) = (1;1; —1) gesetzt, also © — —1 £ 0. Dann ist

0=InQm(1 +U§O<> D™ (In@Qy(—1) — pu,i(=1))

und wegen

Z (m) (—1)™Vp,1(~1) = ﬂ(om 1) = (—1)m™

v=0

folgt fiir m € N die Behauptung.

Beweis von (2):
Es ist

Qi(—2) = (1 — 2)Qo(—x) = lim — — it —" =%HL=1-

Und die Gleichung (4.2) mit —1 < = < 1 liefert fiir m € Ny nun

m+1 m+v v
+z( _)
m + m + ’U v

Mit QF, =limy1140((1 — 2)Qm(—2)) und H,, = ZZOZI(% — #M) folgt die Behauptung. O

In @7, (=) = In((1 — 2)Qm(-x)) =

4.10 Satz (Riemannsche Zeta-Funktion an den ungeraden Stellen)

Sei k € N. In Satz 4.3 (2) kann der Definitionsbereich 0 < z < 1 auf 0 < z < 1 erweitert werden
und es gilt fir T 1 die Gleichung

C(2k +1)(2k)! 2 2k ok 41 1 )
(_1)k(2ﬁ)2k o _2]€ +1 1)2::0 <’U +1 )BQk_U <’U+1 + (_1) anU—H) s (417)

vgl. [12, Seite 538, (1.4), Gleichung fiir {(2n + 1)] und Anmerkung 5 zu Satz 4.2 .
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Beweis:
Zur Gleichung (4.6) wird (1::!)m In(l—z)=Y", c

vl(m—wv)!

1)Umm—v

In(1 — z) addiert:

1 & eiQﬂzk (1 _ x)m
(2m)m 2 ot ml
k=1

In(l—z) =

m—v

- m MY C('U—‘rl) U x . . I . Ly
=D o (@ +§U!(m,v)!<l Qu(@) + (~1)" (1 — 2)Qu(~2))

™ $m+1 ™
+R(—ln(27mc)+H ) — ((m—!—l)!_Q-m!)

Linksseitig gilt lim,1((1—2)™ In(1 —x)) = 0 fiir m € N und 2™**|,_; = 1 fiir k € Z, rechtsseitig
nun limg ((1 — 2)Qy(—2)) = limgy Q5 (—2x) = Q. Somit kann beidseitig der Limes fiir z 1 1

ermittelt werden, wobei anschlieend noch C(Eg:)rl) subtrahiert und zuletzt mit m! multipliziert
wird:
m—1 m
vl{(v+1) imm —1
(InQ, -1)’InQ: H,, —In(2 —_—— = 4.1
> (") +§j( )@y + (1) QL)+ Hy ~ Ia(2m) + T =0 (018)

Es gilt nQp = 0 = InQf und mit der Anwendung der Gleichung (4.16) auf den Realteil der
Gleichung (4.18) und der Beriicksichtigung der Gleichung (4.8) folgt nach einer Umstellung

= () (s

In Lemma 3.4 sei

—1)v
+InQ, — (=1)
vmod2=0 v

) =—(1-(-1™) <ln Qm + :n) +In(27).

1+ (-D)vul(v+1) (—1)v
Y e
und bp—1:=—(1—-(-1)™) (ln Qm + ni) + In(27) |

1

1 1

so dass sich mit —— mt By = /Bm(x) dx =0, vgl. Korollar 3.3 (6),
m+1 o \vt 1

die Umkehrung

iy L& (1 IREISVINURS)
o Qm—ﬁ <v+1>Bm—v(1+(_1) )(HHDQW) = 2 (—i2m)m

ergibt und fiir m := 2k unmittelbar

2K)IC2k+1) 1 1 & 2%k +1 1
W = % —IIIQQk - m; (’U—l— 1 >B2kv(1+ (—1) ) <’U+1 +1I1QU+1)

folgt, das mit Baog+1 = 0, vgl. Korollar 3.3 (3), fir £ € N die Behauptung liefert. |

Als Abschluss von Kapitel 4 folgen Formeln fiir sechs bekannte Beispiele der Periodischen Dirichlet-
Reihe, Beispiele (1) bis (5) mit der Gleichung (4.6), Beispiel (5) auch mit der Gleichung (4.17) und
Beispiel (6) mit der Gleichung (4.7).
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4.11 Korollar (Formeln fiir spezielle Periodische Dirichlet-Reihen)

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3.11) und (4.3), d. h. Qo(2)Qo(—z) = Tea) 8ilt:

(1) f:5 _h; +\/5 f;l ;O<\/10+2\/5+2\/10—2\/5>

k=1

~ 0,888313572651788638040755227 . . .

(2) Catalansche Konstante , vgl. [10, Seite 6, (2.23)]
o - 1
T (1— 1r172 +41n Q1(41) >
— ( 2k —1)2 2 Q1(—7)
~ 0,9159655941772190150546035149. ..

(3) Gieseking-Konstante (mazimales Volumen eines hyperbolischen Tetraeders)

x In3 Q1(3)
ln(QCosg)dx (1—2+31 o 3§)>

~ 1,014941606409653625021202554 . . .

O\w\f

(4) (a) Re(i"En,(z))=(-1)""1'>"2_B,(z) firmecNmit0<z<1

und zugleich z # 0 fir m =1
k—1 (_1)m71(2ﬂ_)2m+1

3 1
(b) ICE: 2m+1 = 9. (2m + 1)| BQm+1 <4) fir m S NO
=1

(5) Apéry-Konstante ((3)

2
(a) ¢(3)= <2172 (é +InQ; +3In Qs+ 21nQ3)

0 (@=" (-12m2esm (@ (-3) e (3)))

~ 1,2020569031595942853997381615 . ..

(6) Fir m e N gilt:

m

(_1)m24m+2772m Z 22k — 1 bgk (22v72k+2 - 1)321)—2k+232m—20(%)
22m _ ] 22 (2k)1 & (22041 — 1)(20 — 2k + 2)!(2m — 20)!

¢(@2m+1) =
=1

mit by 1= i —In2—2%1n (ng (—2> Qo (;))

Beweis von (1):
In der Gleichung (2.1) sei (w;p) := (1;10) , (Gkmodp=1;%kmodp=6) := (1;—1) und sonst aj := 0
gesetzt. Daraus folgt

>3 ()

1 _ix —
mit 52256_?7b10:b2,b4:—

es ,b8:b4,b6:— ,b2k71:0f1'ir 1§k§5
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Wegen Korollar 2.4 (2) gilt By (H52%) = El( 1) fiir 2 < v < 5 und mit der Anwendung der
Gleichung (4.6), aufgelost nach E,,(x), fir m := 1 gilt daher

L (—1)k 1 1 2 _ix 1 2 i2n 3
=——F1 (= -R SE | — —-R 5 B | —
kzzo5k+1 570\ g) sl TP\ 1o 50\ " \10
2 T LT 47 T 2 2T . 3w 2T . 27
= —— (cos f) In (sm —) 4+ —sin—+—-(cos— |In{sin — | + —sin — ;
5 5 10 25 5 5 5 10 25 5

die Wurzelausdriicke fiir cos £, sin {5 etc. sind in (fast) jeder guten Formelsammlung nachzulesen,

so dass die Behauptung folgt.

Beweis von (2):

In der Gleichung (2.1) sei (w;p) := (1;4) und aj := sin ZF gesetzt. Daraus folgt

o 4 .

-1 —
E:%:E vaQ(”LL > mit blzbgzo,bQ:f% und by = by .
k=1 v=1

Wegen Korollar 2.4 (2) gilt E>(2) = E»(1). Damit folgt

1
1

S () i () -me )

und mit der Anwendung der Gleichung (4.6), aufgelost nach E,,(x), die Behauptung.

Anmerkung 1:
Die Reihe Y77, % wird als Catalansche Konstante nach Eugene Catalan (1814 - 1894) be-

zeichnet.

Anmerkung 2:

Die Gleichung (4.5) mit (m;z) := (1; 7) liefert

»Jk\»—l

Q:1(7) . - ¢(20)
th 4 ——2;m<0

ad) 5 4k —1\"
— o) ) ~0,9825774091 25....
[T(ve g 0,982577409138993807625

Beweis von (3):
Mit [13, Seite 232f, w1n f] gilt:

i 3V3 1
J;
= [ In(2cos =) dx = 22
¢ /n( cos5)de == 2(%2 (3k1)2>
0

In der Gleichung (2.1) sei (w;p) := (1;3) und aj, := 7 sin 2ZE gesetzt. Daraus folgt

= ~1
Zagzva2<03 ) mit by =0, by = f% und bz = by .
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Wegen Korollar 2.4 (2) gilt E(3) = Eg(%) Damit folgt

020 (0 (30 ]) 2

und mit der Anwendung der Gleichung (4.6), aufgelost nach E,,(x), die Behauptung.

Anmerkung 1:

Das Integral fo%w In(2cos §) dx wird als Gieseking Konstante nach Hugo Gieseking (1887 - 1915)
und ggfs. auch als Lobatschewski-Konstante nach Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1792 - 1856)
bezeichnet.

Anmerkung 2:
Die Gleichung (4.5) mit (m;z) := (1; ) liefert

Q3 ¢(2v)

Definition 4.1 und Satz 4.2 (1) ergeben die Produktdarstellung

Q1 Ly S . /3k—1\"
31 =TI (€ (55— ) | =~ 0,958349604313508688992459 ... .
n-u 3k +1

Beweis von (4) (a):
Gesucht ist die Fourier-Entwicklung der Bernoulli-Polynome. Vergleicht man die Imaginérteile von
der Gleichung (4.6) und beriicksichtigt

" /m mz™m~1 Lm/2] m
Bate) = 3 () Bt = = MG 3 ()
v=1

v=0

so erhalt man rechtsseitig

m xm—v C(U + 1) ) xm-&-l xm B
tm <z_; (m—o) (2m) ((m+ n - 2~m!)> -

T (i (mADemy 1Ry vt (20— DIC20) o
T T mrt\* T 2w—1) TV Tz @

(m+1)! 2 m! (2m)2v—1
m  Lm+1)/2]
- _ ™ l,m—&-l _ (m + 1).23 + m+1 32 xm—2v+1 — _T‘_Bm-‘rl(x)
(m+1)! 2 — 20 Y (m+1)!

Die Multiplikation der Gleichung (4.6) mit (—2m)™ ergibt fir den Imaginarteil Im(i™ Eyp,41(z))
nun

et T 2 (mt 1)

S Im (") (2n) B (o)
k=1
Mit m — m — 1 folgt die Behauptung.
Beweis von (4) (b):
Diese wohlbekannte Formel ergibt sich fiir z :=  und m — 2m + 1 in (4) (a).

Anmerkung:
In der L1teratur werden an Stelle von *%Bgm_t'_l(%) die Eulerschen Zahlen Es,, verwendet, die

durch C%h(w) => o Ek definiert sind.
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Beweis von (5) (a):
Die Gleichung (4.17) liefert mit £ = 1 und der Umstellung nach ¢(3) die Behauptung,.

Beweis von (5) (b):

In Korollar 2.4 (1) sei s := 2 gesetzt, so dass > po, (;—?k = —3((3) gilt. Dies eingesetzt in die
Gleichung (4.6) mit # := § und nach {(3) umgeformt ergibt
1 (7 1 3\ < 1 1 1
(£ = (-mr+? — —  (mQ.(2)+)'me. (-2)) .
e (160) =5 (17 2) + 5 e (nee (5) + come ()
Q1(3)

Die Berechnung von wird wie folgt durchgefiihrt:

Qi(—3)

Die Gleichung (4.11) mit (m; x;wy;wa) := (1;1;2;0) ergibt den Wert Q/Ql\/g .

Die Gleichung (4.12) mit (m;z;w) := (1;—3;1) ergibt den Wert Q1\/§ .
Zusammengefasst gilt daher cil(%i) =4/2

Durch Einsetzen in die o. g. Gleichung fiir {(3) folgt die Behauptung.

Anmerkung:
Der Wert von ¢(3) wird als Apéry-Konstante bezeichnet, da Roger Apéry (1916 - 1994) im Jahre

1979 seine Irrationalitdt nachgewiesen hatte.

Beweis von (6):

Die Gleichung (4.7) mit z := 1 und m — 2m ergibt

jﬁl (2;” ) (—gjr)v g:l (,;i)lk =

B L@Em)lc@em+1) 1 im . 1 1
f1n2+(71) T*%*m+22 hl(QQm <2)Q2m <2>> .

Der Vergleich der Realteile, Korollar 2.4 (1) mit s := 2v + 1 und daher Y -, % =(1-5)-

¢(2v 4+ 1), des Weiteren die Definitionen

QA = (—1)m(2m)!fr(2++l) und  boy, = % —In2—2%"1n (ng (—;) Qam (;)) ,

fihren zu

" /2m 1
m 1——=- v:bmv
ot 3 (50) (1 g3 oo =

einer rekursiven Berechnungsmoglichkeit von ((2m + 1), vgl. [11, Seite 63, {(2m + 1)]. Mit der
Teilung durch (2m)! und ag = by := 0 gilt daher

m

Ay 1 1 Ay b m
2m)! +;) G2 T @) (237@)!'

(4.19)

Es seien nun die erzeugenden Funktionen
o 2k ok
flx) = Z (2I<;)!ak und g(x) := Z ku

k=0 k=0
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definiert, wobei f(z) eine Funktion mit Achsensymmetrie ist. Wegen der Gleichung (4.19) gilt

9(x) +g9(=x) _ _(*
S5 = f(@) + cosh(@) (f2) £ (5)) -
Die noch frei wihlbaren by mit £ mod 2 = 1 kénnen nun mit der punktsymmetrischen erzeugenden
Funktion (2) (—2)
9(z) —g(=z) _ . _f(*
5 := sinh(z) (f(x) f(2))

festgelegt werden. Mit Bgm_l(%) = 0 fiir m € N, vgl. Korollar 3.3 (7), folgt

) 22k 1 . S
2 (Qk)!(l — gz = f@) = f (5) _9(@) —g(=2) _

k=0

2 o 2P 2. (2z)F 1 = Pk
= T = B —_ —_—
© e 1 Z (2k+1)!b2k+1 (k Kk <2) ; (2k+1)!b2k+1

=0

236 2k 2k+1 b2v+1 1
Bk (=) .
Z2k+1'z<2v+1> 92v k2 <)

[\

Der Koeflizientenvergleich ergibt

94k M2k 4 1\ bayi 1
- Bop_ow [ = - 42
T2 1) 2k + 1) ;) (2v + 1) g2v Pk (2) (4.20)

Gesucht wird also eine Darstellung der bagy1 durch be, mit v € {1,..., k}.

Die Gleichungen
9@) = (" +Vf (@) = f (5) und g(=a) = (™ + Vf(@) —ef (5)

als Lineares Gleichungssystem nach f(5) und f(x) aufgelost ergeben

("= 1)f (5) = e"g(=2) — g(a) wnd (¥ =1 f(x) = > g(~a) - g(x) .

Der Vergleich beziiglich f(z) fithrt durch Umformung zu der Achsensymmetrie
e (g(—=2z) — g(—x)) = ™" (9(2z) — g(x)) . (4.21)
Mit der logischen Aquivalenz
ad=f)=blc—e) <= (a=b)((c+d)—(e+[))=(a+b)((c—d)—(e—[))

und der Substitution (a;b;c; d;e; f) = (e®;e77; g(2x); g(—2x); g(x); g(—z)) lassen sich die Koeffi-
zienten by, wegen der Gleichung (4.21) nach geraden und ungeraden Indizes sortieren:

_ al— _ o — T __ - oo 2k+1
(9(22) — g(=22)) — (g(z) —g(=)) e"—e™™ — tanh(z Z B
(9(2z) + g(—27)) — (9(z) + g(—x)) e”+e " = (2k+1)!
) _ 22k+2 -1 o2 2% + 1\ ~
mit B = Topgg F anee nd Z (2@4—1)3” -
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Die Multiplikation mit dem Nenner, die Teilung durch x # 0 und der Koeflizientenvergleich ergeben

1 2% +1 .
b2k+1 - m ; ( 21} )Bk 1,(2 )bgv .

Dies eingesetzt in die Gleichung (4.20) mit den Variablendnderungen von k& nach m und von v

)m (2m)!1¢(2m+1)
T2m

nach k, a,, entsprechend der Definition durch (—1 ersetzt und unter Verwendung

der Summenvertauschung

Z dy, Z 6k,vb2v = Z bag, Z dvev,k
k=0 v=k

k=0 v=0
2m +1 1 1
i dy == . By okl
mit k <2k+1>22k(22k+11) 2 2k(2)
2k + ,
und el 1= ( 5 )Bk U(22 —

ergibt schlieflich

(71)m24m 2m m 2m+1 2041 vikBmeh)(%)
2m + 1) = 1)b T92v(g2Hl 1)
((2m +1) (22— 1)(2m + 1)] 2~ 2’“2 20+ 1 2k ) 220(220+1 — 1)

Mit der Beriicksichtigung der Definition von B, und Kiirzungen bei Zéhler und Nenner folgt die
Behauptung. |
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5 Verallgemeinerte Glaisher-Kinkelin-Konstante

Das Ziel in diesem Kapitel ist es, eine bekannte und sehr einfache Formel fir ((2k 4+ 1) mit der
Verallgemeinerten Glaisher-Kinkelin-Konstante A,, herzuleiten. Hierfiir wird ein Zusammenhang
zwischen den Konstanten A, und @Q,, verifiziert.

Hinweis: Es ist die Ergénzung (letzter Absatz) in der Einleitung zu beachten.

5.1 Definition (Verallgemeinerte Hyperfakultét)

Sei m,n € Ny. Das Produkt [];_, k* wird als Hyperfakultit bezeichnet, eine Verallgemeinerung

ist
n

H mit Mo(m):=1.

Eine Erweiterung davon mit z € {t € R |t > —1} sei
M (mi ) = [ [ (k +2) 0"
Speziell fir z € Ny gilt My, (m) = My(m)M,(m;x).

Daher kann M,,(m;x) fir © € Ny, n € Z und n > —z in folgender Form erweitert definiert werden:

Mx+n (m)

M, (m;x) := M, (m)

5.2 Satz (Verallgemeinerte Hyperfakultat und Funktion @y, .,(x))

Sei m,w € No und = € {t € R|¢ > —1}. Dann gilt:

1~ (m+1 m—v
In Mw(m; ‘T) = m 1)2:;) <1} + 1>Bm—v(_z) ,va—i-l,'w(x) (51)
mit Nk,O(iU”kelN =0
My, (k;x
und Lokew (T) |k weN = In wikiz) Ph,w(2) — 5 (2) Inw + In Qg o (2)

My (k)

Beweis:
Fir w € N wird die Gleichung (4.1) als Ansatz verwendet; der Fall w = 0 ist trivial. Es ist

Prmyw (@) + 7 (@) I w — In Qo () =

= ka In (1 + %) = Z((k +z—2)"In(k+2) — k" Ink)

k=1 k=1
_ ii (T)(—x)m_”(k—i—x In(k + ) — kalnk
k=1v=0

My, (m; x)

_ - (m> (=)™ " In My (v;z) + In My, (m)

Nach der Summe umgeformt und durch (—z)™, x # 0, geteilt ergibt sich

m—1
Z <TZ) Ay = b1

v=0
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mit Q= (—2)"™ In M, (m; )
M, (m; x)

L= (mg) ™ [ - BT
und by—1 = (—x) ( n Moy ()

+ Pmw(®) + 7 (z) Inw — In Qm’w(x))
Lemma 3.4 liefert die Umkehrung und diese mit (—z)™ multipliziert ergibt die Behauptung fiir
alle x # 0. Sei nun x = 0. Wegen T”Tl(z)h:o =0, wb:o = 0 und der Grenzwertregel von

x

L’Hépital fur z — 20 ergibt sich ein Trivialfall fiir die Gleichung (5.1) :

(m+1)1In M,,(m;0) = lim M
z—+0 x
m w x
— ~Potol® ot (Mo + )Y oo
w w w
== K"+ ((m+ D) (k+2)"hk+z)+ Y (k+2)™)|zz0
k=1 k=1 k=1
=(m+1)> K"k
k=1
Damit gilt die Behauptung fiir alle x. O
5.3 Definition (Konstante A,,,)
Sei m € Ng,n € N
und Amn = M ( ) e_p:n'(n)
. 1 & (m+1 o
mit  pi(n) = mi—l—lvzo <U+ 1>Bm_“(1) ((n 1 *Tv-&-l)ln”*pv-&-l,n—l +p11+1,—1)~

5.4 Definition (Verallgemeinerte Glaisher-Kinkelin-Konstante A,,)
Sei m € Ng,neN

und  Ap = lim M, (m) - e Pm™

n—oo

1

mit  po(n) := (n+§)lnn—n
nm+1 nm B7n+1 nm+1
- pat = (S5 D -
m—1
1 m+1 e .
+ o 2 (v—i—l)Bv—Hn (Inn+ H,, — Hy—,) fir m > 0.

Anmerkung:

In der Literatur wird A; als Glaisher-Kinkelin-Konstante A, gelegentlich auch als Glaisher-Kinkelin-
Bendersky-Konstante, bezeichnet und A,, als ihre Verallgemeinerung, vgl. [13, Seite 136f, 2.15.1].
Der urspriingliche Ansatz fiir die Definition von A ist in [15, Seite 44, §3, (4)] nachzulesen.
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5.5 Satz (,Q-A-Produktgleichung Typ [ — fir Konstanten)
Sei m € Ny. Es gilt:

(1) lim In Am n = L Z (m N 1) Bm—v(_l)m_v(rv +1In Qv-i—l) (52)

n—o00 m+ 1 v+1
v=0

(2) (a) i (n) = pm(n) bzw. In A, , =InM,(m) — pm(n) fir alle n € N

(b) A= lim A,,, (,Q-A-Produktgleichung Typ I¥) (5.3)

n—oo

(3) Umkehrung der Q-A-Produktgleichung Typ I :
anm:—Tm1+Z< ) mlleA

Beweis von (1):
]\/In(v H

Fir x := 1 und w :=n — 1 in der Gleichung (5.1) und mit In o) = n” Inn folgt
In M, (m) = L (ML B (=)™ (T Inn—pyi11—Tor1 M=)+ Qui1.0-1)
n m4+1 ~ v+1 m—uv v+1,n— v+ v+1ln—1)-

Also ist wegen Definition 5.3 und Satz. 4.2 (7) nun
InA,, , =InM,(m)—p;,(n)

1 m m41 e
B < )B”n_v(_l) (’I’L nn — Pv+1n—1 = To+1 ln(n - 1) +1In QU+17TL—1)

m—i—lv:O v+1
1 < /m+1
- 1 Bm—v *1 m-v v+l _ v 1 Y n— v —
m+1v_o(v+1> —o(=1)" 7 ((n To1) NN = Puy1n—1 4 Pot1,-1)
1 = (m+1 1
e —— By (—1 m-v —Tyy1l 1—-— v+ 1 v+1,n— .
m+1v_0<v+1> (-1 ( an( n>+T+HQ+1, 1)

Fiir n — oo ergibt sich die Behauptung.

Beweis von (2) fiir m = 0 und m € N getrennt:

(i) m=0: Esistp§(n)=po(n) und daher lim,,_, Ao, = Ao .

(i) meN:

Die Differenz In A,, , — (In M,,(m) — pp(n)) =: —r(n) ist beschrankt, da lim, o0 |In Ay n| < 00
wegen der Gleichung (5.2) und lim,_,o | In M, (m) — pm(n)] < oo mit dem Literaturhinweis in
Definition 5.4 gilt. AuBerdem hat sie als Term die Form p(n)nlnn + g(n)n + by Inn in Anlehnung
an Term (4.9) und die in Lemma 4.4 definierte Folge (z,) ist hier mit x,, := n gegeben. Damit

lasst sich die Bedingung (4.10) als Grenzwertgleichung f(z,) = 0 wie folgt aufbauen:

nmth pm 1 " ml 1 &< /m+1
= —_— _ B, m-v _ - B,_o(—1 m—v, v+1 ,
P =gt RSP (1}—1—1) n m+1v_0<v—|—1) (=)™ n

M+l T m 1
- - v miva_Hmfv
o) =~ m+1v_1<v+1> ™ )
1 m+1 ,
4 Bmfv -1 m-v v n—1 " Fv — ’
m+1v_0(v+1> (-1) (Po+1,n—1 = Pot1,-1)

B, 1 &K (m+1 I
b= N ( )Bm—v(_l) Tyl

m—+1 m—l—lv:O v+1
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Da mit Lemma 4.4 nun p(n) =0, ¢g(n) = 0 und b; = 0 gilt, womit auch Lemma 4.4 (3) (a) erfiillt
ist, folgt sogleich r(n) = 0 fiir alle n € N und daher die Behauptung (2)(a). Mit der Definition 5.4
folgt fiir n — oo die Behauptung (2)(b).

Beweis von (3):
Das Setzen von a,, := (—1)"InA,, und b,,_1 = (—1)" " (rm_1 + InQ,,) in Lemma 3.4 ergibt

fiir m € IN die Behauptung. Der Trivialfall m = 0 kann durch die Definition r_; := —pg,_1 = 0
ergdnzt werden. O
Anmerkung:

Es ist M, (m) ~ A,,eP(™) eine Verallgemeinerung der Stirling-Formel n! ~ v/ 2mn(2)" .

pm(n) ist iiber die Euler-Maclaurin-Formel herleitbar.

5.6 Satz (Verallgemeinerte Glaisher-Kinkelin-Konstante mit geradem Index)

Fir k € N gilt:
(271_)2]6
(2k)!

Vgl. [9, Seite 520, (2.12) und (2.13)] und [4, Seite 475, (12)] .

C(2k 4+ 1) = (—1)* 12 In Agy,

Beweis:
Die Q-A-Produktgleichung Typ I, d. h. die Gleichungen (5.2) und (5.3), mit r,, = (;i)lv und m := 2k
ergibt
2k
1 2k +1
In A Bag—o(=1)*7(r, +1In Q,
ok 2k+1z(v+1> 2o (=17 + 0 Qo)

2%
1 2k +1 1

= Bojo(—— + (=1)’InQ,
1 (v+1> 2% (v+1+( ) InQyy1)

v=0

und die Gleichung (4.17) verlangert sich daher zu

2k
C(2k + 1)(2k)! 2 2k +1 1
T Boj—o(——= + (=1)" InQu41) = —21In Agy, .
(=1)k(2m)2* 2k+1; v+ 1 2k (v—|—1+( )" InQy1) n Asj
Die Umstellung nach ((2k + 1) ergibt die Behauptung. .
Anmerkung:

Der Zusammenhang zwischen der Ableitung der analytischen Erweiterung der Riemannschen Zeta-
Funktion {iber deren Funktionalgleichung mit der Verallgemeinerten Glaisher-Kinkelin-Konstante
ist ¢'(—m) + InA,, = Zz=n fiy m e Ny, vgl. [9, Seite 520, (2.10)]. Die Ableitung dieser
Funktionalgleichung liefert auflerdem ¢(2m + 1) = (1)

mif?;f)“!zm ¢'(—2m) fir m € N.

5.7 Definition (A,,-Funktion)
In Anlehnung an die Verallgemeinerte Glaisher-Kinkelin-Konstante A,,, sei
1 - (m+1 m—v
Ap () = exp (gg( > < >Bmv(—x) (ro(z) + In QM(;U)))

m+1) = \v+1

mit m € Nound x e R\ Z~.
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Anmerkung:
Es st Ay (1) = Apnlnsoo = Am und 5258, o = [0 [0 By, (at) dt da

Die Erweiterung von x € (—1,1] auf 2 € R\ Z~ kann z. B. uber Satz 4.5 erfolgen.

5.8 Satz (,Q-A-Produktgleichung Typ II* — variabel)

Sei z,w; € N, wy € Z und m,ws + x € Ny.
Eine Produktgleichung fir A,,(z) und Q,,(t) mit ¢t € Q ist

m wi—1 .
Z <m)w7i) Z (w2+17_j)m7v <1nAv_an'u (W>) =
v—=o \Y j=0 w1

1 m—+1 S
=1InAp(z) — In My, (m; z) + i D ; (U 1 ) B (=)™ L4 10y 05 () (5.4)

mit Mk awq e (fﬂ)|k€]N =

— Dews () + Pr,—1(z) — ri(z) Inwy + (Inwy + Hy) Z(wg + )F —In M, (k).
j=1

Der Beweis ist in 3 Schritte unterteilt.

1. Entwicklung von In My, 54w, (m) mit Summation nach w:

win+wsz wa wi—1 n

I Muyniw, (m) = > k™Ink=Y k"Ink+ Y > (wik+wy —j)" In(wk + wy — j)
k=1 k=1 J=0 k=1
wi—1 n m m w —j
= In My, (m) + Z Z <Z ( ) (w1k)” (we —j)m_”> (1nw1 +Ink+1In (1 + =2 ))
=0 k=1 \v=0 \" wik
m m wi—1 n
=1In My, (m) + (Inwy) Z( >w1 Z (wg — )™ ) kY
v=0 \Y =0 k=1
wy—1 n w j m m wy—1 n
N —v 2 — . Nm—v
+Z( ) S (wa =)™ K In <1+ ok )+Z(U)w‘f Z(wz—g)m "> kU Ink
7=0 k=1 v=0 7=0 k=1
m wy—1 n
m \M—v v
=In My, (m) + (lnwl)z ( )wi’ Z (wa — J) k
v=o \Y §=0 k=1
— ws — j ws — j wy —j
v o a\m—v 2 — 2~ _ 2 =
+Z( ) 3 (w2 ) <n( m >+rv( m >1nn 1nQU,n< m ))

7=0

wlfl

. -
(w2 — 7)™ mit = py.p (w2 j) € R[n]
n w1

+Z< >w1 In M, (v))

J=0

Sei nun wy durch ws + x ersetzt, d. h. keine Trennung von wy und x. Des Weiteren wird ZZ:1 kv

durch B"’“(”Jrvl_aIB““(l), vgl. Korollar 3.3 (5), und In M, (v) durch p,(n) + In 4, ,, vgl. Satz
5.5 (2) (a), ersetzt. p,(n) ist strukturiert wie Term (4.9) ohne beschrinktem Anteil und es ist
1Bopi(nt)=Bui(1) -~ g

n v+1 € [n] :

2. Die Entwicklung von In M, ntw,+z(m) ohne Summation nach w; und mi4t Trennung von ws

und z erfolgt iiber die Gleichung (5.1). Zu diesem Zweck wird einerseits zu dieser Gleichung beid-

seitig In M, (m) addiert, andererseits der Term In Aﬁ*fé) ), vgl. In 4 (l(“kf) von ik () in Satz 5.2,
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mit w := win + we wie folgt umgeformt:

= Z(wln 4wy + D In(win + wy + 1)
=1

Mw1n+w2+w(k)

In
Mwln+w2 (k)

x

l
— Z(w1n+w2 +l)]‘”' (lnw1 +1Inn+In (1 + w2+ )>
win

=1

z wa + 1
= 1 DEIwindIn (1
(Inw; + nn)Z(wm—i-wz-&- +ZZ<)M2+ wn n( + wm)

1=1 1=1 j=0

Die Differenz In Q; »(z) — In Q; n—1(z) bezogen auf die Gleichung (4.1) ergibt mit n > 1 nun

nd In (1 + %) =pjn(®) —pjn_1(z) —rj(z)ln (1 - 711) —nQjn(r) +InQjn—1(x),

pj,n(x)fpj,n_nl(z)erj,q(x) € R[n]

wobei zu beachten ist, dass gilt.

3. Mit dem 1. und 2. Schritt liegen nun zwei Gleichungen fiir In My, n4w,+o(m) vor, die durch
Zusammenfiigen und Umstellung eine Gleichung analog zum Term (4.9) und der Bedingung (4.10)

mit z,, := n ergibt. Auf Grund des Umfangs sei hier auf die Darstellung von p(n), ¢(n), ax und by
verzichtet und lediglich der relevante Teil r(n) wiedergegeben:

wi—1 .
o) =)+ 32 (7)ot 32 = (- (2550
wi—1
+Z ( )wl (InA,.,) Z (wg + 2 — j)™ Y
7=0

1 L (m+1
-1 M;E N Bm—v_ m—vv wi,w2,n
ML) ey 3 () B @)
mit ek wr wen ()| ken (= —In My (k) — piw, (x) — rx(z) In (w1 + ?) + 1In Qg ntws ()
i k ] w2+l
+ (Inwi) Y (wy + 1) +ZZ (w2 + ) wr (=)
1=1 I=1 j=0
wd iala) = <pya(o) (ot (1~ )1nczj,n<x>+1n@j,n_1<x>,

d.h.  lim n;.(z) = —pj_1(z)

n— oo

Interessanterweise verschwindet w; in der letzten Summe vOn fiy11 w; w,,n () filt 1 — 0o, denn es

ist
A , .
l o (=1)it 1’
Z()w2+lk le(_pj7_1(w2+ )) Z(>w2+ k‘jw_{( ) (w2+)
Jj=0 =1 J w1
"k (—1)t
= (w2+l)k2 (> —— = (wp + )F Hy,
—~\j) J
J
so dass mit lim, . r(n) = 0, vgl. Lemma 4.4 (3), die Behauptung folgt. O

Anmerkung 1:

Sei (z + ws;we — ws), wy € Z, an Stelle von (z;ws) in der Gleichung (5.4) gesetzt. Von dieser
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Gleichung nun die Gleichung (5.4) subtrahiert ergibt eine Beziehung zwischen A,,(z 4+ ws) und
A, (2) ohne die Funktionen @Q,(z) und den Konstanten A,.

Anmerkung 2:

Da M, (k) und Z?Zl(wg + j)* als holomorphe Funktionen bzgl. z formuliert werden kénnen, ist
die Gleichung (5.4) exponenziert und in polstellenfreier Darstellung auf x € C erweiterbar; der
Beweis hierfiir sprengt aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit.

Als eine Konsequenz der Erweiterung kann mit z — 0£0 und in Abhéngigkeit der Verallgemei-
nerten Glaisher-Kinkelin-Konstante eine Formel fiir 337" () w Y52 Ywg — )™ In Qv(wjj—jj)
erstellt werden, die eingesetzt in die Produktgleichung (4.11) zu einer Verallgemeinerung der Gauf}-
schen Multiplikationsformel fiihrt.

Als Beispiel sei mit (m;ws) := (0;0) die Gauische Multiplikationsformel selbst erwéihnt, denn
wird Z?le durch % ersetzt, In M, (1) := —zln Ay + % + 2zlnQo(z) + InQ1(z) mit
Ay = V2m (s. Korollar 5.9) definiert und In Ag(0) = 1, siche Anmerkung zu Definition 5.7, be-
riicksichtigt, so existieren alle Grenzwerte in der Gleichung (5.4) fiir + — 0. Zugleich wird die
Multiplikationsformel in Anmerkung 2 zu Satz 4.5 erneut verifiziert. Erwahnt sei noch der Zusam-
menhang von M, (1) mit der Multiplen Gammafunktion G, (z) in [9], denn mit der o. g. Definition

von In M, (1) gilt M, (1)Gs(z + 1) = Q§(z), siche Anmerkung 1 zu Satz 4.5 .

5.9 Korollar (Erginzung zur Apéry-Konstante in Korollar 4.11)

Im Gegensatz zu Beispiel (5) von Korollar 4.11 kénnen die Konstanten @ (+3) mit der Gleichung
Q1(3)

(5.4) explizit durch die Glaisher-Kinkelin-Konstante ausgedriickt und hieraus ebenso e be-
2
rechnet werden. Sei (x;w1) = (1;2) gesetzt. Die Parameter m und we werden variiert und dies

ergibt folgende einfache Zusammenhénge:

mo ws Ergebnis

Beweis:
Die Konstantengleichungen in der Spalte ,Ergebnis“ ergeben sich durch das Einsetzen der Werte

fiir die Variablen z, wy, w2, m und ausschlieBlich elementaren Umformungen. |

Anmerkung 1:

Ein zu @Q1(—1) dquivalentes Ergebnis ist [9, Seite 521, (3.5)] wegen [9, Seite 517, (1.7), G2(z) =
G(z)] und der Anmerkung 1 zu Satz 4.5 mit Q1 = ‘/727“, vgl. Satz 5.5 (3) fiir m := 1.

Anmerkung 2:

Glaisher verwendete fiir die Konstante A (sieche Anmerkung zu Definition 5.4) als erste Berech-

nungsformel [15, Seite 46, §4, (7)]. Dies entspricht der Gleichung
11 2(1] _1
A= 2367TGQ13(2>Q1 3

unter Beriicksichtigung der Reihenentwicklungen fiir In @1 und In Q1 (5) mittels Gleichung (4.2) .

1
2
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Anlass fiir die Q,,-Funktion

Mit der Aufteilung der Gleichung (3.6) fiir « 1 1 in Real- und Imaginérteil ist ersichtlich, dass
die Anzahl der Reihenglieder fiir die Formel von ((2k) von der Anzahl der Bernoulli-Zahlen mit
ungeradem Index, die einen Wert ungleich 0 haben (d. h. die Anzahl ist 1) und die Anzahl der
Reihenglieder fiir die Formel von ¢(2k + 1) von der Anzahl der Bernoulli-Zahlen mit geradem In-
dex, die einen Wert ungleich 0 haben (d. h. die Anzahl ist unendlich), abhéngt. Letzteres war die
Motivation fiir die Definition einer Verallgemeinerung der Gammafunktion, die in dieser Arbeit als

@ m-Funktion bezeichnet wird.

Zielerreichung

Uber ein Lineares Gleichungssystem konnten die Periodischen Dirichlet-Reihen auf die Linearkom-
bination von Lerch-Hurwitz Periodische Zeta-Funktionen, hier LH-Reihen genannt, zuriickgefiihrt
werden (Kap. 2). Diese Reihen lassen sich mit der Riemannschen Zeta-Funktion und der Verall-
gemeinerung der Logarithmischen Sinusreihe, hier: In Q,,(—z) + (—=1)" In Q,,(x), darstellen und
daher auch die o. g. Dirichlet-Reihen (Kap. 3 und 4). Ein Teil dieser Reihen ldsst sich mit der
Verallgemeinerten Glaisher-Kinkelin-Konstante ausdriicken (Kap. 5).

Ein wesentlicher Unterschied zu einer einfachen Reihenumstellung, wie sie z. B. durch f(z) :=
> nes apx® und somit bei Vertauschbarkeit der Summationsreihenfolge Y07 f(1) = Y77, ar((k)
erreicht wird, ist, dass die o. g. Verallgemeinerung der Logarithmischen Sinusreihe die Riemann-
sche Zeta-Funktion nur an den geraden natiirlichen Stellen und somit nur mit rationalen Zahlen

multiplizierte Potenzen von 7 verwendet.

Literaturbezug

Der Bezug zur Literatur erfolgte mit der Definition der Digamma-Funktion, mit dem Hinweis
auf Zeta Regularisierte Produkte, mit der Formelbildung fiir {(2k + 1) tiber die Verallgemeinerte
Glaisher-Kinkelin-Konstante und mit bekannten Beispielen der Periodischen Dirichlet-Reihe.

Verwendbarkeit der Q,,-Funktion

Der Definitionsbereich der @,,-Funktion kann unter Beibehaltung der Produktdarstellung fiir
Qm.n(x) und Qp,(x) = limy— oo Qm,n(z) mit Hilfe des Weierstrafischen Produktsatzes fir C auf
C\ Z~ erweitert werden, siehe Anmerkung 5 zu Satz 4.2 . Eine besonders einfache Anwendung ist
(m;wy;we;x) := (0;2;0;4/3) eingesetzt in die Q-Produktgleichung (4.11) und der Addition des

konjugiert Komplexen dieser Gleichung, so dass als bekanntes Ergebnis
- 1 1 1rv3 —1irv3
I () = 5 (470 47)

folgt. Erginzend sei noch erwéahnt, dass mit der Anwendung von Lemma 3.4 auf Korollar 4.9 und
der verkiirzten Form der Gleichung (4.12) fiir w := 1, wie sie im Beweis (2) von Satz 4.6 zu fin-
den ist, sich eine allgemeine Beziehung zwischen QQO(ei%ﬂ)Qm(ei%ﬂ) und QF, Q7 (e'5 )Q,*n(ei%”)

herstellen ldsst. Die einfachsten Beispiele mit m € {0, 1,2} in etwas modifizierter Form sind:

(e f) =2 (-5) - T(+) =Tl (-5)

k=2 k=1 k=2
1 1 (k—1)2 n 1 k2
3 - - _ -
e nlaleong(1+ks) 3,}&;@“,{12(1 k)
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Der erweiterte Definitionsbereich erméglicht es, eine Vielzahl an Funktionen in Termen aus der Q.-
Funktion darzustellen: Vignéras Multiple Gammafunktion wie z. B. die Barnessche G-Funktion, die
Clausen-Funktion und die Hurwitzsche Zeta-Funktion jeweils mit natiirlichen Potenzen im Nen-
ner, verschiedene alternierende @,,-adhnliche Produkte wie z. B. die Borwein-Dykshoorn-Funktion
und das Produkt lim, o P& nmn @ T (1 - (71)]6%),,@, die Periodische Dirichlet-Reihe
mit natiirlichen Potenzen im Nenner, modifizierte Formen der Riemannschen Zeta-Funktion wie

z.B. Y 02, WM, bestimmte Produkte wie die Multiple Sinusfunktion, die @Q,,-Funktion er-

weiternde Produkte wie z. B. lim,,_, o ePmn(@5%) prm(@39) ILi_, (1 + 5+ 137)7km, und nicht zuletzt
das Integral foz t™ Insin t dt, das bereits von Euler diskutiert worden war.

Des Weiteren ist es moglich, mit den Funktionswerten der @,,-Funktion sehr viele Konstan-
ten zueinander in Bezug zu stellen, wie es mit den Korollaren 4.11, 5.6 und 5.9 allerdings nur
angedeutet werden konnte. Hilfreich sind hier die Formeln fiir @, (z), z. B. die Sdtze 4.5 und

4.6. Neben Reihen und Produkte sind als Konstanten auch bestimmte Integrale gemeint, z. B.

fooo(ett_l )™ dt. Dariiber hinaus lassen sich viele Produkte, die auf der @,,,-Funktion basieren, mit
Hilfe der Gleichung (5.4), die die @,,-Funktion mit rationalen Argumenten mit einer erweiterten
Form der Verallgemeinerten Glaisher-Kinkelin-Konstante verbindet und geméfl der Anmerkung 2
zu Satz 5.8 auf die komplexen Zahlen erweiterbar ist, entweder vollstdndig durch die Verallgemei-
nerte Glaisher-Kinkelin-Konstante oder (meist) in Verbindung mit der Q,,-Funktion vereinfacht
ausdriicken. Als Beispiel sei hier die Reihe Zzozl ll%fak modp fir m € IN mit p-periodischer Koeffi-
zientenfolge genannt, deren Beispiele in [16, Seite 1 bis 16] und [17, Seite 21 und 26] auf der Formel

in [16, Seite 3, §6] bzw. in [17, Seite 25, 64.-66.] bzw. auf

Z lnTk sin(27kx) = g <ln Q(Sfj_;;) —(1=2z)(v+ 1n(27r))>

k=1

mit 0 < z < 1 beruhen. Fiir die m-fache Integration mit 0 < x < 1 fiir m € N sei unter Beriick-
sichtigung von Qo(z) = x Qo(x — 1) auf die Anmerkung 1 zu Satz 4.2 verwiesen.
Eigenschaften der LH-Reihe F(z) und folglich auch der Reihe Y -, lkrﬁff ei2rkr — d%ES (2)|s:=m

mit m € N sind in der Literatur iiber die Lerchsche Zeta-Funktion und dem Polylogarithmus

nachzulesen.

Grenzwertgleichung

Das verbindende Element zwischen der Grenzwertgleichung und der Ableitung der Riemannschen
Zeta-Funktion ist die Verallgemeinerte Hyperfakultét, womit die Verwendbarkeit der Grenzwert-
gleichung begriindet werden kann. Thre Effektivitdt verdankt sie der Eigenschaft als Katalysator,
weil nur noch der beschrénkte Term r(x) berticksichtigt werden muss.

Auflerdem lasst sich die Grenzwertgleichung unbegrenzt erweitern und erginzt die Zeta Re-
gularisierten Produkte insofern sinnvoll, als dass auch fiir Verallgemeinerungen der @,,,-Funktion,
z. B. fiir konvergente Produkte der Form lim,,_, oo €Pa-b:n(2)p7a.b(2) = (1 + ﬁ) _ka, Eigenschaften
und Werte ermittelt werden konnen, ohne zuvor auf die Ableitung der analytisch fortgesetzten Rie-
mannschen Zeta-Funktion zuriickgreifen zu miissen, und sie daher als arbeitserleichternde Methode

einsetzbar ist.
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