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1 Einleitung

Als ich kiirzlich den Kurs ,, Topologische Raume" belegte, fand sich als Fragment
ein Verweis auf ein Beispiel, genannt ,,Der zerbrechliche Kegel” in einem nicht
mehr angebotenen Kurs ,Metrische Riaume". Bei Studientagen zu diesem Kurs
kam die Frage auf, was es mit diesem Verweis auf sich habe und der Kursbetreuer
Dr. Matthias Taufer, der auch Betreuer dieser Arbeit ist, erorterte kurz die etwas
kuriosen Eigenschaften dieser Konstruktion; ein zusammenhangender topologischer
Raum, der durch Wegnahme eines einzelnen Punktes, des Dispersionspunktes, total
diskontinuierlich wird. Diese bedeutet, dass es dann kein Teilstiick des Raumes mehr
gibt, der zusammenhangend ist. Mein Interesse an einer solchen Konstruktion fiihrte
zu dieser Arbeit.

Bei einer zerbrechlichen Menge handelt es sich um eine Teilmengen der Tragermenge
eines topologischen Raumes in der Teilraumtopologie. Streng genommen handelt es
sich also um Teilrdaume grolerer Raume. Jedoch werden diese Konstrukte auch in
der recht umfangreichen Abhandlung zu diesem Thema, ,,On biconnected sets with
a dispersion point" von Roman Dudeﬂ »pulverable set “und ,biconnected set with
a dispersion point”, also ,,Menge“genannt ([8]). Aus diesem Grunde werden wir die
Terminologie ,zerbrechliche Menge“beibehalten und sie sogar zum Titel dieser Arbeit
gemacht.

In Prinzip ist es ganz einfach solche zerbrechlichen Mengen zu konstruieren. So gibt
es einen topologischen Raum mit einer dreielementigen Grundmenge, der diese Ei-
genschaft besitzt. In Abschnitt 3 werden wir dies kurz zeigen. Tatsachlich kann man
jede beliebige Menge X die eine Kardinalitit card(X) > 3 besitzt in recht einfacher
Weise mit einer Topologie versehen, sodass sie zerbrechlich wird. Interessant wird es,
wenn man zusatzlich fordert, dass zerbrechliche Mengen metrisierbar sein sollen. Die
einfachen Konstruktionen bauen in der Tat auf der Tatsache auf, dass dort die Men-
ge, die nur den Dispersionspunkt enthalt, nicht abgeschlossen ist. Fiir metrisierbare
topologische Rdume ist diese Eigenschaft ausgeschlossen, da aus der Metrisierbarkeit
schon folgt, dass Mengen, die nur einen Punkt enthalten, abgeschlossen sind. Der
zerbrechliche Kegel ist eine solche zerbrechliche Menge im R2. Die Konstruktion ba-
siert auf dem Cantorschen DiskontinuumP(oder auch Cantor-Menge genannt).

'Roman Duda (geb. 1935)
2Georg Cantor (1845-1918)
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Dieser war die erste derartige Konstruktion ([6]), und wurde erstmals von Bronislaw
Knaster und Kazimierz Kuratowski in ihrer Verdffentlichung ,Sur les ensembles
connexes”([18]) erwdhnt und wird daher auch ,Knaster-Kuratowski-Fan “ ([7]) ge-
nannt. In [20] wird hingegen die Bezeichnung ,Cantors leaky tent” oder ,Cantor’s
teepee” verwendet. Diese metrisierbare Konstruktion wird einerseits durch Wegnah-
me eines einzigen Punktes, des Dispersionspunktes, total diskontinuierlich. Dies be-
deutet, dass die Zusammenhangskomponenten nach dessen Wegnahme einpunktig
werden. Dies gilt jedoch keineswegs fiir die Quasikomponenten. Der zerbrechliche Ke-
gel ist also nicht total separierbar.

Es stellten sich einige Fragen in Bezug auf zerbrechliche Mengen. Etwa:

1. Gibt es zu jedem ¢ > 0 zerbrechliche Mengen die e-dicht in einer Teilmenge
des R? liegen?

2. Falls ja, gibt zerbrechliche Mengen die dicht in einer Teilmenge des R? liegen?

3. Gibt es einen metrisierbaren zerbrechlichen Raum, der bei Wegnahme des Streu-
punktes total separierbar wird?

4. Falls 1. mit ,Ja" zu beantworten ist, gibt es dann fiir ¢ > 0 eine Konstruktion,
die (e-)dicht auf ganz R? ist?

Bei der weiteren Literatursuche fand sich eine einzelne Konstruktion von R. L. Wil-
derf] die sich im Paper [23] findet und auf einem Schlag die Fragen 1 bis 3 positiv
beantwortete. Wir haben uns dabei, um den Rahmen einer Bachelorarbeit nicht zu
tiberschreiten, nicht ndher mit Frage 3 beschaftigt und stattdessen versucht, Wilders
Konstruktion auf die reelle Ebene hochzuziehen und somit Frage 4 positv zu beant-
worten. Wilders zerbrechliche Menge ist zwar eine sehr machtige Konstruktion. lhr
Nachteil im Vergleich mit dem zerbrechlichen Kegel liegt jedoch in der Tatsache, dass
man, abgesehen vom Dispersionspunkt, keinen einzigen Punkt der Menge tatsichlich
kennt. Wilder macht mehrfach von reinen Existenzaussagen gebrauch und verwendet
bereits bei der Konstruktion das Auswahlaxiom.

3Raymond Louis Wilder (1896-1982)
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2 Grundlegende Definitionen und Lemmata

Bevor wir die zerbrechlichen Mengen definieren kdnnen, benétigen wir Begriffe aus der
Theorie der metrischen und topologischen Raume. Die Theorie dazu in den Unterab-

schnitten2.1] 2.2} [2.3] [3.1]stammt, falls nicht anders angegeben, aus den Lehrbiichern
[12] und [13] von Horst Herrlich?| Die Theorie zur Mengentheorie in Unterabschnitt
stammt, falls nicht anders angegeben, aus [15]

2.1 Metriken und Topologien

Definition 2.1 (Metrik, [12] S.2, 1.1.1). Sei X eine Menge. Eine Abbildung
d: X% = R heifit eine Metrik auf X, wenn fir alle z,y,z € X

(M1) d(z,z) =0 und d(z,y) =0 <=z =y (positive Definitheit),

(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),

(M3) d(z,z) < d(x,y)+d(y, z) (Dreieckungleichung).

Das Tupel (X,d) heifit metrischer Raum. Die zugehirige Metrik bezeichnen
wir, falls nicht anders angegeben ab nun tmmer mit d.

Lemma 2.2 (Minkowskische Ungleichung Siche [4] S.9-11 F.). Sein eine natiir-
liche Zahl und fir 1 <1 <mn seien a;, b; € R, dann gilt folgende Ungleichung:

n n n

D lai b2 < DY a4 | D (bl (1)
=1 =1 =1

Sie heifst Minkowskischefﬂ Ungleichung

Wir kommen nun zum Beispiel der wichtigsten Metriken auf R™:

Beispiel 2.3 (euklidische Metrik, Maximumsmetrik [12] S.2-3). Seien x == (21, 2, . ..

Y= (1,92, ...,yn)" € R™ Die Abbildungen

2. do : R" = R, (2,y) — doo(z,y) = lrgaéxui — i
definieren Metriken auf R™. Wir nennen dy euklidische Metrik und d., Maxi-
mumsmetrik.

Beweis. Die positive Definitheit und die Symmetrie sind jeweils leicht einzusehen.
Sei z = (21,22,...,2,)7 € R™ Fiir d, ist die Dreiecksungleichung durch die
Minkowskische Ungleichung gegeben, indem man dort a; == x; — z; und b; =
z; —y; fir 1 <1 < n setzt.
Fiir d, folgt die Dreiecksungleichung da |z; — y;| < |x; — zi| + |2i — yi| < doo(,y)
fir 1 <i <n gilt. O]
4Horst Herrlich (1937-2015)
SHermann Minkowski (1864-1909)

9 xn)T?
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Bemerkung 2.4 (Siehe [12] S.2). Seien a,b € R, dann gilt dy(a,b) = |b — a| =
doo(a,b)

Wenn wir von nun an Teilmengen des R™ betrachten, seien sie, falls nicht anders
angegeben, mit der euklidischen Metrik versehen.

Ein weiteres Beispiel fiir Metriken auf beliebigen Mengen:

Beispiel 2.5 (Diskrete Metrik, [12] S.2 Beispiell.1.2). Sei X eine beliebige Men-
ge. Wir definieren folgende Metrik, die wir diskrete Metrik auf X nennen:

1 falls x #y
0 falls x =y

Die FEigenschaften (M1), (M2) und (M8) sieht man hierbei sofort ein.

dg: X X X = R, (2,y) — dg(z,y) ::{

Definition 2.6 (s-Umgebung, [13] S.4). Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X
und € > 0 eine reelle Zahl. Die Menge U.(x) = {y € X | d(y,x) < &} heifit
e-Umgebung von x.

Definition 2.7 (Umgebung und offene Menge, [12] S.14, 1.2.20 ). Sei (X, d) ein
metrischer Raum und U C X. U heifst Umgebung von x € U, falls es ein € > 0
und eine e-Umgebung U.(z) gibt, sodass x € Uz(x) C U gilt.

Wir bezeichnen eine Menge V- C X dann als offen in (X, d) (oder einfach offen,
falls klar ist, welcher metrische Raum gemeint ist), wenn sie Umgebung aller ihrer
Punkte ist, also wenn es zu jedem z € V ein e, > 0 gibt, sodass U, (z) CV ist.

Lemma 2.8 ([12] S.14, Satz 1.2.21). Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann gilt:
1. e-Umgebungen sind offen.

2. Sei x € X und U eine Umgebung von x. Gilt U C O C X, dann st O eine
Umgebung von .

Beweis.

1. Seie >0,z € X und y € U.(x). Wir setzen ¢ = ¢ — d(x,y). Dann gilt
U.(y) C U.(x), denn sei z € U/(y), dann gilt

d(z,2) <d(z,y) +dly,2) <d(z,y) +& =dz,y) +e—dz,y)=e
Folglich ist U.(z) offen.

2. Gilt fir ein € > 0, U(z) C U, so auch U.(x) C O. Also ist O Umgebung
von . [l

Lemma 2.9 ([12] S.15, 1.2.23). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum und A =
{A C X | A offen in X} die Menge aller offener Mengen in X, dann erfullt A
die folgenden Eigenschaften:

(T1) X e Aund D € A,
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(1T2) A, Be A= ANDBec A,
(T3) BCA=Be A

Beweis.

(T1) 0 € A, denn es gibt keine Elemente in () von denen zu zeigen wire, dass es
Umgebung davon ist.
X € A, denn fiir jedes z € X und jedes € > 0 gilt per Definition:

Ue(@) ={ye X |ly—az|<e} CX

(T2) Seien A, B C X offen in X und x € ANB, dann gilt insbesondere x € A und
x € B, also gibt es &1 > 0 und 2 > 0, sodass U, (z) € A und U,,(z) C B.
Wihlen wir nun € := min{ey, €2}, dann gilt U.(z) € A und U.(x) C B, also
r € U(x) C AN B. Da x € AN B beliebig war, ist AN B Umgebung aller
seiner Punkte, also offen. Somit gilt AN B € A.

(T3) Sei BC Aund z € |JB, dann gibt es ein A € B, sodass x € A. Da A € A,
ist A per Definition offen, also Umgebung von z. Nun gilt x € A C |JB.
Also ist B Umgebung von x. Es folgt |JB € A.

O
Definition 2.10 (Topologie und topologischer Raum, [13] S.3, Definition 1.1.1).

1. Sei X eine Menge und T C P(X) Erfillt T die Eigenschaften (T1), (T2)
und (T3) aus[2.9, nennen wir T eine Topologie. Die Mengen in T bezeich-
nen wir als offen.

2. Das Tupel (X,T), nennen wir einen topologischen Raum. Im weiteren

Verlauf sei, falls nicht anders angegeben, mit X immer ein topologischer
Raum X = (X, T) bezeichnet.

3. Ist (X,d) ein metrischer Raum und Ty die Menge aller beziiglich der Metrik
d offenen Mengen in X, dann nennen wir Ty die von d induzierte Topo-

logie. Sei £ eine beliebige Figenschaft topologischer Riume. Wir schreiben
die Eigenschaft € auch (X,d) zu, falls (X,7Ty) sie hat.

4. Gibt es zu einem topologischen Raum X = (X,T) eine Metrik, die T
induziert, so nennen wir X metrisierbar.

Definition 2.11 (Umgebung in topologischen Raumen [13] S.13, 1.2.7). Sei
(X, T) ein topologischer Raum. Sei x € X und U C X, dann nennen wir U
Umgebung von x, falls x € U und es ein O € T gibt, sodass x € O C U ist.

Bemerkung 2.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X ist
genau dann offen in (X, d), wenn sie in dem durch die Metrik d induzierten to-
pologischen Raum (X, Tg) offen ist.

Daraus folgt dass eine Menge U C X genau dann Umgebung eines Punktes
r € (X,d) ist, wenn U Umgebung von x in (X,Ty) ist. Die Umgebungsbegrif-
fe stimmen also tiberein.
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Nun kommen wir zu einem trivialen Beispiel einer Topologie:

Beispiel 2.13 (Diskrete Topologie). Sei X eine belicbige Menge, dann ist die
Potenzmenge P(X) eine Topologie auf X. Sie erfillt trivialerweise die Eigen-
schaften (T1), (T2) und (T3), da P(X) bereits definitionsgemdifs alle Teilmengen
von X enthdlt.

Die diskrete Topologie wird von der diskreten Metrik induziert, denn sei X mit
der diskreten Metrik dy versehen, dann gilt fir x € X, U%(x) = {z}. Es sind
also alle einelementigen Teilmengen von X offen in (X, dy). Mit der Eigenschaft
(T3) sind auch beliebige Vereinigungen von einelementigen Teilmengen von X,
also alle Teilmengen von X, offen.

Definition 2.14 (Basis, [13] S.6). Sei X := (X, T) ein topologischer Raum. FEine
Teilmenge B C T heifst Basis von T, wenn folgendes gilt: Fiir jedes U € T gibt
es eine Teilmenge A C B, sodass |JA = U ist.

Lemma 2.15 ([13] S.6-7). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum dann existiert
eine Basis B von T und es gilt T ={JA | A C B}.

Beweis. Die Existenz folgt sofort, da 7T selbst die Basiseigenschaft erfiillt. Die
Inklusion 7 C {|JA | A C B} folgt aus der Definition des Begriffs der Basis
und {JA | AC B} CT,da B C 7 und T unter beliebigen Vereinigungen
abgeschlossen ist. O]

Folgendes Beispiel bendtigen wir in einem spateren Kapitel nochmals, um zu zeigen,
dass fiir jedes n € N, R" eine abzdhlbare Basis besitzt. Dazu bendtigen wir jedoch
noch ein paar Begriffe, die wir erst an spaterer Stelle einfiihren.

Beispiel 2.16 (|I3] S.7 Beispiel 1.1.10). Sei X = (X,d) ein metrischer Raum
und Ty die von d induzierte Topologie, dann ist die Menge B = {U.(x) | = €
X,e > 0}. eine Basis von Ty.

Beweis. Sei U € 7Ty, dann gibt es per Definition von offenen Mengen in metrischen
Réumen zu x € U ein € > 0, sodass U.(z) C U ist. Die Aussage folgt daraus
unmittelbar. O]

Definition 2.17 (abgeschlossene Menge, [13] S.11, 1.2.1). Sei X = (X, T) ein
topologischer Raum. Wir bezeichnen eine Menge A C X als abgeschlossen in X

(oder einfach abgeschlossen, wenn klar ist welcher topologische Raum gemeint
ist), wenn X \ A € T ist.

Lemma 2.18 ([I3] S.12, Satz 1.2.3). Sei X = (X,7T) ein topologischer Raum
und A C P(X) die Menge aller in X abgeschlossenen Mengen. Dann gilt:

1. X und () sind Elemente von A
2. A ist abgeschlossen.
3. Fir A, B € A ist AU B abgeschlossen.

4. Fir jede endliche Teilmenge B C A ist | J B abgeschlossen.
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Beweis.

1. Folgt, da X und @ offen und die Komplementmengen voneinander sind.

2. Da A € A abgeschlossen ist, ist X \ A offen. Wir definieren B := {X \ A |
A € A}, dann ist | B offen, da jedes B € B offen ist. Wegen (A = X\|JB
ist also [).A abgeschlossen.

3. X\ A, X \ B sind offen, also ist auch (X \ A) N (X \ B) offen und somit
X\ (X\A)N(X\B)=AU B offen.

4. Folgt iiber Induktion iiber die Anzahl der Elemente aus 2. O]

Definition 2.19 (Beriihrpunkt, Haufungspunkt und Verdichtungspunkt, [I3]
S.16; S.20; S.30). Sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X :

1. Ein Punkt x € X heifst Bertihrpunkt von A, wenn fir jede Umgebung U
von x gilt. U N A # ()

2. Ein Punkt v € X heifit Haufungspunkt von A, wenn fir jede Umgebung
U wvon x gilt UNAN\ {x} # 0.

3. Ein Punkt x € X heifit Verdichtungspunkt einer Folge (a,)nen, wenn in
jeder Umgebung U von x unendlich viele Folgenglieder liegen.

4. Ein Punkt x € X heifst Konvergenzpunkt einer Folge (a,)nen, wenn es
zu jeder Umgebung U von x ein ng € N gibt, sodass ay, € U fiir k > ng. Wir
sagen dann die Folge (a,) konvergiert (gegen a).

Definition 2.20 (dist, [12] S.9). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir definieren
die Funktion

oo falls A =10

dist: X x P(X) — R, dist(z, A) = q |
inf{d(x,y) |y € A} sonst

Bemerkung 2.21 ([13] S.16). Se: X = (X, d) ein metrischer Raum und A C X,
dann ist v € X genau dann ein Berihrpunkt von A in X, wenn dist(z, A) = 0
und genau dann ein Haufungspunkt von A, wenn dist(z, A\ {x}) = 0 ist.

Lemma 2.22 ([I3] S.17, Satz 1.2.22). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum.
Fine Menge A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn sie alle ihre Be-
riuhrpunkte enthdlt.

Beweis.

= Sei A abgeschlossen in X und z ein Beriihrpunkt von A, dann gilt fiir jede
Umgebung U von z, dass U N A # (). Insbesondere gilt dies fiir offene Mengen,
die = enthalten. Da per Definition abgeschlossener Mengen X \ A offen ist, kann
X \ A den Punkt z nicht enthalten. Es folgt = € A.

< Sei A eine Teilmenge von X, die alle ihre Bertihrpunkte enthélt. Sei z € X'\ A,
dann gibt es also eine Umgebung U , von z mit UNA = (). Daraus folgt U C X'\ A.
Mit Bemerkung ist X \ A Umgebung von z. Da x € X \ A beliebig war, ist
X \ A Umgebung aller Punkte und somit offen, weshalb A abgeschlossen ist. [J
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Definition 2.23 (Abschluss, Inneres, [13] S.13, Definition 1.2.7; S.16, 1.2.18).
Sei X = (X, T) ein topologischer Raum und A C X.

1. Wir nennen clxy A = {x € X | x ist Berihrpunkt von A} den Abschluss
von A.

2. Wir nennen inty A = {x € X | A ist Umgebung von x} den offenen
Kern oder das Innere von A.

Lemma 2.24 ([I3] S.16, 1.2.17; S.18 1.2.24). Se: X = (X, T) ein topologischer
Raum und A, B C X.

1. clxcly A=cly A
2. clx A ist abgeschlossen
3. Ist A C B und B abgeschlossen, so gilt clx A C B
4. Ist A C B, so folgt intx A C intx B
Bewezs.

1. Die Inklusion cly cly A D cly A ist trivial.
Sei z € clx clx A und O eine offene Umgebung von z, dann ist clx AN # 0,
denn x ist Beriihrpunkt von A.Dies bedeutet, es gibt es ein y € cly ANO. Da
O offen ist, ist O Umgebung von y. Wegen y € cly A folgt dann O N A # 0,
denn da O offen ist, ist es auch Umgebung von y. Da jede Umgebung von
x eine offene Umgebung von z als Teilmenge enthélt, gilt schon = € clx A.

2. Folgt direkt aus 1. und

3. Folgt da jede in X abgeschlossene Menge B mit A C B zumindest die
Beriihrpunkte von A enthalten muss.

4. Sei x € intx A, dann gibt es ein U C T mit x € U C A. Dann gilt aber
auch U C B, woraus sofort = € intx B folgt. O

Definition 2.25 (T1-Raum [13] S.53). Ein topologischer Raum X = (X,T)
heifft T1-Raum, falls fir jedes v € X gilt clx{x} = {x}

Lemma 2.26 ([13] S.53). Ist ein topologischer Raum X = (X, T) ein T1-Raum,
so gilt:

1. Fiir jedes x € X ist {x} abgeschlossen.

2. Fir z,y € X mit x # y gibt es eine (offene) Umgebung U, von y sodass
x & Uy ist.

Beweis.

1. Folgt mit

10
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2. Nehmen wir an, es gébe fiir ein y € X keine solche Umgebung, dann wiirde
also fiir jede Umgebung U von y gelten = € U, also U N {z} # (). Folg-
lich wire y Beriihrpunkt von {z}, also y € clx{z}, im Widerspruch zur
Annahme, dass X T1-Raum ist. O

Lemma 2.27 (|I3] S.53 Satz 2.4.6). Sei X = (X,T) ein topologischer Raum.
Ist X metrisierbar, so ist X T1-Raum.

Beweis. Sei X metrisierbar und sei d die Metrik, die 7 induziert und seien x,y €
X. Sei € = @, dann folgt ¢ U.(y) und da z und y beliebig waren, folgt
clx{z} = {} fir alle z € X. Also ist X ein T1-Raum. O

Definition 2.28 (Stetigkeit und Homdomorphismus, [I3] S.59-62). Seien X =
(X, T) und Y = (Y, S) topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung:

1. Wir nennen f stetig, falls fir alle S € S gilt

US| ={z e X | flx) €S} eT

2. Ist f stetig und bijektiv und dessen Umkehrfunktion f=' ebenfalls stetig, so
nennen wir f einen Homdoomorphismus

Lemma 2.29 ([13] S.61, Satz 3.1.4). Seien X = (X,7T) und Y = (Y, S) topo-
logische Riume und f: X — Y eine Abbildung. f ist genau dann stetig, wenn
fiir jede abgeschlossene Menge B C'Y die Menge A = f~'[B] abgeschlossen in
X 1st.

Beweis.

= Sei B C Y abgeschlossen und f stetig. Dann ist Y\ B offen in Y. Da f stetig
ist, ist f7![Y \ B] offen in X, also ist X \ f~![Y \ B] = B abgeschlossen in X.
< Es sei fiir jede beliebige abgeschlossene Menge B C Y die Menge f~![B]
abgeschlossen in X. Sei U eine offene Menge in Y, dann ist also f~'[Y \ U]
abgeschlossen in X. Also ist X \ f~}Y \ U] = f~![U] offen in X. Da U eine
beliebige offene Menge in Y war, ist f stetig. m

Folgendes Lemma zeigt, dass der Stetigkeitsbegriff auf topologischen Raumen mit
dem aus der Analysis bekannten fiir metrische Raume {ibereinstimmt. Um spater Wil-
ders zerbrechliche Menge auf die relle Ebene fortzusetzen, werden wir davon gebrauch
machen, dass gewisse Eigenschaften zerbrechlicher Mengen unter surjektiven stetigen
Abbildungen erhalten bleiben.

Lemma 2.30 ([10] S. 31 Satz 10). Seien X = (X,T) und Y = (Y,S) topo-
logische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn es zu jedem x € X und jeder Umgebung V von y = f(x) € Y eine
Umgebung U von x gibt, sodass U C f~1[V] ist.

Beweis.

= Sei f stetig, x € X und V Umgebung von y = f(z), dann gibt es ein O € S,
sodass y € O C V ist. Da f stetig ist, ist f~'[O] offen in X, also Umgebung von
X und es gilt z € f71O] C fHV].

11
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< Es gebe zu jeder Umgebung V von f(z) € Y eine Umgebung U von x € X,
sodass U C f~![V] ist. Da per Definitionen jede Umgebung eine offene Menge
als Teilmenge enthilt, konnen wir uns auf diese beschréanken. Sei nun fiir O eine
offene Menge in Y. Ist f71[0] = 0 € T dann sind wir sind fertig. Wir kénnen
also annehmen, dass f~1[O] # 0. Sei x € f~![0], dann gibt es laut Voraussetzung
eine offene Umgebung U, von x, sodass U, C f~![0] ist. Wir wihlen zu jedem
z € O] eine solche Umgebung U,, dann ist nach Eigenschaft (T3) (Siche

fiir Topologien auch
B = U U,
I

zef~1O
offen in X.
Da wir zu jedem z € f~'[O] ein U, gewihlt haben, gilt B C f~![0] und wegen
U, C f71O] gilt f71O] C B, also gilt f~}[O] = B. f ist also stetig. O

Wenn man einen topologischen Raum X = (X,7) gegeben hat mdchte man
manchmal betrachten, wie sich Teilmengen von A C X topologisch verhalten. Fol-
gendes Lemma rechtfertigt erst, spiter so etwas wie zerbrechliche Mengen von R? zu
definieren.

Lemma 2.31 ([4], S.22; [13] S.103). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum
und A C X, dann ist Ta ={UNA|U € T} eine Topologie auf A.

Beweis.

(THEsgit 0NA=0und XNA=A=0,A€ Ty
(T2) Fir B,C € T gilt (BNA)N(CNA)=(BNC)NAeT,

(T3) Sei BC T,danngilt | (BNA)=(J B)NA€ Ty,denn (| B)eT. O

BeB BeB BeB

Dies motiviert zur nachsten Definition.

Definition 2.32 (Teilraum, [4], S.22). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum
und A C X. Wir nennen Ty .= {UNA | U € T} die Teilraumtopologie und
A= (A, Ta) den durch A induzierten Teilraum von X.

Wenn wir eine Topologie auf einem topologischen Raum X gegeben haben und von
einem topologischen Raum A auf einer Teilmenge A C X sprechen, ohne eine
konkrete Topologie zu nennen, sei dieser immer mit der Teilraumtopologie ver-
sehen. Wenn wir von einem Teilraum eines metrischen Raumes (X, d) sprechen,

meinen wir damit den Teilraum, der durch die von (X,d) induzierte Topologie
(X, Tq) induziert wird.

Bemerkung 2.33 ([13] S.103 Satz 4.3.3 (4)). Sei X = (X, T) ein topologischer
Raum und A C B C X wund B Teilraum von X, dann stimmt der durch A
induzierte Teilraum von B mit dem durch A induzierten Teilraum von X tberein.

Lemma 2.34 ([13] S.103 Satz 4.3.3 (3)). Set X := (X, T) ein topologischer Raum
und A offen in X, dann ist B C A genau dann offen in A, wenn B offen in X
15t.

12
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Beweis.
= Sei B offen in A, dann gibt es per Definition der Teilraumtopologie eine offene
Menge in C'in X, sodass B=ANC € T.

< Sei umgekehrt B schon offen in X, dann ist wegen B C A, B = BN A offen
in A. O

Definition 2.35 (Erblichkeit, [13] S.105, Definition 4.3.6). FEine Eigenschaft eine
topologischen Raumes X = (X, T) heifit (offen) erblich, wenn sie auch jedem
(offenen) Teilraum von X zukommdt.

Definition 2.36 (Einschriankung). Seien X = (X, Tx),Y = (Y, Ty) topologische
Réume und sei A C X. Sei f : X — Y eine Abbildung. Wir nennen die Abbildung
fla: A= Yo = fla(z) = f(x) die Einschrinkung von X. Wir bezeichnen
fla als stetig, wenn f|a beziiglich der Teilraumtopologie stetig ist.

Lemma 2.37 ([3] S.162, Beweis von Lemma 5.3.14). Seien X = (X, Tx),Y =
(Y, Ty) topologische Riume und sei A C X. Sei f: X — Y eine Abbildung:

1. Ist [ stetig, so auch f|a.

2. Ist f stetig, so ist auch f: X — Bild(f),z — f(z) = f(x).

Beweis.

1. Sei B offen in Y. Da f stetig ist, ist f~![B] offen in X. Wegen f\gl[B] =
f7YB] N A ist aufgrund der Definition der Teilraumtopologie also f \gl[B]
offen in A, also f| . stetig.

2. Sei B eine offene Menge in Bild(f), dann gibt es eine offene Menge C' in
Y mit CNY = B und es gilt f~![B] = f~'[B N Bild(f)] = f[C] € Tx.
Folglich ist f stetig. ]

Wir werden wegen 2. in Zukunft nicht zwischen den oben definierten Abbildungen
f und f unterscheiden, falls nur die Stetigkeitseigenschaft benétigt wird.

2.2 Kurzes iiber Kompaktheit und Vollstandigkeit

In diesem Unterabschnitt stellen wir kurz die Begriffe Kompaktheit und Vollstandigkeit
dar. Viele der hier prasentierten Resultate sind Grundlagen aus der Analysis. Daher
werden wir an einigen Stellen fiir den Beweis auf entsprechende Literatur verweisen.

Definition 2.38 (Cauchy-Folge, [10] S.23). Sei X = (X,d) ein metrischer
Raum. Fine Folge (ay)nen in X heifst Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0,
ein ng € N ezistiert, sodass fir alle k,l > ng gilt: d(ag, a;) < €.

Definition 2.39 (Vollstandigkeit, [10] S.24). Ein metrischer Raum heifst voll-
standig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.

Bemerkung 2.40 ([10] S.24). Die Umkehrung gilt immer. Es ist also jede kon-
vergente Folge eine Cauchy-Folge.

13
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Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge in (X, d) mit Grenzwert a, dann gibt
es zu jedem € > 0 ein ng € N, sodass fiir alle k,] > ng gilt d(ax,a) < 5 und

d(a;,a) < 5. Dann gilt d(ay, a;) < d(ay,a) +d(a,a) < 5+ 5 =¢. O
Folgendes Axiom unterscheidet die reellen Zahlen von den rationalen Zahlen:
Axiom 1 (Vollstandigkeit von R, [9], S.50). (R, ds) ist vollstindig.

Lemma 2.41 (Vollstdandigkeit von R™, Siche dazu [10] S. 24, Satz 3). (R", d>)
15t vollstindig.

Definition 2.42 (Uberdeckung [10] 5.37). Sei X = (X, T) ein topologischer
Raum A C X und A CP(X). A heifit Uberdeckung von A, falls A C |J A ist.
A heifst offene Uberdeckung, falls dariber hinaus A C T gilt.

Definition 2.43 (Kompaktheit, [I0] S. 37; [I] S.49, Definition 7.2). Sei X =
(X, T) ein topologischer Raum. X heifst kompakt, falls zu jeder offenen Uberde-
ckung A C T wvon X eine endliche Teilmenge B C A existiert, sodass bereits B
Uberdeckung von X ist. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, falls der Teilraum
A kompakt ist.

Definition 2.44 (Bildtreue [I3] S.174). Eine Eigenschaft topologischer Rdiume
heifst bildtreu, wenn sie mit einem topologischen Raum X auch automatisch
einem weiteren topologischen Raum Y zukommt, falls eine surjektive stetige Ab-
bildung f : X — Y existiert.

Lemma 2.45 ([13] S.206, Satz 7.1.6). Kompaktheit ist bildtreu.

Beweis. Seien X = (X, Tx) und X = (X, 7Ty ) topologische Raume, X kompakt
und f : X — Y eine surjektive stetige Funktion. Sei B eine offene Uberdeckung
von Y. Da f stetig ist, gilt A := Ty, ist also eine offene Uberdeckung von X . Da, X
kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge A == {A4;, A;,..., A, | n e N} C A
derart, dass | J. A = X. Nun gilt aber fiir 1 < i < n, dass A; = f~'[B;] fiir ein B; €
B. Da f surjektiv ist, gilt | J;_, B; = Y. Wir haben also eine endliche Teilmenge
von B gefunden, die Uberdeckung von Y ist. Folglich ist Y kompakt. m

Folgende fiir metrische Raume dquivalente Charakterisierung der Kompaktheit wird
in [12] (S.85, 4.2.1) als Definition fiir die Kompaktheit metrischer Raume angegeben:

Satz 2.46 (Char. kompakter metrischer Raume [I] S. 49, Theorem 7.3). FEin
metrischer Raum X C (X,d) ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in X
einen Verdichtungspunkt besitzt.

Beweis.

= Sei X kompakt und (a,),en eine Folge in X. Nehmen wir an, dass (a,) keinen
Verdichtungspunkt hat. In diesem Fall gibt es zu jedem x € X eine Umgebung
U,, die hochstens endlich viele Folgenglieder enthélt. Wir setzen A = {U, |
r € X}. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge B C A, die bereits
Uberdeckung von X ist. Die Menge {k € N | a;, ist Folgenglied von (a,) und a; €
\UB} ist endlich. Ein Widerspruch dazu, dass B Uberdeckung von X ist.

Jede Folge in X hat also einen Verdichtungspunkt.

< Da der Beweis der Umkehrung sich sehr in die Lange zieht, verweisen wir dafiir
auf [I] S. 49, Theorem 7.3. O
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Definition 2.47 (Beschranktheit, vgl. [10] S.24, Definition(Durchmesser)). Sei
X = (X,d) ein metrischer Raum. FEine Teilmenge A C X heifit beschrdnkt,
falls es ein M € R gibt, sodass sup{d(z,y) | z,y € A} < M ist.

Satz 2.48 (Siehe [10] S.40). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum. Jede kom-
pakte Teilmenge A C X st abgeschlossen und beschrinkt.

Die Umkehrung von Satz gilt fiir allgemeine metrische Rdume nicht, sondern
nur fir endlichdimensionale normierte Raume, was wir hier aber nicht weiter ausfiihren
wollen. Es gilt aber folgendes Ergebnis:

Satz 2.49 (von Heine-Borel®|Siehe [I] S.51 Theorem 7.4). Sei R" mit der eukli-
dischen Metrik dy versehen und sei A C R™ abgeschlossen und beschrinkt. Dann
ist A kompakt.

Satz 2.50 (|12] S.86, Satz 4.4.2). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum. Ist (X, d)
kompakt, so ist (X,d) vollstindig.

Beweis. Sei (ay,)nen eine Cauchy-Folge in (X, d), dann besitzt (a,,) einen Verdich-
tungspunkt a. Sei € > 0, dann liegen in Ug(a) unendlich viele Folgenglieder von
(an). Es gibt also zu ny € N ein k > ng, sodass a;, € U%(a). Da (a,) Cauchy-Folge
ist konnen wir ng so grok wihlen, dass fiir alle [,m > ng gilt d(a;, am) < 5. Wir
setzen m = k und erhalten:
d(a,a) < d(a,ar) + d(ag,a) < g + g =c

Da a; mit [ > ng hier beliebig wihlen konnen, konvergiert die Folge (a,) gegen a.
(X, d) ist also vollstandig. O

2.3 Dichtheitsbegriffe und der Bairsche Kategoriensatz

Definition 2.51 (Dichtheit, [12] S.56, 3.2.1). Sei X = (X, T) ein topologischer
Raum. Eine Menge A € X heifst dicht in X (oder nur dicht, falls klar ist,
welcher topologische Raum gemeint ist), wenn clxy A = X ist.

Lemma 2.52. Fine Menge A C X ist genau dann dicht in X, wenn zu jedem
Punkt x € X und zu jeder Umgebung U von x ein a € A existiert, sodass a € U
18t.

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Definition von Dichtheit, indem
man die Definition des Abschlusses benutzt. O

Lemma 2.53 ([I3] S.64, 3.1.18(c)). Seien X = (X, Tx) und Y = (Y, Ty). Ist
f: X — Y stetig surjektiv und A eine in X dichte Menge, dann ist f[A] dicht in
Y.

Beweis. Sei y € Y beliebig und V' eine offene Umgebung von y, dann ist U =
f7V] offen in X und nicht leer, da f surjektiv ist. Mit Bemerkung ist
UNA#(.Seia e UNA,dann liegt f(a) in V. Also gilt f[A|NV #0.DayeY
beliebig und V' beliebige offene Umgebung von y war, gilt cly f[A] =Y, also ist
f[A] dicht in Y. O

6Eduard Heine (1821-1881) und Emile Borel (1871-1956)
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Definition 2.54 (e-dicht, [12] S.80, 4.1.1). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum
und 0 < € € R Fine Menge A € X heifit e-dicht in X, wenn fir jeden Punkt
r € X gilt, dist(x,A) <e.

Bemerkung 2.55 (Vlg. etwa [12] 4.1.2). Eine Menge A ist mit Lemma[2.59 und
Bemerkung genau dann dicht in X, wenn sie 0-dicht ist.

Definition 2.56 (Isolierter Punkt, in sich dicht, [12] S.66, 3.4.4). Sei X = (X, T)
ein topologischer Raum:

1. Ein Punkt x € X heifit isoliert in X, falls {x} offen in X ist.

2. FEine Menge A C X heif§it in sich dicht, falls die Teilraumtopologie A keine
1solierten Punkte enthdlt.

Es folgt noch ein weiterer Dichtheitsbegriff im Hinblick auf den Bairschen| Kate-
goriensatz:

Definition 2.57 (Nirgends dicht, 2. Kategorie [12] S.66, 3.4.1). Sei X = (X, T)
ein topologischer Raum

1. Eine Menge A € X heifit nirgends dicht, falls inty cly A = 0.

2. Eine Menge A C X heifst von 2. Kategorie, falls es keine abzdhlbare

Familie (A,)nen nirgends dichter Mengen gibt, sodass A = |J A,.
neN

Die Bedingung ,nirgends dicht” fiir eine Menge A C X bedeutet, dass cly A
Umgebung keines seiner Punkte ist. Dies werden wir im nachsten Lemma prazisieren:

Lemma 2.58. Sei X = (X, d) ein metrischer Raum und A C X nirgends dicht
n X.

1. Seix € X und e > 0 beliebig, dann gilt U.(x) \ clx A # 0.
2. Ist B C A, so ist B nirgends dicht in X
Beweis.

1. Nehmen wir an U.(z) \ clx A = 0, dann ist U.(z) C clxy A, woraus folgt
x € intx cly A. Ein Widerspruch, denn A ist nirgends dicht.

2. Mit Bemerkung folgt clx B C cly A und daraus mit selbiger Bemer-
kung intx clxy B C inty clxy A = 0. O

Der Bairsche Kategoriensatz wird uns zeigen, dass jede nichtleere offene Teilmen-
ge des Cantorschen Diskontinuums, welches wir in Abschnitt 3 einfiihren, von 2.
Kategorie ist. Dieses Ergebnis bendtigen wir spater um den Zusammenhang (Siehe

Unterabschnitt des zerbrechlichen Kegeld®| zu zeigen:

"René Louis Baire (1874-1932)
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Satz 2.59 (Bairscher Kategoriensatz, [I7] S.166, Theorem 8.2). Sei (X,d) ein
vollstindiger metrischer Raum, dann ist jede mchtleenﬂ offene Teilmenge von
X wvon 2. Kategorie.

Beweis. Sei A offen in (X, d). Wir nehmen an
A=A, (2)

neN
wobei (A )nen eine Familie nirgends dichter Teilmengen von X ist. Seien ag € A
und €9 > 0 so gewdhlt, dass U (ag) € A ist. Da nun A; nirgends dicht ist,
ist cly A; keine Umgebung von ag, also gilt U, (ag) \ clx A1 # 0. Wir wéhlen
a; € Ugl(ag) \ clx Ay, dann gilt a; € A. Da a; € cly Ay, gibt es ein £;, so-
dass Uz (a1) N Ay = 0 und Uz (a;) € A. Wir wihlen &1 so, dass 0 < &1 <
min {2, g9 — d(ao, a1), &1} gilt. Dann haben wir

1. Ugl(al) N Al = (Da
2. Ugl (CL1) - er(a(J)?

€0
3. €1<2.

Wir nehmen nun an, dass wir fiir ein n € N und 1 < k£ < n bereits ¢, und ay
gewdhlt haben, sodass U, (ax) N Ax = 0, Ue, (ar) C U,,_,(ag-1) € U, (ap) und
e < %771 < 2_k5421.

Wir wihlen nun fir n 4+ 1 ein a,41 € U, (a,) \ clx Any1 und ein &,.q, sodass
Uz, i (ans1) N Apir = 0, Uz, (a,11) C A, sowie

. 3 ~
0<ep < mm{?n,sn —d(an, any1),Ens1}

Dann gilt:
1. U£n+1 (an+1) N An+1 = @ (Wegen Ent1 < §n+1),

2. U€n+1(an+1) g Uz-:n (an> g er (aO) (Wegen En+1 < Enp— d<an7 an+1)>7

n - +1
3. En+1 < % <2 (n )%)

Damit haben wir induktiv eine Folge (a,,),en konstruiert und weil a; € Uc,_, (a,,—1)
fiir [ > n ist, folgt, dass dann fiir alle n € N gilt [ > n = d(a;, a,—1) < 2_("_1)%0.
Daraus folgern wir jetzt, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0, dann wéhlen
wir ein ng so, dass 270 < 5. Seien nun k,l > ng, dann gilt wegen a,a; €
Uano(ano):

d(ak, al) S d(ak, ano) + d(al, ano) S Eny + Eng S 2- 2—”0@

2

Da (X, d) vollstandig ist, besitzt also die Folge (a,,) als Folge in X einen Grenzwert
a in X und aufgrund der Konstruktion der Folge (a,) muss a € U, (a,) C
U.,(ap) C A sein fiir alle n € N. Desweiteren haben wir diese auch so gewéhlt,
dass clx U., (an,) N Ax = 0 ist, fiir & < n und jedes feste n € N, weshalb dann
auch a € A, fiir alle n € N folgt. Wegen folgt also auch a & (J,,cny An = A.
Ein Widerspruch. A ist also von 2. Kategorie. O]

<e€

9In [I7] S.166, Theorem 8.2 fehlt die Voraussetzung "nichtleer", ist jedoch offenbar nétig,
damit der Satz giiltig ist
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2.4 Etwas Mengentheorie

Wir bendtigen im Hinblick auf die Konstruktion einer zerbrechlichen Menge in R?
von R. L. Wilder™] die wir spiter vorstellen werden noch etwas Mengentheorie.
Falls nicht anders angegeben stammt die Theorie dazu in diesem Unterabschnitt
aus [15]. Insbesondere basiert die Konstruktion von Wilders zerbrechliche Menge, im
Gegensatz zum zerbrechlichen Kegel, auf Bijektionen, deren Existenzbeweise nicht
konstruktiv sind, sondern das Auswahlaxiom, das von Ernst Zermeld-l;f] erstmals in
folgender Form formuliert wurde, verwenden:

1) Es sei M eine beliebige Menge von der Michtigkeit m, deren Elemente
mit m bezeichnet werden mdgen, M’ von der Machtigkeit m’, eine ihrer
Teilmengen, welche mindestens ein Element m enthalten muss, aber auch
alle Elemente von M enthalten darf und M — M1{? die zu M’ ,komple-
mentare’ Menge. Zwei Teilmengen gelten als verschieden, wenn eine von
ihnen irgend ein Element enthilt, das in der anderen nicht vorkommt. Die
Menge aller Teilmengen M’ werde mit M bezeichnet.

2)Jeder Teilmenge M' denke man sich ein Element m/, zugeordnet, das
in M’ selbst vorkomme und das ausgezeichnete Element von M’ genannt
mégen werde. “[24] S.514

Wir wollen das Auswahlaxiom wie folgend definieren:

Axiom 2 (Auswahlaxiom, [14] S.5). Sei X eine Menge und M eine Teilmen-
ge der Potenzmenge P(X) von X mit 0 ¢ M. Dann gibt es eine Funktion
f: M — X derart, dass fir M € M gilt f(M) € M. Wir nennen eine sol-
che Funktion f eine Auswahlfunktion. Das Auswahlaxiom besagt, dass eine
solche Auswahlfunktion fir beliebiges X und M C P(X) immer existiert.

Daraus folgt eine etwas schwachere Aussage, mit der man jedoch etwa keine nicht
messbaren Mengen aus den Vitali-Mengen, die wir spater noch sehen werden, kon-
struieren kann. Wir wollen dies hier nur erwdhnen und auf ([14]) verweisen, da es den
Rahmen der Arbeit sprengen wiirde, darauf einzugehen:

Axiom 3 (Abzéhlbares Auswahlaxiom, [14] S.22). Sei X eine Menge und M eine
abzdhlbare Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X mit ) & M. Dann gibt es
eine Funktion f : M +— X derart, dass fir M € M gilt f(M) € M. Wir nennen
eine solche Funktion f eine abzdhlbare Auswahlfunktion. Das abzdhlbare
Auswahlaxiom besagt, dass eine solche Auswahlfunktion fiir beliebiges X und
jede abzihlbare Teilmenge M C P(X) existiert.

Bemerkung 2.60. Das abzihlbare Auswahlaziom folgt direkt aus dem Auswahl-
azriom.

Folgendes Lemma kann man zeigen, indem man nur das abzihlbare Auswahlaxiom
voraussetzt:

ORaymond Louis Wilder, 1896-1982

HUErnst Zermelo, 1871-1953

12Tn #lteren mathematischen Texten verwendet man M — M’ anstatt M \ M’ als Notation fiir
Differenzmengen
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Lemma 2.61 ([I5] S.141). Die Vereinigung abzdhlbar vieler abzihlbar unendli-
cher Mengen ist abzdihlbar unendlich.

Beweis. Sei X eine unendliche Menge und {A4;};cn eine abzahlbare Familie von
Teilmengen von X, derart, dass fiir ¢ € N gilt, A; ist abzéhlbar unendlich und
U{Ai} = X.

Sei fiir 7 € N, ]:z = {(aj)jEN | (v'] S N) L aj S Ai, (VCL’ S Azzlj S N) Ly = ZE}
Mithilfe des abzéhlbaren Auswahlaxioms und einer abzédhlbaren Auswahlfunktion
kénnen wir fiir jedes i € N eine Folge (a; ;);jeny wihlen. Fiir jedes x € X gibt es
nun per Konstruktion ein Tupel (i,j) € N?, sodass = a;;, daher gibt es eine
surjektive Funktion g : N? — X. Da N? abzihlbar ist (Siehe etwa [15] S.75
Theorem 3.7), gibt es eine Bijektion f : N — N2 Somit gibt es eine surjektive
Funktion go f : N +— X. X ist also hochstens abzéhlbar. Da X unendlich ist,
folgt X ist abzéhlbar unendlich. O

Im folgenden werden wir einigen Aufwand betreiben, um zu zeigen, dass eine bi-
jektive Abbildung zwischen dem Intervall [0, 1] und der Menge aller abgeschlossenen
Mengen in R? existiert.

Im ersten Schritt werden wir zeigen, dass fir n € N, R" mit euklidischer Me-
trik/ Topologie eine abzahlbare Basis besitzt:

Lemma 2.62 ([I3] S.9, Satz 1.1.17). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum und
Tq die von d induzierte Topologie. Es existiere eine abzdihlbare in X dichte Menge
D. Dann gibt es fiir jedes x € X und € > 0 eine Teilmenge C' C D, sodass gilt

U.(z) = | Ua(c)

mit n. € N fiir alle c € C.

Beweis. Sei x € X beliebig und £ > 0 gegeben. Sei y € U.(x) beliebig. Da U.(x)
offen ist, gibt es ein d, > 0, sodass Us, (y) C U-(x), etwa , = %. Wir wéihlen
n, € N groR genug, dass - < 4, ist. In U, (y) gibt es nun, da D dicht in X liegt,
ein ¢, € U1 (y) und es gﬂ% andererseits auch y € U1 (¢,). Sei z € U4 (¢,), dann
gilt ny ny ny

d(z,z) < d(z,y) +d(y,cy) +d(cy, 2) < d(z,y) +2§, =¢
Folglich ist U%(cy) C U.(x). Daraus folgt

Ud(z) = U Un—ly(cy)

y€Ue(z)

Man beachte hier, dass wir, falls U.(z) unendlich ist, das Auswahlaxiom beno-
tigen, da wir fiir jedes y € U.(x) aus einer Umgebung von y ein Element der
dichten Menge D wahlen miissen. O

Lemma 2.63 ([13] S.9, Satz 1.1.17). Sei X = (X, d) ein metrischer Raum und
Tq die von d induzierte Topologie. Es existiere eine abzdhlbar unendliche in X
dichte Menge D, dann besitzt Ty eine abzdhlbar unendliche Basis.
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Beweis. An Beispiel haben wir gesehen, dass die Menge B := {U.(z) | « €
X,e > 0} eine Basis eines metrischen Raumes darstellt. Sei also U € T3, dann
gibt es eine Teilmenge A C B, sodass U = |JA. Zu jedem A € A gibt es nun
eine Teilmenge Dy C D und zu ¢ € Dy ein n, € N, sodass A = |JH4, wobei
Ha = {U%(c) | c € Du}. Es folgt

U= {JUHa

Damit ist die Menge D = (J,.p{Us(a) | n € N} eine Basis von 7; und mit
Lemma abzdhlbar. ! O

Korollar 2.64 ([13] S.9). Firn € N hat R™ mit der euklidischen Topologie eine
abzdhlbar unendliche Basis.

Lemma 2.65. Sei X = (X, T) ein topologischer Raum und T habe eine ab-
zihlbar unendliche Basis. Dann gibt es eine Bijektion zwischen T und S = {5 |
S ist Folge in {0,1}}

Beweis. Sei B := {B1, By, Bs,...}. Wir definieren eine Funktion ® : 7 — S wie
folgt:

Fir U € T sei ®(U) = (an)nen jene Folge mit a,, = 1, falls B, C U und a,, =0
sonst. @ ist offensichtlich bijektiv und leistet somit das geforderte. O

Folgendes Lemma ist eine elementare Aussage liber reelle Zahlen und rechtfertigt
die Darstellung von Zahlen im Intervall [0,1] in verschiedenen Zahlensystemen und
setzt diese in Relation zu Folgen in endlichen Mengen:

Lemma 2.66 (Siehe [9] S.53, Satz 5). Fir jedesb € N, b # 1, ldsst sich x € [0, 1]
als Summe Y2, a;b~" darstellen, wobei (a;);er eine Folge in {0,1,...,b—1} ist.

Lemma 2.67 (|7] S.30, Proposition 2.1.3). Sei A die Menge aller Folgen in {0, 2},
dann gibt es zu x € [0, 1] hochstens eine Folge (a,) € A, sodass x =Y 2 4

n=13n"*

Beweis. Sei (a,) € A, sodass x = ) %= Nehmen wir an, es gébe noch eine
zweite Folge (b,) € A mit x = Y7, 22 und (a,) # (by). Wegen (a,) # (b,)
muss es ein nyg € N geben mit a,, # b,,. Sei ng so gewahlt, dass es minimal in

dieser Eigenschaft ist. Ohne Beschrankung nehmen wir an, dass dann a,, = 0
und b,, = 2. Dann gilt 0 = Y27 & 57 ba — N0 anzby . §7O0  dnba

n=1 3n n=1 3n n=1 3n n=ng 3"
Daraus folgt 5 = Y menot1 3 Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit 3" und
erhalten 2 = )"° 42 <23 L =27 = 1. Dies ist ein Widerspruch. O

Lemma 2.68. Es existiert eine Bijektion zwischen dem Intervall ]0,1[ und R
Beweis. ®(x) 3]0, 1[— R,z — ®(x) = tan(—5 + 7). O

Lemma 2.69 ( [15] S.67, Lemma 1.7). Seien Ay, B, A Mengen mit Ay C BC A
und es gebe eine injektive Funktion ® : A — A;. Dann gibt es eine Bijektion
zwischen B und A.
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Beweis. Wir setzen Ay = A und By, = B. Wir definieren rekursiv Mengen
A = ®[A,] und B,y = ®[B,] fir n € N. Laut Voraussetzung galt A; C
By C Ag. Nun gilt wegen A, ;1 = ®[A,] und da ® eine Abbildung von Ay nach
Ay ist, dass A, 11 C A,,. Da By C Ay, gilt aufserdem B,, C A, fiir alle n € N. Wir

setzen C, = A, \ By,
C = U C,
n=0

sowie D = A\ C. Laut Konstruktion gilt fiir alle n € N, ®[C,,] = ®[A, \ B, =
O[A,]\ [B,] = Api1 \ Buy1 = C,. Daraus folgt

(I)[C] = U Chn (3)

neN

¢ (z) falls x in C

x falls x in D

Die Einschriankung von ¥ auf D bildet offensichtlich das Intervall D bijektiv auf
sich ab und es gilt mit (3) ¥[C] C C. Damit ist ¥ ist auf jeden Fall injektiv, denn
® ist injektiv. Aber mit (3) ist ¥ auch surjektiv, denn ®[C]U D = B. O

Nun definieren wir die Funktion ¥ : A — B,z — U(z) =

Korollar 2.70. Es gibt eine Bijektion zwischen [0,1] und R.

Korollar 2.71 ([15] S.99 Theorem 2.3). Es gibt eine injektive Funktion © von R
nach § .= {S | S ist Folge in {0,1}}.

Beweis. Folgt mit Lemma O]
Lemma 2.72 ([15], S.91). Es gibt eine injektive Funktion

U:S:={S|S ist Folge in {0,1}} — [0, 1]
Beweis. Sei R == {R | R ist Folge in {0,1,2}} Wir definieren

b,=2fallsa, =1

©:S—R,(ay)n O((ap)n = (by)n it
= R, (nhaens = O((an)ac) = (ba)acs i {bn:Ofallsan:O

Diese Funktion ist injektiv. Sei A die Menge aller Folgen in {0, 2}, dann gibt es

mit Lemma[2.67 zu = € [0, 1] hochstens eine Folge (a,) € A, sodass z =Y > | %
und es gilt A = Bild(0). Also gibt es eine injektive Funktion ® : Bild(©) - [0, 1].

Somit ist ¥ == ® 00O : S — [0, 1] injektiv. O

Satz 2.73 (von Cantor—BernsteinE, [15] S.). Seien A und B Mengen derart,
dass eine injektive Funktion ® : A — B und eine injektive Funktion © : B — A
existiert, dann existiert eine bijektive Funktion ¥ : B +— A.

Beweis. Betrachten wir die Funktion © o ®. Laut Voraussetzung gilt ®[A] C B
und ©[B] C A, also ©(®[A]) € ©[B] C A. Aus Lemma folgt dann, dass es
eine Bijektion € : O[B] — A gibt. Die Funktion ¥ := Q0 © ist dann bijektiv und
erfiillt somit das Gewdinschte. O

13Felix Bernstein 1878-1956
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Korollar 2.74. Es gibt eine bijektive Funktion zwischen
S :={S| S ist Folge in {0,1}}
und dem Intervall [0, 1].

Beweis. Mit Lemma existiert eine injektive Funktion von [0,1] nach S und
mit Lemma von § nach [0,1]. Mit dem Satz von Cantor-Bernstein folgt
daraus die Behauptung. O

Korollar 2.75. Es gibt eine Bijektion zwischen dem Intervall [0,1] und der eu-
klidischen Topologie T auf R2.

Beweis. Mit Korollar R.64] hat R? eine abziihlbare Basis und mit Lemma [2.65]
existiert dann eine Bijektion zwischen der Menge S = {S | S ist Folge in {0, 1}}
und 7. Mit Korollar [2.74] existiert eine Bijektion zwischen S und dem Intervall
[0, 1]. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O

Damit erhalten wir das Ergebnis, das wir spater sowohl bei der Konstruktion von
Wilders zerbrechlicher Menge, als auch bei den darauf basierenden weiterfiihrenden
Konstruktionen bendtigen:

Korollar 2.76. Sei R? mit der euklidischen Topologie versehen, dann existiert
eine Bijektion zwischen dem Intervall [0, 1] und der Menge aller abgeschlossenen
Mengen in R2.

3 Zusammenhang und Zerbrechliche Mengen

3.1 Zusammenhang in topologischen Raumen

Wir wollen in diesem Kapitel den fiir diese Arbeit entscheidenden Begriff des Zusam-
menhangs definieren. Dabei gibt es auch noch weitere Zusammenhangskonzepte, von
denen wir hier den Wegzusammenhang einfiihren werden.

Definition 3.1 (Zerlegungsmenge [13] S.169). Sei X = (X, T) ein topologischer
Raum. FEine Teilmenge Z C X heifst Zerlegungsmenge von X, wenn Z offen
und abgeschlossen ist. Sei B C X. Wir sagen Z ist Zerlegungsmenge von B, wenn
Z N B gleichzeitig offen und abgeschlossen im Teilraum B ist.

Bemerkung 3.2. Zerlegungsmengen treten immer paarweise auf. Ist in einem
topologischen Raum (X,7T) die Menge Z Zerlegungsmenge, so ist auch X \ Z
Zerlegungsmenge, denn Z ist offen, also ist X \ Z abgeschlossen und Z ist abge-
schlossen, also ist X \ Z offen.

Das motiviert zu folgender Definition:

Definition 3.3 (Komplementére Zerlegungsmenge). Sei X = (X, T) ein topo-
logischer Raum und Z eine Zerlegungsmenge von X, dann nennen wir X \ Z die
zu Z komplementire Zerlegungsmenge und bezeichen X \ Z mit Z©.

22



Manuel Bruchmann

Definition 3.4 (Zusammenhang [13] S.169). Wir nennen einen topologischen
Raum (X,T) zusammenhdngend, wenn ) und X die einzigen Zerlequngsmen-
gen in X sind und eine Teilmenge A C X zusammenhdngend, wenn der Teilraum
A zusammenhdngend ist.

Lemma 3.5 ([3] S.230 Lemma 6.1.2). Sei X = (X,7T) ein topologischer Raum
und ) # A C X. A ist genau dann zusammenhdingend in X, wenn fir zwei
beliebige michtleere in X offene Mengen Uy,Usy mit Uy NUs N A = 0 und jede
Teilmenge Z C A gilt:

ZCU und A\NZ CUy=Z =0 oder Z =A

Beweis.

= Sei A C X zusammenhéngend und seien Uy, U offen in X und nichtleer und
UNUyNA=0.Sei0#7ZCAmit Z CU; und Z¢ := A\ Z C Us,. Dann sind
Z=7ZNU und A\ Z = (A\ Z) N U, per Definition der Teilraumtopologie offen
in A. Damit ist Z Zerlegungsmenge von A und da Z # (), folgt Z = A.

< Sei A C X nicht zusammenhéngend, dann gibt es eine Zerlegungsmenge () #
Z # Ain A. Dies bedeutet Z ist offen und abgeschlossen. Also ist Z¢ := A\ Z # )
ebenfalls offen in A. Dies bedeutet nach Definition der Teilraumtopologie, dass es
in X offene Mengen U; und U, gibt, mit Z = AN U; und Z¢ = AN U,. Es gilt
nun Uy NU;NA=0,ZCU, und Z¢ C Uy, aber () # Z # A. O

Definition 3.6 (Kette, Verkettung [13] S.170). Sei X eine Menge und A C P(X)
und n € N

1. Ein n-Tupel (Ay, As, ..., A,) mit A; € A fir 1 <i <n heifit Kette, falls
fiir alle 1 <i<n-—1 gilt: A; N A; 1 # 0.

2. Wir nennen A wverkettet, wenn zu beliebigen A, B € A eine Kette mit
Ay = A und A, = B existiert.

Lemma 3.7 (Zusammenhang verketteter Mengen, [13] S.173). Sei X = (X, T)
ein topologischer Raum und A C P(X) derart, dass jedes A € A zusammenhdn-
gend ist und A verkettet ist, dann ist | J A zusammenhdngend.

Beweis. Sei ) # Z C |J.A eine Zerlegungsmenge von | JA. Sei A € A, dann ist
Z N A Zerlegungsmenge von A, denn A C | JA. Es folgt also entweder A C Z
oder A C |JA\ Z, denn A ist zusammenhéngend. Ohne Beschrankung kénnen
wir annehmen A C Z (sonst vertauschen wir eben die Benennung von Z und
UAN\ Z). Sei nun B € A, dann gibt es eine Kette (A = Ay, Ay, ..., A, = B) in
A. Fiir jedes A;,1 < ¢ < n gilt dann analog zu A, dass A; C Z oder A; C|JA\Z
ist. Damit gilt fir 1 <i<n—-1: 4, CZ = A NZ#0, weil A,NA 4 #0
gilt. Daraus folgt dann A;,; € Z. Da A; = A C Z folgt so also B= A, C Z.
Wir haben somit folgendes gezeigt:

Ist fiir ein A € A und eine Zerlegungsmenge Z von |JA AN Z # 0, so folgt
A C Z woraus fiir beliebiges B € A folgt, dass B C Z, also insgesamt | J A C Z.
Wegen Z C |J A folgt |JA = Z. Somit ist | J.A zusammenhéngend. O
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Lemma 3.8 ([4] S.52 Theorem 2.A.8). Sei [a,b] C R ein Intervall im metrischen
Raum (R, dy), dann ist [a,b] zusammenhdngend.

Beweis. Nehmen wir an [a,b] sei nicht zusammenhéngend. Dann gibt es eine
Zerlegungsmenge Z von [a, b, sodass () # Z # [a,b] ist. Dann gibt es zwei offene
Mengen A, B € R, sodass AN[a,b] = Z und 0 # [a,b]\ Z = [a,b]N B. Wir konnen
nun ohne Beschrinkung annehmen b ¢ Z (sonst betrachten wir eben [a,b] \ Z).
Dann gilt s := sup A < b, denn dann gilt b € B und B ist offen. Nehmen wir nun
an s € Z, dann wire s das Maximum von Z. Fir 0 < ¢ < min{dxy(b, s), dz(a, s)}
beliebig wire dann also U.(s) C |a,b], aber U.(s) € Z. Deshalb gilt U.(s) £ A
im Widerspruch dazu, dass A offen ist. Andererseits ist s Supremum von Z und
Z # (). Dies bedeutet insbesondere a < s. Damit gilt insgesamt a < s < b und
s & Z. Daraus folgt s € [a,b] \ Z C B. Genauso wie wir gefolgert haben s ¢ A,
folgert man s ¢ B. Ein Widerspruch. [a, b] muss also zusammenhéngend sein. [

Bemerkung 3.9. Seien a,b € R. Lemma gilt auch fir Intervalle der Form
la,b[, [a,b] oder]a,b], indem man an den entsprechenden Stellen im Beweis das
Intervall [a,b] ersetzt.

Auch die Umkehrung von Lemma [3.8] gilt:

Lemma 3.10 ([4] S.52 Theorem 2.A.8). Sei A eine zusammenhdingende Menge
in R mit mehr als einen Punkt, dann ist A in Intervall.

Beweis. Wir beweisen mit Kontraposition.

Sei A C R kein Intervall. Dann gibt es Punkte a,b,¢c € R mit a,c € Aund b € A,
sodass a < b < ¢ gilt. Dann ist jedoch a €] — 00, b[=: U und ¢ €]b,c0[=: V. U,V
sind offen in R und es gilt U NV = . Mit Lemma folgt daraus, dass A nicht
zusammenhéangend ist, denn U und V enthalten jeweils einen Punkt aus A. [

Proposition 3.11 ([13] S.58, 3.0.2 (5)). Sei f : X — Y eine Abbildung, B CY
und A = f71[B], dann gilt f7'[Y \ B] = X \ A.

Beweis. z € f7'[Y\B]| & f(zr) ¢ Berd Asre X\ A O
Satz 3.12 (|I3] S.174 Satz 6.1.16). Zusammenhang ist bildtreu.

Beweis. Wir beweisen mittels Kontraposition:
Seien X = (X,Tx) und Y = (Y,7y) topologische Rdume und f : X — Y
stetig und surjektiv. Sei Y nicht zusammenhéngend. Dann gibt es eine nichtleere
Zerlegungsmenge () # B C Y. Dann sind also sowohl B, als auch B¢, nicht leer
und offen in Y. A := f~![B] und f~![BY] sind dann aufgrund der Stetigkeit von
f offen und aufgrund der Surjektivitat von f nicht leer. Mit Proposition gilt
aukerdem f~'[B¢] = X \ A. Also ist A # X und auch abgeschlossen und somit
eine nichtleere Zerlegungsmenge von X. Folglich ist X nicht zusammenhéangend.
O

Definition 3.13 (Wegzusammenhang [13] S.186). Sei X := (X, T) ein topologi-
scher Raum und A C X
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1. Seien x,y € X. Fine stetige Abbildung f : [0,1] — X mit f(0) = = und
f(1) =y heifst Weg zwischen x und y. Fir A C X sagen wir, dass der Weg
fin A liegt, wenn Bild(f) C A

2. X heifit wegzusammenhdngend, wenn zu allen x,y € X ein Weg zwi-
schen x und y existiert, der in X liegt.

3. A C X heifst wegzusammenhdngend, wenn der Teilraum A wegzusammen-
hangend ist.

Lemma 3.14 ([4] S.57, 2.C.3). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum und
a,b,c € X. Euistiert ein Weg f von a nach b und ein Weg g von b nach ¢ in X ,
so existiert ein Weg h von a nach c.

f(2z) fir z € [0, 3]
g(2z — 1) fiir z € [1,1]
Da f(3) = b= g(3), ist h wohldefiniert und stetig, also ein Weg in X. O

Beweis. Wir definieren h : [0,1] — X,z — h(x) = {

Nach allen Vorbereitungen lasst sich folgender Satz einfach beweisen:

Satz 3.15 ([13] S.186). Sei X := (X, T) ein topologischer Raum. Ist X wegzu-
sammenhdngend, so ist X zusammenhdingend.

Beweis. Sei X wegzusammenhéngend und fiir z,y € X sei W(z,y) ein Weg
zwischen z und y. Mit Lemma ist [0, 1] zusammenhéngend und da Zusam-
menhang bildtreu ist, ist fir z,y € X, W(z,y) zusammenhéngend. Die Menge
A= {W(z,y) | z,y € X} ist verkettet und mit Lemma (3.7 ist X = |J.A somit

zusammenhéangend. O]

Zerbrechliche Mengen in T1-Raumen sind gerade Gegenbeispiele, die zeigen, dass
die Umkehrung des letzten Satzes nicht gilt.

Lemma 3.16 ([13] S.187, Satz 6.3.5). Sei X = (X, T) ein topologischer Raum.
Ist X zusammenhdingend und jeder Punkt von X besitzt eine wegzusammenhdn-
gende Umgebung, so ist X wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei X zusammenhéngend und jeder Punkt von X besitze eine wegzu-
sammenhingende Umgebung. Seien x € X und

A= {y € X | Es gibt einen Weg zwischen z und y},

dann ist A nicht leer, denn x € A. Wir wollen zeigen, dass A Zerlegungsmenge
in X ist, dann folgt A = X, denn X ist zusammenhéngend. Sei also y € clx A.
y besitzt eine wegzusammenhadngende Umgebung U und wegen y € clx A gilt
UNA=#(. Seialsoze UNA, fein Weg von x nach z und z ein Weg von z nach
y. Wir definieren:

f(2t) fiir t € [0, 1]

G:[0,1] = Xt B(t) = {g(Qt_1) fiir ¢ € [5,1]
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® ist dann ein Weg zwischen = und y und folglich war y bereitsin A. Day € clx A
beliebig war, enthélt A all seine Beriihrpunkte, ist also abgeschlossen. Sei nun y
ein beliebiger Punkt in A, dann hat y eine wegzusammenhéngende Umgebung
U. Sei z € U, dann existiert ein Weg von y nach z. Vollig analog zu vorhin lasst
sich also ein Weg von z nach z konstruieren. Es folgt U C A. Folglich ist A offen,
insgesamt also Zerlegungsmenge. Es folgt also A = X. Damit gibt es einen Weg
zwischen x und jedem Punkt in X. Damit ist X wegzusammenhéngend. O]

Korollar 3.17 ([13] S.187, Satz 6.3.5). Sei A ein offener Teilraum von R* mit
euklidischer Metrik. Dann ist A genau dann zusammenhdngend, wenn A wegzu-
sammenhdngend ist.

Beweis. Sei x = (z1,72)" € A. Da A offen ist, gibt es ein € > 0 mit U.(z) C A.
Sei weiters y = (y1,y2)7 € U.(x). Die Funktion f : [0,1] = R%2 X\ — f()\) == Az +
(1= M)y ist ein Weg zwischen z und y und es gilt fiir @ := Az + (1 —\)y mit festem
A€ 0,1], d(z,a) = /(w1 — Ax1 — (1 = Ny1)2+ (w2 — Aza — (1 = Ny)?2 = (1 —
MV (@1 — )2+ (22 — y2)2 = (1= N)d(x,y) < d(z,y) < e. Also ist a € U(z) und
somit Bild(f) C U.(z). Mit Lemma ist U.(z) wegzusammenhéngend und
damit besitzt jeder Punkt eine wegzusammenhéngende Umgebung. Daraus folgt
mit Lemma die Behauptung. O

Definition 3.18 (Zusammenhangskomponente, [13] S.173 Definition 6.1.10). Ses
X = (X,T) ein topologischer Raum und x € X. Wir nennen

K(x) = U{A C X |z € A und A ist zusammenhdngend}

die Zusammenhangskomponente von .

Lemma 3.19 ([I3] S.173). Se: X = (X, T) ein topologischer Raum und x,y € X
dann gilt:

1. Die Zusammenhangskomponente K (x) ist zusammenhdingend.
2. Ist A eine zusammenhdngende Menge, die x enthdlt, so gilt A C K(x)
3. Es gilt entweder K(x) = K(y) oder K(x) N K(y) =0

Beweis. Wir definieren dazu

A(z) ={AC X |z € A und A ist zusammenhéngend }

1. Folgt, da A(z) verkettet ist, mit Lemma [3.7]
2. Ist z € A und A zusammenhéingend, dann gilt A € A(z), also A C | JA(x).

3. Sei K(x) N K(y) # 0. Dann gibt es ein z € K(x) N K(y) und es gilt
mit 2. K(x) € K(z) und K(y) € K(z), denn K(z) und K(y) sind zusa-
menhéngende Mengen, die z enthalten. Dies bedeutet aber z,y € K(z),
woraus wiederum mit 2. K(z) C K(x) und K(z) C K(y) folgt. Es gilt also
K(z)=K(z) = K(y). O
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Definition 3.20 (Totale Diskontinuierlichkeit [I3] S.191, 6.5.1). Ein topologi-
scher Raum X = (X,T) heifit total diskontinuierlich, wenn fir jedes v € X
die Zusammenhangskomponente K(x) = {x} ist.

Beispiel 3.21 ([I3] S.191, 6.5.2). 1. Die diskrete Topologie auf einer beliebi-
gen Menge X ist total diskontinuierlich, da dort jede Teilmenge von X offen
und somit auch abgeschlossen ist, also insbesondere fiir beliebiges x € X die
Menge {x}.

2. Q ist ebenfalls total diskontinuierlich. Sei etwa r € R\ Q, dann ist Q C
| = 0o, r[U]r, 00 und | — oo, r[N|r,o0[= 0. Da wir fir beliebige q1,q2 € Q
ein solches v mit g1 < r < qo finden konnen ist Q mit Lemma total
diskontinuierlich.

Lemma 3.22 ([I3] S.192, 6.5.3). Jede stetige Abbildung von einem zusammen-
hdangenden in einen total diskontinuierlichen Raum ist konstant.

Beweis. Dies folgt direkt daraus, dass Zusammenhang bildtreu ist. O]
Lemma 3.23 ([13] S.194, 6.5.11). Totale Diskontinierlichkeit ist erblich.

Beweis. Sei X = (X,T) ein topologischer Raum und A C X. Die Abbildung
inj : A— X,z +— inj(z) = z ist stetig. Dies folgt direkt aus der Definition der
Teilraumtopologie. Mit Lemma folgt die Behauptung. O

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Grundbegriffe und nun Elemente des Zu-
sammenhangs festgelegt haben, wollen wir in diesem Unterabschnitt den Begriff der
.zerbrechlichen Menge”, aufbauend auf dem im letzten Unterabschnitt beschriebenen
Begriff des Zusammenhangs, einfiihren.

3.2 Zerbrechliche Mengen und ihre Eigenschaften

Definition 3.24 (zerbrechlicher Raum, Dispersionspunkte, zerbrechliche
Menge Siehe etwa [§] S.3).

1. Sei X = (X, T) ein zusammenhdngender topologischer Raum, sodass X mit
mindestens 3 Elemente enthdlt. Wir nennen X zerbrechlichen Raum,
falls es ein p € X gibt, sodass X \ {p} total diskontinuierlich ist. Wir nen-
nen p dann Dispersionspunkt von X.

2. Sei X = (X,T) ein topologischer Raum und A C X. Wir nennen A eine
zerbrechliche Menge in X, wenn der Teilraum A von X eine zerbrechli-
cher Raum ist.

In der englischsprachigen Literatur werden zerbrechliche Mengen meist ,set with
a dispersion point” genannt. Im umfangreichen Paper [8] von Roman Duda zum
Thema ,,zerbrechliche Mengen” werden sie ,,pulverable sets” genannt.

Zerbrechliche Mengen kann man recht einfach konstruieren:
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Beispiel 3.25. Sei X = {1,2,3} und T = {0,{1,2},{2},{2,3},{1,2,3}}, dann
ist X eine zerbrechliche Menge mit Dispersionspunkt 2, denn X \ {2} als Teilraum
von X tragt dann die diskrete Topologie und diese ist total diskontinuierlich.
Viel allgemeiner kann man eine beliebige Menge Y mit der diskreten Topologie
P(Y) versehen und dann fir einen Punkt p ¢ Y die Menge Y U {p} mit der
Topologie S = {AU{p} | A € P(Y)} UD versehen. Y U {p} ist dann eine
zerbrechliche Menge.

In dieser Hinsicht ist es sinnvoll, zu untersuchen, was geschieht, wenn man allge-
mein zu einem total diskontinuierlichen topologischen Raum (X, 7) einen Punkt p
hinzufiigt, derart, dass dann der Raum (X U {p}, S) mit einer passenden Topologie
S zusammenhidngend ist. Man erhélt daraus folgendes Lemma:

Lemma 3.26. Sei X = (X, T) ein zerbrechlicher Raum und p sein Dispersions-
punkt. Z sei eine Zerlegungsmenge von X \ {p}. Ist Z U {p} offen in X, so gilt
fir jede Zerleqgungsmenge Z € X \ {p}, dass Z U {p} offen in X ist.

Beweis. Sei Y = X \ {p} und Z eine Zerlegungsmenge von Y und Z U {p} offen
in X. Dann ist auch Z€ Zerlegungsmenge und somit offen in Y. Also gibt es eine
offene Menge A in X, sodass Z¢ = ANY. Daraus folgt entweder A = Z€ oder
A= Z°U{p}. Falls A = Y'\ Z wire, wiren jedoch A und X\ A = ZU{p} offen, A
also Zerlegungsmenge von X, im Widerspruch dazu, dass X zusammenhéngend
ist. Bs folgt also A = Z¢ U {p}. Daraus folgt {p} = AN(ZU{z}) € T, also offen.
Sei nun Z eine beliebige von Z verschiedene Zerlegungsmenge von Y. Mit dem
selben Argument wie vorhin ist dann entweder Z U {p} oder Z offen in X. Mit
dem bereits gezeigten folgt, dass ZU{p} genau dann offen in X ist, wenn Z¢U{p}
offen in X ist.

Nehmen wir nun an Z sei offen in X, dann ist also Z¢ auch offen in X und
damit auch Z U Z¢ = X \ {p}. Also wiire {p}, von dem wir ja bereits gezeigt
haben, dass es offen in X ist, eine Zerlegungsmenge von X im Widerspruch zum
Zusammenhang von X. Es folgt Z U {p} ist offen in X O

Korollar 3.27. Sei X = (X, T) ein zerbrechlicher T1-Raum und p sein Disper-
sionspunkt. Z sei eine Zerlegungsmenge von X \ {p}. Dann ist ZU{p} nicht offen
n X.

Beweis. Ist X ein zerbrechlicher T1-Raum, dann ist {p} abgeschlossen. Wire Z U
{p} offen in X, dann wére mit dem Beweis der vorhergehenden Lemmas auch {p}
offen, also {p} eine Zerlegungsmenge von X im Widerspruch zum Zusammenhang
von X. O

Im letzten Lemma haben wir von ,dem” Dispersionspunkt gesprochen. Im folgenden
werden wir zeigen, dass dies wirklich gerechtfertigt ist und dieser tatsichlich eindeutig
ist. Dazu beweisen wir zuerst folgendes:

Proposition 3.28 ([4] S.57, 2.B.10). Sei X = (X, T) ein zusammenhdngender
topologischer Raum und A eine zusammenhdngende Teilmenge von X. Sei Z eine
Zerlegungsmenge von X \ A. Dann ist Z U A zusammenhdingend in X.
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Beweis. Ist A leer, so ist Z = X oder Z = () und somit nichts zu zeigen. Wir
nehmen also an A # (). Wir setzen Y := AU Z. Sei nun Z eine Zerlegungsmenge
von Y, dann gilt entweder A C Z oder ANZ = 0, denn A ist zusammenhéngend.
Wir kénnen ohne Beschriankung Zweiteres annehmen (sonst betrachten wir eben
Zc). Dann gilt Z C Z und Z ist offen und abgeschlossen in Y. Es gibt also
offene Teilmengen B und C in X, sodass Y N B = Z und Y N C = Z€. Das
gleiche Argument kann man auch fur 7€ anwenden. Sei Z eine Zerlegungsmenge
von Y = AU ZC mit ZN A = 0, dann gibt es in X offene Mengen D, E mit
Z=DNY uwd Z°=DNY.

Insgesamt sind wir also in folgender Situation: B, C, D, E sind alle offen in X,
BUCUDUE =X undesgit ACCNE =X\ (BUD). Alsoist CNE
nichtleere Zerlegungsmenge in X, also gilt C N E = X. Daraus folgt sofort, dass
(BUD) =0, also war Z = §) und somit Z U A zusammenhéingend. O

Daraus folgt unmittelbar:

Korollar 3.29 (8] S.15). Sei X = (X,T) ein zerbrechlicher Raum mit Disper-
sionspunkt p und Z eine Zerlegungsmenge von X \ {p}, dann gilt:

1. ZUA{p} zusammenhdingend.

2. Z U{p} ist eine zerbrechliche Menge.

Beweis.
1. Folgt aus
2. Folgt aus 1. und Lemma [3.23] O

Aulerdem ldsst sich mit Proposition folgendes Lemma beweisen:

Lemma 3.30 ([4] S.61 2.D.6™). Jeder topologische Raum hat hichstens einen
Dispersionspunkt.

Beweis. Sei X = (X,T) ein zerbrechlicher Raum. Nehmen wir an es wiirden
zwei Dispersionspunkte p, ¢ existieren. Sei 0£Z # X \ {p} eine Zerlegungsmenge
von X \ {p}. Wir kénnen annehmen, dass ¢ € Z°, sonst vertauschen wir eben die
Benennung von Z und Z¢. Mit Proposition [3.2§|ist Z U {p} zusammenhéingend.
Sei K(p) die Zusammenhangskomponente von p € X \ {¢}, dann gilt also Z U
{p} € K(p). Also ist X \ {¢} nicht total diskontinuierlich, im Widerspruch zu
Annahme, ¢ sei Dispersionspunkt von X. Jeder topologische Raum kann also
hochstens einen Dispersionpunkt haben. O]

Nun untersuchen wir den Wegzusammenhang in zerbrechlichen Rdumen und wer-
den zeigen, dass zerbrechliche T1-Raume nicht wegzusammenhangend sind. Man kann
davon ausgehen, dass dies jenen, die sich in der Vergangenheit mit zerbrechlichen
Mengen beschaftigt haben, klar war, da der entsprechende Beweis recht einfach ist,
aber es nicht moglich war ein entsprechendes allgemeines Ergebnis in der Literatur zu

14Ein entsprechender Beweis lieR sich in der Literatur nicht finden, die Aussage dieses Lemmas
findet sich jedoch in der gegebenen Literaturstelle
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finden.

Zumindest fiir den Spezialfall des zerbrechlichen Kegels, den wir spater als einen un-
serer beiden zentralen Konstruktionen einfiihren werden, war dieses Ergebnis bekannt.
Man siehe dazu etwa [13] S.186, Beispiel 6.3.3.

Proposition 3.31. Sei X = (X, 7T) ein zerbrechlicher Raum und p sein Disper-
sionspunkt. Seien x,y € X und sei f ein Weg zwischen x und y. Sei [a,b] C [0, 1].
Enthdlt fla,b] C X mehr als ein Element, so gilt p € f|a, b

Beweis. Seien ¢,d € [a,b] mit ¢ # d. Ist ¢ = p oder d = p, so sind wir fertig.
Ansonsten betrachten wir das Intervall [c, d]. Wir definieren die stetige Funktion:

®:[0,1] — [c,d],t = D(t) =c+t(d—c)

Dann ist die Verkettung f o ® : [0,1] — X ein Weg zwischen f(c) und f(d).
Nehmen wir an, p ¢ Bild(f o ®), dann wére f o ® wegen Lemma ein Weg
zwischen f(c) und f(d) in X \ {p} und Bild(f o ®) aufgrund der Bildtreue des
Zusammenhangs zusammenhéngend. Dies kann aber nicht sein, denn X \ {p} ist
total diskontinuierlich. Folglich ist p € [, d]. O

Damit kénnen wir bereits folgendes Lemma beweisen:
Lemma 3.32. Zerbrechliche T1-Rdaume sind nicht wegzusammenhdangend.

Beweis. Sei X = (X, T) ein zerbrechlicher T1-Raum und p sein Dispersions-
punkt. Seien z,y € X \ {p} mit z # y. Solche z,y existieren, da jeder zerbrech-
liche Raum mindestens 3 Punkte enthélt. Nehmen wir an es existiert ein Weg f
zwischen x und y. Mit Proposition gibt es ein z € [0,1] mit f(z) = p. Die
Menge A == {q € [0,1] | f(q) = p} ist also nicht leer. Sei s = inf (A). s kann nicht
0 sein, denn nehmen wir an s = 0, dann gilt fiir jedes ¢ > 0 und B. = [0, ¢], dass
p € f[B:]. Andererseits gibt es, da X ein T1-Raum ist, eine Umgebung U von x
mit p € U. Dies ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von f. Es ist also s > 0. Sei nun
0 < & < s, dann folgt aus Proposition [3.31] dass f[B.] = {z}, also gilt fiir jedes
z < s, dass f(z) = x. Nun gibt es wieder wegen Proposition nur die Mog-
lichkeiten f(s) = p oder f(s) = x. Nehmen wir an f(s) = z. Wir definieren die
Funktion ® : [0,1] — [s, 1],t — ¢(t) == s+(1—s)t. Diese ist stetig, es gilt $(0) = s
und ®(1) = 1 und da f ebenfalls stetig ist, ist die Funktion f = f o ® ebenfalls
stetig und es gilt f(0) = f(®(0)) = f(s) = = und f(1) = f(B(1)) = f(1) = y,
also ist f ein Weg von z nach y. Nun gilt inf ({q €10,1] | f(q) =p}) =0, was wir
vorhin jedoch ausgeschlossen hatten. Damit folgt f(s) # x. Es bleibt nur noch die
Méglichkeit f(s) = p iibrig. Aber auch das kann nicht sein, denn da X T1-Raum
ist, gibt es eine Umgebung V' von p mit x ¢ V, aber fiir jedes z < s gilt, dass
f(z) = z, was mit ein Widerspruch zur Stetigkeit von f ist. Es folgt, dass
ein solcher Weg f zwischen x und y nicht existieren kann. Es existiert also fiir
beliebige Punkte z,y € X \ {p} kein Weg zwischen = und y, was impliziert, dass
X nicht wegzusammenhéngend ist. O]

Korollar 3.33. Metrisierbare zerbrechliche Rdaume sind nicht wegzusammenhdn-
gend.
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Beweis. Folgt direkt aus Lemma O
Korollar 3.34. Zerbrechliche Mengen in R? sind nicht offen.
Beweis. Folgt aus Lemma und das besagt, dass offene zusammenhén-

gende Mengen in R? schon wegzusammenhingend sind. O

4 Das Cantorsche Diskontinuum und der
zerbrechliche Kegel

4.1 Cantorsches Diskontinuum

Folgende Konstruktion nennt sich das Cantorsche Diskontinuum und wird die Grund-
lage einer unserer beiden zentralen Konstruktionen einer metrisierbaren zerbrechlichen
Menge, des zerbrechlichen Kegels, sein:

Definition 4.1 (Cantorsches Diskontinuum, [12] S.114). Fir n € Ny definieren
wir die Mengen

3

i=1

¢, = {Z a_: € R | (a;)ien ist Folge in {0,1,2}, (Vi e N):i <n=q; € {0,2}}

Das Cantorsche Diskontinuum € definieren wir als

> a; . .
¢ = ﬂ ¢, = {Z 3 € R | (a;)sen ist Folge in {0, 2}}

neN i=1

0 1
0 1 2 1
3 3
0 1 2 3 6 7 8 1
9 9 9 9 9 9
0L23 6 7 8 9 18 19 20 21 24 25 26 ]
27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27

Abbildung 1: Konstruktionsschema des Cantorschen Diskontinuums

Notation 4.2. Firn € Ny und C := (c1,¢a,...,c,)T € {0,2}", mit {0,2}° =0
schreiben wir

3

=1

Al = {Z a_: € R | (a;)sen ist Folge in {0,1,2},a; = ¢q,...a, = cn}

Lemma 4.3 (Siehe etwa [7] S.29). Sein € Ny und €, wie in[{.1, dann gilt:
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1. €, ist eine disjunkte Vereinigung von 2" abgeschlossenen Intervallen ac, bc]
fiir die gilt [ac, bc] = A% fiir C = (c1, ca, ... c,)T € {0,2}". Es gilt d(ac,bc) =
1

S_n.
2. Q:nJrl :U{[CL,G—F#]U[b—#,b] ‘ [avb] C Cnad(aab) = 3Ln

Beweis. Wir halten fest, dass fiir n € N per Definition von €, gilt €, = |J AZ.
ce{0,2}m

Was wir zeigen miissen ist, dass fiir alle n € N und C € {0,2}¢ gilt, dass

Ac = [ac, b fiir ein abgeschlossenes Intervall [ac, bo| mit d(ac,be) = 3% ist

und fiir Cy = (C7,0)" € {0,2}"™ und C, = (CT,2)" € {0,2}"™ gilt ApT =

lac, ac + 5a1) beziehungsweise AL = [be — 5, bel.

Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Wir stellen fest, dass

o = {Z YeRr | (ai)ien ist Folge in {0, 1, 2}} =A"=0,1]
=

denn diese Darstellung ist mit Lemma die zum Dezimalsystem alternative
Darstellung des Intervalls [0, 1] im Zahlensystem zur Basis 3. Damit haben wir
einen Induktionsanfang fiir 1.

Wir zeigen damit 2., und den Induktionsschluss. Nehmen wir nun fiir ein n >
0 an, dass 1. gilt. Sei C' = (c1,¢a,...,¢,)T € {0,2}". Laut Voraussetzung ist
lac,bc] = A und [ac, be| € €,. Wir betrachten die Menge A’gfl, dann wissen

n
wir min (Ag) = 221 e
1=

5 = ac. Wir definieren die Funktion

[rAE = Rz e f(z) =32 —ay,

dann gilt Bild(f) = A% = [ag, ba] € €,, mit C = (c3,¢35,¢4, ..., ¢, 0)7 € {0,2}7,
wobel die Gleichung A% = laa, b aus der Induktionsvoraussetzung folgt. f ist
als affin lineare Funktion stetig und auf Bild(f) existiert die Umkehrfunktion

Yy ta

S BId(f) = AET y = () T

die ebenfalls affin linear ist. Da Bild(f) als Intervall zusammenhéngend ist und
Zusammenhang bildtreu ist, ist auch Agfl zusammenhangend und mit Lemma
ein Intervall. Desweiteren ist aufgrund der Stetigkeit von f~! mit A% auch
Agfl. Wir haben also gezeigt, dass Agfl ein abgeschlossenes Intervall mit An-
fangspunkt ac ist. Auferdem gilt laut Induktionsvoraussetzung d(ag,bs) = 3%
Aus der Konstruktion von f folgt daraus d(ac, max (Ag)) = 355 = g, WOI-
aus folgt AL = [ac, a0 + ). Fiir A ist damit alles gezeigt. Fiir A7
geht man entsprechend analog vor, um zu zeigen, dass Ag‘;l = [bc — 3%“, be|. Es
gilt offenbar AL N AZH = 0. Da fiir C”,C" € {0,2}" per Induktionsannahme
gilt, dass A%, N A%, = 0 und €, laut Induktionsannahme Vereinigung von 2"
disjunkten abgeschlossenen Intervallen ist, folgt, dass €,,; Vereinigung aus 2"+
disjunkten abgeschlossenen Intervallen ist, die die Form wie in 2. besitzen.

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgen Aussagen 1. und 2.. [

Mit dem letzten Lemma folgt der nichste Satz einfach:
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Satz 4.4 ([12] S.115). Das Cantorsche Diskontinuuwum € ist mit euklidischer
Metrik kompakt.

Beweis. Offensichtlich ist € als Teilmenge des Intervalls [0, 1] beschrénkt. Wir
miissen noch zeigen, dass € abgeschlossen ist. Dazu sei fiir n € Ny, €, wie in 4.1}
In Lemma [£.3] haben wir gezeigt, dass €, endliche Vereinigung abgeschlossener
Mengen ist und mit Lemma [2.22]ist fiir jedes n € N also €,, abgeschlossen. Wieder
mit Lemma ist € als Schnitt aller €,, abgeschlossen und mit dem Satz
von Heine-Borel ist € kompakt. m

Korollar 4.5. Das Cantorsche Diskontinuum mit euklidischer Metrik ist ein voll-
standiger metrischer Raum.

Beweis. Folgt mit Satz [2.50] der besagt, dass kompakte metrische Rdume voll-
standig sind. O]

Definition 4.6 (fast konstant [12] S.122). Eine Folge (a;)ien heifit fast kon-
stant, wenn es ein ig € N ¢ibt, sodass fiir alle i > iy gilt a; = a;,.

Definition 4.7. Wir definieren

= {Z € €| (ai)ien ist fast konstante Folge in {0,2}}

Bemerkung 4.8. Sei $) := {3 " % € €| (a;)ien ist fast konstante Folge in {0,2}},
dann ist x € $ ein Randpunkt eines Intervalls AY € €, fir ein ng € N. Fir

n > ng gibt es jeweils ein C' € {0,2}", sodass x Randpunkt des Intervalls Ag,
15t.

Beweis. Sei x =) 7 % € $), dann ist (a;)sen eine fast konstante Folge in {0, 2}
und es gibt nach Definition ein ng € N derart, dass fiir + > ng gilt a; = a;11.
Sei C' = (ay,as,...,a,,). Mit dem Beweis von Lemma folgt sofort, dass

r = min AY, falls a,, = 0 und 2 = maxAY, falls a,, = 2, also ist z ein
Randpunkt von A®. Der zweite Teil der Aussage folgt aus der Tatsache, dass der
Beweis immer noch giiltig ist, wenn wir ng beliebig vergrofsern. O]

Lemma 4.9 ([13] S.116 5.3.3).
1. Das Cantorsche Diskontinuum € ist dberabzdahlbar.

2. Die Menge § = {> 2% € R | (a;)ien ist fast konstante Folge in {0,2}}
st abzdhlbar.

Beweis.

L. Es gilt € = {3°7, ¢ € R | (a;)ien ist Folge in {0,2}} Die Menge aller
Folgen in {0, 2} ist iiberabzdhlbar (Siche [5]). Daraus folgt sofort, dass €

iberabzahlbar ist.
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2. Sei fiir ip € N:

- a; . .
M;, = LT:Z? €9 |igp=min{n e N| (Vk € N) :a;, = ajy1r}}
=0
Die Menge M;, enthilt dann 2 Elemente und es gibt eine Bijektion ®;,
zwischen {1,2,...,2%} und M;,.
Da fiir 49, 4; € N mit ig # iy gilt M;,NM;, = ), konnen wir folgende bijektive
Abbildung definieren:

flz)=0fallsz =0
fiN=$® z— f(x) =< flz)=1fallsx =1
f(l') = 2i0_1 + (I)ZO(IE) fir x € Mio,io 7é 1

Damit ist $) abzéahlbar. O

AulBer der Kompaktheit besitzt das Cantorsche Diskontinuum noch folgende Ei-
genschaften, die auch bei der Konstruktion des zerbrechlichen Kegels entscheidend
sind:

Lemma 4.10 ([12] S.115).

1. Das Cantorsche Diskontinuum ist in sich dicht

2. Das Cantorsche Diskontinuum ist total diskontinuierlich

3. Das Cantorsche Diskontinuum ist nirgends dicht in R
Bewezs.

1. Sei fiir eine Folge in (a;)ien{0,2}, 2 = >°72, § € €, dann miissen wir zeigen,

dass {x} nicht offen in € (als Teilraum von (R, dy)) ist, also, dass es zu jedem
e > 0ein y € € mit z # y gibt, sodass dy(x,y) = |z — y| < € ist.

Za beliebigem ¢ gibt es ein n € N, sodass 3% < e. Wir wahlen dazu y, =
i % e ¢ Nun gilt d(z,y,) = v —yo|l = Dopi1 2 < 57 < e. Diese
Abschitzung gilt wegen 3"d(z,y,) = 3" 7 1 5 =D o, B e CC[0,1].
Also ist 0 < d(x,y,) < 3. Damit gilt fiir jedes ¢ > 0, dass Uc(z) € {«}.
Also ist {z} kein isolierter Punkt von €. Wegen z € € beliebig ist € in sich
dicht.

2. Seien z,y € € mit x < y. Da alle zusammenhéngenden Mengen in R, die
mehr als einen Punkt enthalten, mit Lemma Intervalle sind, miissen
wir zeigen, dass es kein Intervall I C € gibt, mit a,b € I. Dazu reicht es
zu zeigen, dass es ein z € R\ € gibt mit z < z < y. Wegen z,y € €, ist
z=37 % und y = 7 % fiir Folgen (a;)ien, (b;)ien mit a;,b; € {0,2}
fiir 1 <7 <mn. Wegen x < y gibt es ein i € N mit a;, = 0 und b;, = 2. Wir
nehmen 7y minimal in dieser Eigenschaft an. Wir werden zeigen, dass dann
fiir alle j < 4o gilt a; = b;. Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, dann gibt

es ein jo < i, sodass 2 = a;, > bj, = 0. Wir nehmen an j, sei minimal in
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dieser Figenschaft. Dann gilt aber z — y = 3% + z;‘)ijoﬂ “;” Nun muss
wegen r < y gelten

N a; — b N ai — bl = |a biotil
__9jo i Vi ajo i — Yl jo+i — Ujo+i
DR D Vi b D
i=jo+1 i=jo+1 i=1
also 370 ZfijOH “i;bi > 1 und somit Z;’iﬂl “i;bi > 3% Daraus folgt aber
rT—y > —3%0 > 0 im Widerspruch zu x < y. Es folgt also, dass iy der

kleinste Index eines Folgengliedes ist, an dem die Folgen (a;) und (b;) nicht
iibereinstimmen und wie vorhin gilt d(z,y) = —y > 5i7. Sei A == {m €
N|an=2,m>1i}

1 fiir i = dg
(Ci)ienmit ¢; = C0fiiri =k :=minA, falls A#£0
a; sonst

dann gilt fir z == Y .7, 5 per Konstruktion x < z. Falls A # (), gilt
1

d(z,2) =z —x = 55 — % und es folgt

y—z=y—cs+ar—z=y—z)— (2 —1x) >3—Z—(3—2—3%):3>0.
Es gilt also y > z, was zu zeigen war. Ansonsten gilt A := () was aquivalent
ist zu a,, = 0 fiir m > iy. In diesem Fall gilt y — = > 3% und z —z = 3%0,
woraus sofort y > z folgt. Wir haben also zu beliebigen z,y € €ein z € R\
gefunden mit x < z < y, woraus sofort folgt, dass es kein Intervall I C &
gibt. Somit kann es wegen Lemma keine zusammenhangenden Mengen

in € geben, die mehr als einen Punkt enthalten.

3. € ist bereits abgeschlossen und enthélt, wie wir im Beweis von 2. schon
gezeigt haben, kein Intervall. Insbesondere gilt dann fiir jedes ¢ > 0 und
z € €, dass U.(z) € €. Folglich ist intg € = (), was zu zeigen war. O

4.2 Der zerbrechliche Kegel'¥|

Bevor wir den zerbrechlichen Kegel definieren, fiihren wir noch ein wenig Notation
ein, die wir auch bei der Konstruktion von Wilders zerbrechliche Menge beibehalten
werden:

Notation 4.11.

1. Seien a = (ay,az)”, b = (b1,b2)T € R?, dann bezeichnen wir die Strecke

{z eR?| (AN € [0,1]) : z = Xa + (1 — N\)b} zwischen a und b mit S(a,b).

2. Firt € [0,1] setzen wir

- 1 T —1
I ;:S((§7§)T,(t,0)T> - {(xvy)T €R0<y<gy= 1—2t}

15[7] S.90-93, [12] S.122-124, [20] S.145-147
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Wir kommen nun zum &ltsten [6] und dem ersten unserer beiden zentralen Beispiele
einer zerbrechlichen Menge in der rellen Ebene, dem zerbrechlichen Kegel. Er hat im
Vergleich zu Wilders zerbrechliche Menge den klaren Vorteil, dass bei der Konstruktion
nicht von reinen Existenzaussagen und dem Auswahlaxiom Gebrauch gemacht wird.
Wenn wir von den Punkten im Intervall [0, 1] die Darstellung im Ternarsystem kennen,
konnen wir lberpriifen, ob ein Punkt im zerbrechlichen Kegel liegt, indem wir eine
Gerade durch diesen Punkt und den Dispersionspunkt des zerbrechlichen Kegels legen
und uns ansehen, an welchem Punkt er die entsprechende Koordinatenachse schneidet.
Eine derartige Moglichkeit wird bei Wilders zerbrechliche Menge nicht mehr gegeben
sein.

Definition 4.12 (Zerbrechlicher Kegel [7] S.90-93). Sei € das Cantorsche Dis-
kontinuum und p = (3,1)7. Fir ¢ € € betrachten wir I, = {(z,y)" € R? | 0 <
y < %,y = =L}, die Strecke die die Punkte (0,c)” und p verbindet.

Sei = {32, € R| (ai)ien fast konstant} und sei F' = €\ . Fir ¢ € $) sei
Le=A{(z,y)T €l. |y € Q}, firce F sei L. = {(z,y)T €l.|y € R\ Q}. Wir

setzen
K= U L.

cee

und definieren den zerbrechlichen Kegel K als den durch K induzierten Teil-
raum von (R,dy). Den durch K = K\ {p} induzierten Teilraum von (R, ds)
nennen wir den punktierten zerbrechlichen Kegel.
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Abbildung 2: Skizze des zerbrechlichen Kegels.

Fiir den Rest dieses Unterabschnittes seien nun, falls nicht explizit anders ange-
geben, die Bezeichnungen wie in Definition [4.12] Weiters seien alle metrischen bzw.
topologischen R3ume in diesem Unterabschnitt immer mit der euklidischen Metrik
beziehungsweise der dadurch induzierten Topologie versehen, falls nicht anders ange-
geben.
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Satz 4.13 (7] S.91, 5.2.1). Der punktierte zerbrechliche Kegel ist total diskonti-
nuierlich.

Beweis. Fiir ¢ € € bezeichnen wir L = L.\ {p} und F = €\ $H. Weiters
seien c1,co € € mit ¢; < 9. Falls ¢4 < % und cp > %, definieren wir A =
{(z,y)" € R* | 2 < 3} und B = {(z,y)" € R* | z > i}. Dann sind A und B
offen, AN B =10, L, € Aund L/, C B. Also ist L], U L/, mit Lemma [3.5 nicht
zusammenhéngend und L, ist Zerlegungsmenge. Ansonsten gibt es wegen Lemma
das besagt, dass € nirgends dicht ist, ein ¢y € [0,1] \ € mit ¢; < ¢y < ¢
woraus dann co # 3 folgt. Wir definieren A := {(z,y)" € R* | y > {52} und
B = {(x, y) €R2 | y < 752} Dann sind A und B offen undAﬂB —@ Ist
nun c; < 3, so gilt L, C A und L), € B und im Falle ¢; > 3 L gilt L, € B und
L, C A Also ist L, U L, wie vorhin mit Lemma 3.5 nicht zusammenh&ngend
und L/, ist auch hier Zerlegungsmenge davon.

Fiir festes ¢ € € und a = (2,4, y,)" € L. gilt also K(a) C L, wobei hier K (a) die
Zusammenhangskomponente von a in K ist.

Nun betrachten wir noch einen beliebigen weiteren Punkt b = (zy,4,)7 € L.
mit a # b und zeigen, dass K(a) # K(b). Dazu kénnen wir ohne Beschrankung
annehmen, dass y, < . Nun konnen wir ein z € R mit y, < s < ¥, so wahlen,
dass s € R\ Q falls ¢ € $ und s € Q falls ¢ € F. Dann gibt es per Konstruktion
von L/ kein r € R derart, dass (r,s)” € L. Fiir Uy == {(z,y)T € R? | y < s} und
Uy = {(z,y)" € R? | y > s} gilt dann also Uy NU; =0, L, CU; UU; a € U; und
b € Uy. Wieder mit Lemma folgt sofort K(a) # K(b). Damit folgt, dass der
punktierte zerbrechliche Kegel K total diskontinuierlich ist. O]

Proposition 4.14 ([12] S.122 Beweis von 5.4.3). Die Menge
= {Z — € R | (ai)ien ist fast konstante Folge in {0,2}}

liegt dicht in €.

Beweis. Sei a = )~ § € € mit einer Folge a;;cy und € > 0. Dann gibt es ein

k € N, sodass 5 < . Wir setzen b = Sl e dann erhalten wir

=1 3%
- = 1 1 1
d(a,b) =la—b| = Z <> 3 23—:@2§<§<5
i= k+2 i:k+2 k42 i1
und es gilt b € $H. Damit folgt die Behauptung, da a € € beliebig war. O]

Satz 4.15 (|7] S.92). Der zerbrechliche Kegel ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei p der Dispersionspunkt des zerbrechlichen Kegels und Z eine Zerle-
gungsmenge von K mit p € Z. Wir miissen zeigen, dass Z = K. Sei Z¢ die zu Z
komplementire Zerlegungsmenge. Dann sind Z und Z¢ abgeschlossen in K und
es gibt in R? abgeschlossene Mengen U,V C R? mit Z = UNK und Z¢ = VNK.
Wir setzen wieder wie in der Konstruktion des zerbrechlichen Kegels F' := €\ .
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Fiir p € QN [0, 3] setzen wir H, = {(z,p) € R* | € R}. Nun definieren wir

folgende Abbildungen:

¢, =C— [%p, 1- %p],c = ®,(c) = %p—l— c(1—p)
Fiir p € QN [0, 1] ist ®, stetig und fiir , # 5 auch injektiv. Wir definieren die
Mengen G, = H, N (U,eelc) NU NV. Die G, sind als Schnitte abgeschlossener
Mengen abgeschlossen und die Abbildung j, : R — H,,z — j,(z) = (x,p) ist
ebenfalls stetig und auch bijektiv. Also sind die Mengen F, := (j,0 ®,) [G,] als
Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen in € und per Konstruktion von
®,,j,und G, gilt F, = {c € €| (®,(c),p) € G,}. Aus ZNZ® = folgt UNVNK =
(. Daraus folgt insbesondere, dass G,NK = 0 fiir alle p € QN[0, %] Dies bedeutet
HNE,=0, also F, C F. Da $ dicht in € liegt, ist inte F' leer, also insbesondere
intg F,, = (). Desweiteren ist §) abzéhlbar und damit Vereinigung abzéhlbar vieler
einelementiger und somit nirgends dichter Teilmengen von €. Letzteres folgt, da
einelementige Teilmengen von € abgeschlossen in €, aber, da € in sich dicht ist,
nicht offen sind. Wir definieren nun F = {F,, | p € QN[0, 1[} und M = HU F,
dann ist mit dem bisher bewiesenem M abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen. Nun ist € vollstdndig und wir kénnen den Bairschen Kategoriensatz
anwenden. Sei O eine offene Menge in €, dann ist O also von zweiter Kategorie
wahrend O N M ebenfalls abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist.
Daher ist O\ M # () und per Konstruktion von M gilt O\ M C F\ |JF. Darum
ist £\ |JF dicht in €.
Nun wihlen wir ¢y € F derart, dass L, NV # () und setzen ¢, == sup{t € [0, 3] |
(s,t) € lo, NV} Sei nun q == (sg,ty) € l., mit einem passenden sy € R, dann ist
g € V,denn V und [, sind abgeschlossen. Andererseits liegt in jeder Umgebung
von ¢ per Konstruktion ein Punkt z von K, denn KN/, =, \ Q liegt dicht in
le,- Per Definition von ¢y ist x € Z C U. Also gilt ¢ € clz= U. Da U abgeschlossen
war, ist ¢ € U, denn {5 = % ist nicht moglich, da Z als Zerlegungsmenge offen
und somit Umgebung von p ist und ZNV = (.
Also ist ¢ € UNV, woraus ¢ ¢ L., C K folgt. Wegen ¢y € F ist t; € Q, und
somit ist ¢ € H;,. Damit folgt, dass ¢ € Gy, also ¢g € F;, € M.
Da wir ¢y € F beliebig gewahlt hatten, folgt aus L. NV # () = ¢ € [JF, also
L.C Zfirallece F\|JF. Also gilt A:={(c,0)T |ce F\UF} = {(z1,12)" €
Z | o = 0}. Dass die rechte Seite der Gleichung eine in K abgeschlossene Menge
darstellt, folgt, da Z abgeschlossen ist. Da A abgeschlossen ist, ist es auch F'\|J F
in €. Da € abgeschlossen ist und F'\ | F dicht in € liegt, folgt F'\ |JF = €. Es
folgt L. NV = ( fiir alle ¢ € €, also Z¢ = (). Damit ist K zusammenhéngend. [

5 Wilders zerbrechliche Menge und dessen
Fortsetzung auf R?

In diesem Kapitel werden wir Wilders zerbrechliche Menge darstellen. Sie ist erstaun-
lichweise nicht nur eine zerbrechlichliche Menge des R?, sondern liegt auch dicht in

einem Dreieck, welches wir spater prazise definieren werden. Allerdings verwendet be-
reits die Konstruktion mehrfach das Auswahlaxiom, wodurch man, abgesehen vom
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Dispersionspunkt, keinen Punkt in Wilders zerbrechliche Menge explizit kennt.
Tatsachlich konnte man eine Version von Wilders zerbrechlicher Menge konstruieren,
wo viele Punkte bekannt sind. Dennoch liegt es in der Natur der Konstruktion, dass
iberabzahlbar viele Punkte iibrig bleiben, die man nicht konkret angeben kann.

5.1 Kontinua und Dreiecke

Der Begriff des Kontinuums beschreibt Mengen, die zwei bereits bekannte Eigenschaf-
ten besitzen:

Definition 5.1 (Kontinuum [23] S.426, Fuknote). Sei X = (X, T) ein topologi-
scher Raum. FEin Kontinuum ist eine abgeschlossene und zusammenhdngende
Menge in X, die mehr als einen Punkt enthdlt.

Definition 5.2 (|I8] S.206-207, S.233). Sei X = (X, T) ein zusammenhdingender
topologischer Raum und C' ein Kontinuum. Seien a,b € X.

1. Wir sagen, dass C' a und b trennt, wenn kein Weg in X \ C zwischen a
und b existiert.

2. Wir bezeichnen zwei Mengen A und B als voneinander getrennt, wenn

Lemma 5.3. Sei X = (X,7T) ein topologischer Raum. Sei Z eine Zerlegungs-
menge in X und Z¢ die komplementire Zerleqgungsmenge, dann sind Z und Z€
voneinander getrennt.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition von voneinander getrennten Mengen, da
Z N Z¢ = () und beide Mengen abgeschlossen sind. O]

Lemma 5.4. Sei C' ein Kontinuum in R%. Seien a,b € R%2. Wenn C die Punkte
a und b trennt, liegen sie in verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Da C' ein Kontinuum ist, ist R? \ C' offen in X. Mit Korollar ist
R?\ C genau dann zusammenhiingend, wenn es wegzusammenhiingend ist. Folg-
lich, da kein Weg zwischen a und b existiert, liegen a und b in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten. O]

Lemma 5.5 (Siche [18] S.233, Theoreme XXXVII). Sei R? mit der euklidischen
Metrik versehen und A, B C R2. Es seien A und B voneinander getrennt und
entweder A oder B beschrinkt. Seia € A undb € B dann existiert ein Kontinuum
C € R? das a und b trennt und fiir das gilt (AU B) N C = ().

Wir fiihren Jordan-Kurven ein und werden spater Dreiecke als Bildmengen von
Jordan-Kurven identifizieren. Diesen ganzen Aufwand bendtigen wir, um ein Lemma
zu formulieren, das wir bendtigen werden, um zu zeigen, dass Wilders zerbrechliche
Menge zusammenhadngend ist.

Definition 5.6 (Geschlossene Kurve, Jordan-Kurve [2] S.18). Sei X = (X, 7T)
ein topologischer Raum und f ein Weg in X.
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1. Falls f(0) = f(1), nennen wir f eine geschlossene Kurve.

2. Ist weiters X = R* und ist die Einschrinkung von f auf [0,1] injektiv, so
nennen wir die geschlossene Kurve f eine Jordai'%-Kurve.

Folgenden Satz dessen Ergebnis anschaulich sofort als wahr angenommen wird,
bendtigen wir spater um den Zusammenhang von Wilders zerbrechliche Menge zu
beweisen. Auf einen Beweis verzichten hier, da er sehr aufwendig ist und hier den
Rahmen der Arbeit sprengen wiirde. Wir verweisen hier auf zwei Quellen fiir den
Beweis, wobei der Beweis in [2] geometrisch ist und sich auf jene Jordan-Kurven
beschrankt, deren Bilder endliche Vereinigungen von Strecken sind. Der Beweis in [4]
ist eher topologischer Natur:

Satz 5.7 (Jordanscher Kurvensatz Siehe [2] S.18, Satz 1.7.1 oder [4] S.143). Sei
[ eine Jordan-Kurve und J = Bild(f). Dann besitzt der Teilraum R*\ J wvon
R? genau zwei Zusammenhangskomponenten K| und Ks, wobei genau eine davon

beschrinkt ist und die Mengen Ky U J und Ky U J sind jeweils abgeschlossen in
R2.

Definition 5.8. Sei f eine Jordan-Kurve und J = Bild(f). Wir nennen die
beschrinkte Zusammenhangskomponente von R* \ J das von f eigeschlossene
Gebiet.

Proposition 5.9. Seien f und g zwei injektive Wege mit f(0) = g(1) und f(1) =
9(0), derart, dass f(x) # g(y) fir alle x,y €]0,1[. Dann ist Bild(f)UBild(g) das
Bild einer Jordan-Kurve ®.

Beweis. Wir definieren ® : [0, 1] — Bild(f) U Bild(g) wie folgt:

2x) fall 1
B(x) = f(2x) als r € [0, 3] 1
g(2(x — 3)) falls z € [5,1]
Wegen f(1) = ¢(0) ist ® wohldefiniert und stetig und wegen f(0) = g(1) ist ®
eine geschlossene Kurve. Da f und ¢ injektiv sind und f(x) # g(y) fir z,y €]0, 1],
ist ® injektiv auf [0, 1[. Daraus folgt sofort die Behauptung. O

Mit den Begriffen der Jordan-Kurve und dem Jordanschen Kurvensatz, haben wir
nun die Voraussetzungen geschaffen um folgendes Lemma zu formulieren. Wir wer-
den es spater beim Beweis des Zusammenhangs von Wilders zerbrechlicher Menge
verwenden.

Lemma 5.10 (Siehe [22] S.334, Lemma 2). Sei X = (X, T) ein topologischer
Raum und f,g zwei Wege in X wie in Proposition J = Bild(f) U Bild(g)
und ® ebenfalls wie in Proposition[5.9. Sei C' ein Kontinuum, das a und b trennt
und A das von ® eingeschlossene Gebiet. Sei B .= AU J. Dann existiert ein
Kontinuum C' C C derart, dass auch C C B gilt und Bild(f) N C" # 0 und
Bild(g) N C" # 0 ist.

16Camille Jordan 1838-1922
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Die im folgenden Lemma definierte Menge S reprasentiert ein Dreieck (genauer
seinen Rand). Wir wollen dies hier nur fiir unsere Zwecke prazisieren und dann zeigen,
was intuitiv klar ist, ndmlich dass jedes Dreieck Bild einer Jordan-Kurve ist.

Lemma 5.11. Seien a := (ay,a2)",b = (b1, b)), c = (c1, )T € R?, ¢ & S(a,b),
a ¢ Sb,c) und b ¢ S(a,c), dann ist D(a,b,c) = S(a,b) US(b,c) US(a,c) die
Bildmenge einer Jordankurve f.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass S(a,b) N S(b,¢) = {b}. Nehmen wir an, es gébe
ein b # xy € S(a,b)NS(b, c) = {b}. Dann gibt es t1,t5 €]0, 1[ mit tya+ (1 —1t1)b =
xo = tab+ (1 — ty)e. Daraus folgt:

t t
Lo+ (1 -

tia+ (1 —t)b—tob = (1 — to)b & ¢ =
wt (I=t)b—tb={1 -t &= 1—t,

)b

und

1-1 1—-1
2e+(1— 2

tia= (t)b—tib+ (1 —ty)c & a = :
1 1

)b

Wir setzen to = ty € [a,b] ist dann ¢ty > 0 und es gilt entweder

to < 1 oder L <L Daraus folgt entweder a € S(b,c) oder ¢ € S(a,b), was ein

Widerspruch zur Voraussetzung ist. Andererseits folgt aus der Konstruktion von
S(a,b) und S(b, ¢), dass b € S(a,b)NS(b, ¢), also gilt S(a,b)NS(b, c) = {b}. Vollig
analog ldsst sich zeigen, dass S(a,c¢) N S(b,¢) = {c} und S(a,b) N S(a,c) = {a}.
Wir definieren die Abbildungen ¢, g2, g3 nun wie folgt:

g1:10,1] — S(a,b),t — g1(t) =ta+ (1 —t)b
g2 2 [0,1] = S(b,¢),t — go(t) =tb+ (1 —t)c
g3 :10,1] — S(a,c),t — g3(t) =ta+ (1 —t)c
Die Abbildungen ¢, g2 und g3 sind alle stetig und bijektiv und es gilt ¢;(1) = b =
92(0), g2(1) = ¢ = ¢3(0) und g¢3(1) = a = ¢1(0). Wir definieren die Abbildung
91(3t) falls ¢ € [0, 4]
f:00,1] = D(a,b,c), t = f(t) == S g2(3(t — 1)) falls ¢ € [3,
g3(3(t — 2)) falls t € [2,
Mit dem bereits gezeigten ist f wohldefiniert stetig, die Einschrénkung von f auf

das Intervall [0, 1] ist injektiv und es gilt f(0) = f(1). Also ist f eine Jordan-Kurve
mit Bild(f) = D(a, b, c). O

Definition 5.12. Seien a = (ay,a2)”, b = (b, )7, ¢ == (c1,c2)T € R?, ¢ &
S(a,b), a € S(b,c) und b & S(a,c).

1. Wir bezeichnen die Menge D(a,b,c) = S(a,b)US(b,c)US(a,c) als das von
den Punkten a,b und c festgelegte Dreieck.

2. Mit Z(a, b, c) bezeichnen wir die Menge

3
I(aa ba C) = {)\1@+ A2b + Asc ‘ A E]O, 1[, 1< < 3’2)\1 = 1}

i=1
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3. Sei f eine Jordan-Kurve mit Bild(f) = D(a,b,c) und K das von f einge-
schlossene Gebiet, dann nennen wir K das Innengebiet von D(a,b,c).

4. Die Punkte a,b,c nennen wir die Eckpunkte des Dreiecks.
5. Die Mengen S(a,b), S(b, ¢) und S(a, c) nennen wir die Setten von D(a, b, c).

Folgende Begriffe fiihren wir ein, um das Innengebiet eines Dreiecks zu charakteri-
sieren. Wir werden dabei zeigen, dass die Menge Z(a, b, c) mit dem Innengebiet des
Dreiecks D(a, b, ¢) libereinstimmt.

Definition 5.13 (Konvexkombination, konvexe Menge [16] S.3). Seien ay, as, ..., a; €
R™, k,n € N und Mo, A, ..., A € [0,1] mit S2F A = 1.

1. Wir nennen eine Menge A konvez, falls fir x,y € A und X\ € [0,1] gilt
A+ (1-ANyeA

2. Wir nennen ein x € R" mit x = Y ., Na; eine Konvezkombination von
ai,as, . ..,a; € R™.

3. Wir sagen dass eine Menge A unter Konvexkombinationen abgeschlos-
sen ist, wenn Konverkombinationen endlich vieler Elemente in A wieder
in A liegen.

4. Die Menge aller Konverkombinationen von aq,...,a, bezeichnen wir mit
Conv(ay,...,an,).

Bemerkung 5.14. Die Seiten eines Dreiecks sind die Konvexrkombinationen
zweier Eckpunkte.

Lemma 5.15 ([16] S.6, Theorem 1.3). Die Menge der Konvexkombinationen von
2wei Punkten a,b € R? ist die Bildmenge eines Weges.

Beweis. Konvexkombinationen von a und b haben die Form aa + (1 — «)b. Be-
trachtet man dies als Funktion der Variable o auf dem Definitionsintervall [0, 1]
folgt sofort die Aussage. ]

Lemma 5.16 ([16] S.2-3). Seien ay, as, az € R?, dann ist Conv(ay, as, as) konvez.

Beweis. Seienx = 37 aza; € Conv(ay,ag, az) undy = 37| Bia; € Conv(ay, ag, az)
mit a;, B; € [0,1] und 37, = 1 =327 | Bi. Wir betrachten S(z,y). Dazu sei
ye[0,1]und z == vz + (1 =)y = S0 v + S0, Biai — S0 vBia; =
> (yai + (1 — 7)Bi)a;. Wegen v < 1 und oy, 5; > 0 folgt vy + (1 — )5 > 0.
Weiters gilt Z?:l(’yaz’"‘(l —MBi) =~ Z?:l a;+(1—7) Z?:l fi=v+(1-7)=1
Es folgt z € Conv(ay, as, as). O

Lemma 5.17 (Vgl. etwa [4] S.47, Section G 2.). Sei R? mit der euklidischen Me-
trik versehen und ay, as, a3 € R?, dann ist die Menge I(ay,as,as) == {2?21 Aia; |
N €]0,1[,1 <0 < 3,570 N\ =1} leer oder zusammenhdngend.
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Beweis. Seien z = 2?21 a;a; und y = 2?21 fia; mit «;, f; €]0, 1] und Z?:1 o =
1 = 25’:1 Bi, dann sind x,y € Z(ay,as,a3). Wir betrachten S(z,y). Dazu sei
v € (0,1 und z = yr + (1 =)y = 25’11 youa; + Z?:1 Bia; — Z?ﬂ vBia; =
S (yay + (1 —v)Bi)a;. Ahlich wie im Beweis von folgt 2z € Z(ay, as, az), man
muss nur beachten, dass die Koeffizienten «;, §; hier strikt grofer 0 sind und somit
ya; 4+ (1—7)8; > 0 gilt. Damit existiert mit Lemma [5.15 ein Weg zwischen z und
y in Z(ay, as, az). Es folgt z ist zusammenhéngend. O

Proposition 5.18. Seien a = (a1, a2)”, b = (by,b2)7, ¢ = (c1,c2)" € R?, das mit
euklidischer Metrik versehen sei und M = max{a;, b;,¢;} (bzwm = min{a;, b;, ¢;}))
fir 1 < i < 2 fest, dann gilt fir eine Konverkombination v = (x1,39)T =
A1a + Aob + Azc von a,b und ¢, dass x; < M (bzw. x; > m).

Beweis. Wir zeigen dies nur fiir M = max{a;,b;,¢;}, der andere Fall lisst sich
analog zeigen. Aus der Definition von x folgt x; = A\ja;+Aab;+A3¢; < 2?21()\1']\4) =
MY N\=M. O

Lemma 5.19. Seien a = (ay,a2)”, b= (b1,02)7, ¢ = (c1,¢2)" € R?. Conv(a,b, c)
ist beschrinkt und es gilt: Setzt man fir 1 < i < 2, m; = min{aa, bi,c;}) und

M; = max{a;, b;, ¢;}), M := max{|mq|, |ma|, | Mi]|,|Ma|} und ¢ :=2M + 1. Dann
liegen alle Konvexkombinationen der Punkte a,b,c in U.(0).

Beweis. Sei x = (x1,73)7 Konvexkombination der Punkte a,b und ¢, dann gilt
d(z,0) < d((z1,0)7,0) 4+ d((z1,0)7,x) = |21| + |z2| < 2M < e. Die vorletate
Ungleichung folgt dabei aus [5.18] Damit folgt = € U.(0), woraus Conv(a,b,c) C
U.(0). folgt. Somit ist Conv(a, b, ¢) beschrankt. O

Anschaulich gesprochen zeigt folgende Proposition, dass man, wenn man einen
Punkt auRerhalb einer konvexen Menge im R? gegeben hat, sich von dort fiir je-
de Koordinate entweder in positive oder negative Koordinatenrichtung unbeschrankt
bewegen kann, ohne die entsprechende konvexe Menge zu treffen:

Proposition 5.20. Seien a = (a1,a2)”, b= (b1,b2)7,c = (c1,2)" € R?, ¢;,1 <
i < 2 der i-te kanonische Basisvektor in R* und x € A == R?\ Conv(a,b,c) (mit
existiert so ein x) dann gilt entweder S° = {x + Xe; | A > 0} C A oder
St ={x—Xe; | A >0} C A.

Beweis. Seii € {0,1}. Nehmen wir an die Aussage wére falsch. Dann gébe es ein
y=x+ \je; € SN Conv(a,b,c) und ein z =z — A,e; € S°. N Conv(a, b, c). Mit
Ay, Ax > 0. Ist Ay = A, soist v = %y — %z im Widerspruch zu x € A. Ansonsten
setzen wir \ == 22— dann gilt A €]0, 1[ und Ay + (1 — A\)z = Az + A\ye;) + (1 —

Tt
M@+ Ae) =2+ AN, + A)e; — Ae; = x, wieder im Widerspruch zu = € A.
Damit folgt die Behauptung. O]

Lemma 5.21. Sei R? mit der euklidischen Metrik dy versehen. Seien a = (aq, ag)T,
b= (b1,bs)7, c = (c1,c0)T € R2. A :=R*\Conv(a, b, c) ist (weg-)zusammenhingend
in (R?, Tq).
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Beweis. Seie > 0, so gewihlt, dass Conv(a, b, ¢) € U-(0) (was wegen Lemmal5.19)
moglich ist), dann liegen die Punkte ¢, :== (—¢,¢)T, qo = (g,¢)T offensichtlich in
A und es gibt Wege zwischen diesen beiden Punkten die vollstéindig in A liegen.
Dies sieht man, da etwa fiir A € [0,1] und z) = Aq1 + (1 — \)g2 = (¢ — 2)e, )7,
da(2x,0) = /(e — 2Xe)2 + &2 > ¢ erhilt. Mit existiert ein Weg zwischen ¢
und gs.

Sei = (21, 22)T € A beliebig. Wir miissen zeigen, dass ein Weg zwischen x und
einem der Punkte ¢, o existiert. Sei e; der erste Basisvektor, dann gilt entweder
St={r+Xer | A >0} € Aoder ST = {x—Xey | A > 0} C A, wobei e
der erste kanonische Einheitsvektor des R? ist. Wir konnen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass S € A gilt. Wir setzen f : [0,1] — R?, 7 —
f(r) =2 +7(s—x1)er, dann ist f ein Weg von x nach (g, z2)” der wegen S} € A
in A liegt. Offensichtlich gilt auch S((g,22)7,q2) C A (dies zeigt man wie zuvor
bei S§(q1, q2), weshalb auch ein Weg zwischen = und ¢ existiert. Man kann also
einen Weg von jedem Punkt z € A zu ¢; oder zu ¢, konstruieren. Es folgt mit
Lemma dass A (weg-)zusammenhéngend ist. O

Wir haben nun alle Argumente zusammen um den Jordanschen Kurvensatz fiir den
Spezialfall von Dreiecken zu folgern. Eigentliches Ziel dieses Aufwands war es, eine
algebraische Methode zu kennen, mit der wir die Punkte im Innengebiet eines Dreiecks
zu berechnen kdnnen:

Korollar 5.22 (Jordanscher Kurvensatz fiir Dreiecke). Sei R?* mit der euklidi-
schen Metrik versehen, a,b,c € R* mit ¢ & S(a,b), a € S(b,c) und b & S(a,c).
Sei D(a, b, c) das von den Punkten a, b und c festgelegte Dreieck. Dann ezistieren
genau zwei Zusammenhangskomponenten in R*\'D(a, b, c). Diese sind Z(a,b,c) =
{Ma+ XAab+ Ase | N €)0,1[,1<i < 3,357 N =1} und A = R?\ Conv(a,b,c),
wobei Z(a, b, ¢) beschrankt ist. Z(a, b, c) ist somit das Innengebiet von D(a,b,c).

Beweis. Wir wissen bereits, dass A und Z(a, b, ¢) zusammenhéngend sind und
Conv(a, b, ¢) beschrinkt ist. Wegen Conv(a,b,c) = Z(a,b,c) UD(a,b, c) folgt die
Behauptung. O]

Notation 5.23. Sei R? mit der euklidischen Metrik versehen, a,b,c € R? mit
c ¢ S(a,b), a g S(b,c) und b & S(a,c).

1. Mit C bezeichnen wir die Menge aller Kontinua in R?

2. MitC(a,b,c) bezeichnen wir die Menge C(a,b,c) == {C € C | C C D(a,b, c)U
Z(a,b,c),b ¢ C,CNS(a,b) # 0 und CNS(b,c) # 0}.

Proposition 5.24. Sei R? mit der euklidischen Metrik versehen, a,b,c € R? mit
c & Sa,b), a & S(b,c) und b ¢ S(a,c). Sei D(a,b,c) das von den Punkten a,
b und c festgelegte Dreieck. Sei C die Menge aller Kontinua in R?, Z(a,b,c) das
Innengebiet von D(a,b,c) und C(a,b,c) = {C € C | C C D(a,b,c)UZL(a,b,c),b¢
C,CNS(a,b) # O und CNS(b,c) # 0}, dann gibt es eine Teilmenge B C C(a, b, c),

sodass eine Bijektion zwischen B und dem Intervall [0, 1] existiert.

Beweis. Zuerst einmal gilt D(a,b,c) UZ(a,b,c) = Conv(a,b,c). Seien nun x €
S(a,b) und z € S(b,¢) fest mit b # z # c. Da Conv(a, b, ¢) mit Lemma [5.16]
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konvex ist, gilt fiir y € S(z,¢) € S(b,¢), dass S(z,y) € C(a,b,c), denn S(z,y)
ist mit Lemma die Bildmenge eines Weges und somit, da Kompaktheit und
Zusammenhang bildtreu sind, kompakt und zusammenhéngend, also insbesondere
ein Kontinuum in D(a, b,¢) UZ(a, b, c). Es folgt S(z,y) C C. Nun gibt es offenbar
eine Bijektion ® : [0, 1] — S(z,¢). Wir setzen

B = U S(z,y)

yeS(z,c)

dann gibt es per Konstruktion eine Bijektion © : S(z,¢) — B. Setzen wir ¥ =
© o ®, dann erfiillt ¥ offenbar das gewiinschte. O

Lemma 5.25 (Siche etwa [18] S.253). Sei R?* mit der euklidischen Metrik do
versehen, a,b,c € R? mitc € S(a,b), a € S(b,c) undb & S(a,c). Sei D(a,b,c) das
von den Punkten a, b und c festgelegte Dreieck. Sei C die Menge aller Kontinua
in R?, Z(a,b,c) das Innengebiet von D(a,b,c) und C(a,b,c) = {C € C | C C
D(a,b,c) UZ(a,b,c),b & C,CNS(a,b) # 0 und CNS(b,c) # 0}, dann gibt es

eine Bijektion zwischen C(a,b,c) und dem Intervall [0, 1].

Beweis. Mit Proposition gibt es eine Teilmenge B C C(a, b, ¢) und eine Bi-
jektion W : [0,1] + B. Sei A die Menge aller in R? abgeschlossenen Mengen.
Mit Korollar [2.76] gibt es eine Bijektion © : A ~ [0,1]. Dann ist die Funktion
1 A B, gegeben durch ® := ¥ o © bijektiv, also insbesondere injektiv. Wei-
ters gilt B € C(a,b,c) C A. Wir kénnen nun Lemma E anwenden, wonach es
eine Bijektion zwischen C(a,b,¢) und A gibt. Da die Bijektion © existiert, gibt
es somit auch eine Bijektion zwischen [0, 1] und C(a, b, c). O

Beim Beweis der Existenz obiger Bijektion haben wir in Abschnitt 2 (mehrfach)
das Auswahlaxiom verwendet. Wilder selbst hat keinen Beweis einer solchen Bijektion
geliefert, sondern auf des Paper von Knaster und Kuratowski [18] verwiesen. Es ist
nicht klar, ob es moglich ist, die Existenz einer solchen Bijektion konstruktiv ohne
Verwendung des Auswahlaxioms herzuleiten. Wir wollen uns hier nicht weiter mit
dieser Moglichkeit beschaftigen und konstruieren Wilders zerbrechliche Menge unter
Verwendung des Auswahlaxioms.

5.2 Eine Zerlegung der rellen Zahlen

Definition 5.26 (Aquivalenzrelation, [15] S.29, Definition 4.1). Sei X eine Men-
ge. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Teilmenge R C X x X mit folgenden
FEigenschaften fiir x,y,z € X:

1. (z,z) € R (Reflexivitit)

2. (z,y) € R= (y,x) € R (Symmetrie)

3. (x,y) € R und (y,2) € R= (x,2) € R (Transitivitdt)
(z,y)

Statt (x,y) € R schreiben wir auch x ~g y.
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Definition 5.27 (Aquivalenzklasse [I5] S.30 Definition 4.3). Sei X eine Menge
und R eine Aquivalenzrelation auf X. A C X st eine Aquivalenzklasse
beziiglich R, falls gilt x,y € A < (z,y) € R.

Lemma 5.28 ([I5] S.30 Lemma 4.4). Sei X eine Menge und R eine Aquiva-
lenzrelation auf X .

1. Seix € X, dann gibt es eine Aquivalenzklasse K beziiglich R, die x enthdlt.

2. Seien A, B Aquivalenzklassen, dann gilt entweder A = B oder AN B = {)

Beweis.
a) Folgt sofort aus der Reflexivitét

b) Seien A und B Aquivalenzklassen beziiglich R, derart, dass ANB # (),
dann gibt es ein x € AN B. Seien y € A und z € B. Wegen y,x € A
folgt (y,x) € R und wegen z,z € B folgt (y,x),(z,2) € R, also
aufgrund der Transitivitat (y, z) € R. Daraus folgt mit der Symmetrie
z€ Aund y € B. Es folgt A= B. m

Bemerkung 5.29. Wir wollen hier der Vollstandigkeit halber erwdhnen, dass
auch Zusammenhangskomponenten Aquivalenzklassen sind. Vergleiche hierzu Lem-
md3. 19

Bevor wir Wilders zerbrechliche Menge darstellen kdnnen, bendtigen wir noch einen
Baustein. Angelehnt an die Konstruktion der Vitali'}Menge (Siehe etwa [14] S.120,
5.7), zerlegen wir die reellen Zahlen in Aquivalenzklassen:

Lemma 5.30 ([14] S.120, 5.7). Fiir z,y € R definiert x ~y y & = —y € Q eine
Aquivalenzrelation.

Beweis. Seinen z,y, z € R:
l.z—2=0€eQ,
22.r-yeQ=y—z=—(r—y)€qQ,
. z—yeQundy—z€eQ=ar—z=(xx—y) +y—2) Q. ]

Vitali hatte eine entsprechende Zerlegung benutzt um die Existenz einer nicht Le-
besgug® messbaren Menge (Siehe etwa [21]) zu beweisen, worauf wir hier jedoch
nicht ndher eingehen wollen:

Definition 5.31 (Vitali-Zerlegung [1I] S.75-76). Fir z € R sei K, die Aqui-
valenzklasse von x beziiglich der Aquivalenzrelation ~y aus Lemma E War
nennen V = {IKC, | z € R} die Vitali-Zerlegung der reellen Zahlen. Fir ein In-
tervall [a,b], a,b € R nennen wir Vi, = {K;N[a,b] | + € R} die Vitali-Zerlegung
von |a, b.

Lemma 5.32 ([I1] S.75-76). Fiir jedes K €V gilt K ={z+q| ¢ € Q}

17Giuseppe Vitali, 1875-1932
18Henri Lebesgue (1875-1941)
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Beweis. Wir wahlen fiir jedes K € V mittels einer Auswahlfunktion ein x € K.
Aufgrund der Definition von V gilt fiir y € K, dassz —y =1 q € Q, also y = v +q.
Somit gilt £ C {z+q | ¢ € Q}. Die umgekehrte Inklusion folgt bereits direkt aus
der Definition von . O

Korollar 5.33 (|[I1] S.75-76). Fir jedes x € R ist IC, € V ist abzihlbar.
Korollar 5.34. Fliir jedes x € R liegt K, € V dicht in R.

Hier bendtigen wir wieder das abzahlbare Auswahlaxiom:
Lemma 5.35 ([11] S.75-76). Die Vitali-Zerlegung V ist tiberabzihlbar.

Beweis. Es gilt per Konstruktion | JV = R, ist also tiberabzahlbar. Fiir jedes
z € Rist K, € V abzdhlbar. Mit Lemma ist eine abzéhlbare Vereinigung
abzahlbarer Mengen jedoch hochstens abzahlbar. Daraus folgt, dass V iiberab-
zahlbar sein muss. O

Wir wollen hier darauf verzichten, Kardinalzahltheorie einzufiihren, daher verzichten
wir bei folgendem Lemma auf den Beweis:

Lemma 5.36 (Siehe [I5] S.98 Theorem 2.2). Sei (A;)jes eine Familie von alle-
samt abzihlbaren Mengen und einer tiberabzdihlbaren Indexmenge J, dann gibt es
eine Bijektion zwischen J und J;c; A;.

Korollar 5.37. Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Vitali-Zerlegung
und R.

Korollar 5.38. Es gibt eine bijektive Abbildung Y : [0,1] — V und 0 € YT(0)

Beweis. Die Existenz einer bijektiven Abbildung folgt mit und 0 € T(0)
folgt eventuell durch Vertauschen zweier Funktionswerte. O]

Notation 5.39. Wir bezeichnen mit Y ab nun eine Bijektion Y : [0,1] — V mit
0€7T(0)

5.3 Wilders zerbrechliche Menge

Nun kommen wir zur Konstruktion von Wilders zerbrechliche Menge. Man beachte
dabei, dass Wilder dabei gar nicht die Vitali-Zerlegung verwendete, sondern nur mit
Verweis auf [18] angab, dass eine iiberabzihlbare Familie in R dichter und paarweise
disjunkter Mengen existiert.

Konstruktion 5.40 (Wilders zerbrechliche Menge[23] S.424). Es sei R?* mit
der euklidischen Metrik versehen und die Punkte a = (%, %)T,b = (0,1)T,p =
(%, %)T € R? gegeben. Weiters sei D(a, p,b) das von den Punkten a,p und b fest-
gelegte Dreieck und V sei die Vitali-Zerlequng.

T :[0,1] — V sei bijektiv mit 0 € Y(0). Eine solche existiert wegen [5.38. Wir
setzen V= Y(t), dann gilt 0 € Vo = Y(0). Dann liegt ibrigens auch 1 € Vi per
Konstruktion der Vitali-Zerlegung. Wir setzen fiir t € [0,1],K; == {(z,0) | z €

ViN [0, 1]}, wodurch jedes K, dicht in der Menge C = S(a,b) liegt und die Menge
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G = {K, | t € [0,1]} dberabzihlbar ist. Mit gibt es eine bijektive Abbildung
© : [0,1] — C(a,p,b). Wir setzen A, == O(t) fir t € [0,1] und bezeichen wir
die Strecke S((t,0)T,p) mit l,. Seit € [0,1] fest und s € V;, dann definieren wir

ms = (ms1,Ms2)’ € [sNA; als jenes Element in [, A, bei dem mg o minimal ist.
FEin solches existiert, da ly und Ay fir alle s,t € [0,1] abgeschlossen sind. Dann
setzen wir My == |J, oy Ams}. Dies definieren wir fiir alle t € [0,1]. Wir setzen

nun
w= J {M}uip}
t€[0,1]\{0}

Notation 5.41. Mit W sei ab nun immer Wilders zerbrechliche Menge gemeint.

Lemma 5.42. Es sei R? mit der euklidischen Metrik versehen und die Punk-
te a = (0,007, = (0,1)",p == (5,35)" € R? gegeben. Dann liegt W dicht in
Conv(a,p,b).

Beweis. Sei, falls nicht anders angegeben sei die Notation wie in Konstruktion
Sei A € [0,1], dann gilt fiir ) == Aa+ (1 — A\)p und yy = Ab+ (1 — \)p,
dass z) € S(a,p) und yy € S(p,b) und damit liegt S(xy,yy) € Conv(a,p,b).
AuRerdem gilt S(zy,yy) = {z = (21,22)7 € Conv(a,p,b) | 20 = \%}, also in
Worten, eine horizontale Strecke in Conv(a,p,b), die zwei Seiten des Dreiecks
D(a,p,b) verbindet. Damit gibt es zu jedem z € Conv(a,p,b) \ p ein A € [0, 1],
sodass z € S(zx,yr). Sei A nun fest und z = (z1,20)7 € S(xy,yx) ebenfalls.
Dann gibt es ein r € [0,1], sodass z € [.. Nun gibt es ein ¢t € [0, 1], sodass
A; = S(zx,y2), denn S(xy, y)) € C(a,p,b). Dabei nehmen wir vorerst an t # 0.
Da V; dicht in [0,1] liegt, gibt es, falls  # 1 ist, zu ¢ > 0 ein s € V;, sodass
r < s <r+4e. Falls r = 1, wiahlen wir eben ein r — ¢ < s < r und der Rest
des Beweises funktioniert dann analog. Es gibt nun per Konstruktion genau ein
7= (1,m)" € S(x,\,yA) N[, fiir das dann gilt 7 € W. Nun iiberlegt man sich
leicht, dass 21 = § — (1 = A)(53 —r) und 7 = 5 — (1 = A\)(5 — s). Weiters gilt,
dass zp = 1 = \’\[ denn z und 7 liegen per Konstruktlon in S(xy,yy). Daher gilt
d(z,7) = [(1-N)(G—7)—(1=N)(5=5)] = 1=-V|(5-7)=(5=s)| = 1=N)[s—r| <
(1 — XNe < e. Folglich liegt 7 € W in U.(z). War nun jedoch ¢ = 0, so wihlt man
sich ein 2 € Conv(a,p,b) mit 2’ € Us(z) und 2’ ¢ S(zx,yx). Ein solches 2/
existiert, da S(zy,y,) offenbar nlrgends dicht in R? ist und fiir 2’ gibt es nun
ein 7 € W mit d(z,7) < 5. Nun miissen wir nur noch die Dreiecksungleichung
anwenden und erhalten. d(2',7) < d(z,2') +d(2',7) < 5§+ § = €. W liegt also
dicht in Conv(a, b, ¢), was wir zeigen wollten. O

Lemma 5.43 ([23] S.425). Seip = (3, 3)" dann ist W\ {p} total diskontinuier-
lich.

Beweis. Seien qq,qa € YW mit q; # g2, dann gibt es r, s € R mit ¢; € [, und ¢y € I,.
Es gilt r # s, denn per Konstruktion enthalten [, und [, héchstens einen Punkt
von W\ {p}. Wir nehmen ohne Beschrinkung an r < s und wéhlen ¢ € [0, 1]
mit r < t < s, t € Vj, wobei Vj wie in sei. Wir betrachten die Gerade

r={At0P+(1-NpeR* | NeR} ={(x,y)" € R|z=(1-2y)t+y}. Diese
enthélt keinen Punkt von W \ {p} und teilt den R? in 2 Hilften, die Mengen
O ={(z,y)T eR |2 < (1-29t+y}und {(z,9)T e R |z > (1 —2y)t +y}

48



Manuel Bruchmann

die offen und disjunkt sind. Seien G, = {(z,y)T € R | z = (1 — 2y)r + y} und
Ge = {(z,y)T e R |z = (1 —2y)s +y}. Nun gilt I, C G, und Iy C G, und
der gemeinsame Schnittpunkt dieser Geraden ist per Konstruktion p = (%, %)T,
weshalb gilt (I, \ p) € Oy und (I \ p) € O,. Daraus folgt wiederum ¢; € O; und
@2 € O3. Da G,NW = 0 gilt W\ {p} C= 01 U O,. Also ist wegen O; N Oy = 0
die Menge Z = (W \ {p}) N O; eine Zerlegungsmenge in W\ {p} und es gilt

@ € Z, aber ¢o ¢ Z. Somit ist 0 # Z # (W \ {p}), also W \ {p}) nicht

zusammenhéangend. O]
Lemma 5.44 (23| S.426). Wilders zerbrechliche Menge ist zusammenhdngend.

Beweis. Alle Notation sei so wie in Konstruktion Nehmen wir an W wére
nicht zusammenhangend. Dann gibt es eine Zerlegungsmenge Z in YV die den
Punkt p == (0,0)7 enthilt, aber Z¢ # (). Sei nun ¢ = (¢;, o)’ € Z¢. Mit Lemma
existiert ein Kontinuum C' C R?, das die Punkte p und ¢ trennt und fiir das
gilt CN(ZUZ) = . Sei I, fiir s € [0, 1], sodass ¢ € I ist. Sei 2z der Schnittpunkt
von [ mit S(a,b), dann gilt ¢ € S(p, z) = [5. Wir betrachten das von den Punkten
p,a und z bestimmte Dreieck D(p, a, z). Man beachte hier, dass per Konstruktion
von W, ¢ € S(p,a) = lj ist, also ist s > 0. Sei J = S(p,a) US(a,z) U S(z,c)
und K = S(c,p), so existiert nach Lemma ein Kontinuum ¢’ C C mit
C" C Conv(p,a,z), sodass C'"'NJ # ) # C'NK gilt. Sei v € "N K. Da
p,c € C') muss es einen Punkt ¢ € Z(p,a,z) N C" geben, wobei Z(p,a, z) das
Innengebiet von D(p, a, z) bezeichnet. Insbesondere gibt es ein ¢ € [0, s, sodass
q € l; liegt. Wir withlen ¢ € Z(p, a, z) N C" so, dass dann ¢ minimal ist. Es gilt nun
S(a,q) UC"US(v,b) = C,, € C(a,p,b) fiir ein t; € [0,1]. Ist t; = 0 so wihlen wir
eben eine Strecke von v zu einem anderem Punkt b € S(p,b) \ {p, b}, und setzen
stattdessen Cy, = S(a,q) U C" U S(v,V'). Dann ist ¢; # 0 und damit M, N W
nicht leer. Nun gibt es ein ¢ < r < s derart, dass (r,0)T € K,, ist. Dies bedeutet,
dass es einen Punkt ¢, € [, N Cy, gibt und per Konstruktion gilt ¢, € C’. Dies
ist ein Widerspruch, denn C’ C C' und C' waren mit Lemma so gewahlt, dass
CNW = (. Damit folgt aus Z Zerlegungsmenge und p € Z notwendigerweise
Z¢ = (), was bedeutet W ist zusammenhiingend. O]

5.4 Wilders zerbrechliche Staubwolke

Nun wagen wir uns daran Wilders Konstruktion auf der ganzen reellen Ebene fortzu-
fihren.
Als ersten Schritt bendtigen wir eine weitere Definition.

Definition 5.45 (Konvexer Kegel [16] S.39, 12.).

1. Seienk,n € Nund ay,as, . ..,a; € R, dann nennen wir Cone(ay, as, . . .,a;) =
{reR"|x= Zle)\ia,-,)\i eER, N >0,1<i<n}dendurchay,as,...,a €
R"™ erzeugten konvexen Kegel.

2. Ist k =2 =n und a1, ay linear unabhingig dann bezeichnen wir die Mengen
Ry = Cone(a;) = {x € R? | x = Aay firein0 < X\ € R} und Ry =
Cone(ay) als die Begrenzungsstrahlen von Cone(ay,as).
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Lemma 5.46 ([19] S.7). Seien a,b € R* und Cone(a,b) der von a,b erzeugte
konveze Kegel, dann ist Cone(a,b) unter endlichen Konvexkombinationen abge-
schlossen und somit konvex

Beweis. Seien ¢; = aja + f1b, co = aga + [ab, ..., ¢, = aga + Brb € Cone(a, b)
und z = Z?Zl Aic; fir a4, B;, A > 0,1 <7 < k und Z?Zl Ai = 1, dann gilt = =
S e =8 Mloga + Bib) = o8 (as)a + (35, AiBi)b € Cone(a, b). Also
ist Cone(a, b) unter endlichen Konvexkombinationen abgeschlossen und somit erst
recht konvex. O

Korollar 5.47. Sei a = (—%,—
ala+ (1 — a)\b € Cone(a, b).

DT und b = (3,—3)" und X\, a > 0, dann ist

Lemma 5.48. Scien a = (—3,—3)" und b= (3, —3)" und ¢ = aa+ (1 — )b fir

a >0, dann ist die Menge Cone(c) C Cone(a,b).

Beweis. Sei x = A¢ € Cone(c), dann gilt z = Aaa + (1 — a)b) = (ada + (1 —
a)Ab) € Cone(a, b), wie wir im letzten Korollar gezeigt haben. O
Definition 5.49. Seien a = (—3,—3)", b = (5,—3)" und p = (0,0)". Weiters
seinen Ry = Cone(a) und Ry = Cone(b) die Begrenzungsstrahlen von Cone(a, b)
und C die Menge aller Kontinua in R*. Wir bezeichnen ab nun die Menge

C = {C eC|C beschrinkt ,p & C,RiNC £ B, RN C #0,c € Conv(a,b)}
immer mit C.
Lemma 5.50. Es gibt eine Bijektion von [0,1] nach C.

Beweis. Sei A die Menge aller abgeschlossenen Mengen in R?. Es gilt, wie man
sich leicht iiberlegt Conv((0,0)7,a,b) C Cone(a, b). wie wir in [5.25| gezeigt haben,
existiert eine bijektive Abbildung von A nach C(a, b, ¢) und von dort nach [0,1].
Nun gilt C(a, p,b) € C C A (Siche wegen C(a, p, b)) Notation . Mit Lemma
folgt, dass eine Bijektion von C nach A existiert und da eine Bijektion von
dort nach [0, 1] existiert, folgt die Aussage. O

Wir konstruieren Wilders unendlichen Kegel fast analog zu Wilders zerbrechliche
Menge. Man muss dabei lediglich beachten, dass man explizit Beschranktheit der
auszuwahlenden Kontinua fordert:

Konstruktion 5.51 (Wilders unendlicher Kegel). Sei a = (—1,-1)7, b =
(3. —3)" und p = (0,0)" gegeben. Wir definieren die Bijektion = = [0,1]
S(a,b),z = Z(z) = (x — 1, —3)". Sei nun T : [0,1] — V bijektiv, wobei V die
Vitali-Zerlegung ist und so, dass 0 € Y(0). Firt € [0,1] setzen wir auflerdem
Ly = {X2(t) | A > 0} = Cone(=Z(t)). Mit Lemma gilt dann L; C Cone(a,b).
Sei auflerdem C die Menge aller Kontinua in R?, Ry, Ro die Begrenzungsstrahlen
von Cone(a,b) und C = {C € C | C beschrinkt ,C C Cone(a,b),p & C,R,NC #
0, Ry N C # 0}, dann gibt es eine Bijektion © : [0,1] — C, wie wir in Lemma
gezeigt haben. Wir setzen dann Cy = O(t) € C. Sei nun t € [0,1] fest, dann
wihlen wir fir alle s € T(t) N[0,1], ms = (ms1,ms2)” als jenes Element in
LsNCy, ber dem mg o minimal ist. Dies ist moglich, da laut Vorgabe Cy beschrinkt
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ist und L, und C; abgeschlossen sind. Wir setzen dann M; = User(t){ms}. Dies
fihren wir fir jedes t € [0,1] durch und setzen

Wao = U M, U{p}

t€]0,1]

Der Beweis von folgendem Lemma ist an den Beweis von Lemmal5.44angelehnt, der
seinerseits aus [23] S.426 stammt. Wir wollen ihn aber nochmal im Detail durchgehen,
weil der Zusammenhang unserer Konstruktion auf ganz R? den Zusammenhang dieser
voraussetzen wird.

Lemma 5.52. Wilders unendlicher Kegel ist zusammenhdngend.

Beweis. Alle Notation sei so wie in Konstruktion Nehmen wir an W, wire
nicht zusammenhéingend. Dann gibt es eine Zerlegungsmenge Z in Wy, die den
Punkt p = (0,0)7 enthilt, aber Z¢ # (. Sei nun ¢ = (¢, )T € Z¢. Per
Konstruktion von Wilders unendlichem Kegel ist ¢; < 0. Wir wihlen nun eine
untere Schranke S < 2¢y < 0 und setzen A := —25 > 0. Wir bilden D(p, Aa, A\b),
das von den Punkten p, Aa, \b festgelegte Dreieck, dann gilt ¢ € Conv(p, Aa, Ab).
Mit Lemma [5.57] existiert ein Kontinuum C' C R?, das die Punkte p und ¢ trennt
und fiir das gilt C N (Z U Z%) = (). Sei L, fiir s € [0, 1], so, dass ¢ € L,. Es gilt
dann auch ¢ € Conv(Aa, Ab, p) U L, =: I,. Sei z = A\Z(s) der Schnittpunkt von I
mit S(Aa, A\b), dann gilt ¢ € S(p, z). Wir betrachten das von den Punkten p, Aa
und z bestimmte Dreieck D(p, Aa, z) und beachte dabei, dass per Konstruktion
von Wy, ¢ € S(p, Aa) ist. Sei J = S(p, A\a) US(Aa, z) US(z,¢) und K = S(c,p),
so existiert nach Lemma ein Kontinuum ¢’ C C mit C" C Conv(p, Aa, z),
sodass C'NJ # 0 # C'NK ist.

Sei v € C"N K. Da p,¢c ¢ C’, muss es einen Punkt ¢ € Z(p, \a, z) N C" geben,
wobei Z(p, Aa, z) das Innengebiet von D(p, \a, z) bezeichnet. Insbesondere gibt
es ein t € [0, s[, sodass ¢ € S(A\=(¢),p) C L; liegt. Wir wéhlen g € Z(p, Aa, z) NC’
so, dass dann ¢ minimal ist. Es gilt nun S(\a,q) U C' U S(v,\b) = C,, € C
fir ein t; € [0,1]. Ist ¢; = 0 so wihlen wir eben eine Strecke von v zu einem
anderem Punkt ab in Ry = Cone(b), mit 0 < a < X und setzen stattdessen
Cy, = 8(Aa,q) UC"US(v, ab), weshalb wir annehmen kénnen ¢, # 0.

Dann ist M;, N1 W, # 0. Nun gibt es ein ¢t < r < s derart, dass r € T(¢1) N[0, 1]
und es gibt einen Punkt ¢, € L. N Cy, und per Konstruktion gilt ¢, € C’. Dies
ist ein Widerspruch, denn C’ C C' und C' waren mit Lemma so gewahlt, dass
C' N Wy = 0. Damit folgt aus Z Zerlegungsmenge und p € Z notwendigerweise
7% = (), was bedeutet W, ist zusammenhiingend. O

Lemma 5.53. Sei a = (—3,—3)" und b = (3,—1)", dann liegt Wa, dicht in
Cone(a, b).

19 Achtung: Wir kénnen hier ohne Beschriinkung annehmen, dass Z beschrinkt ist. Ansonsten
betrachten wir nur jenen Teilraum von Wy, der im soeben definierten Dreieck und seinem
Innengebiet liegt. Existiert eine Zerlegungsmenge Z die p, aber nicht ¢ enthilt, existiert sie
auch dort und damit das geforderte Kontinuum.
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Beweis. Der Beweis ist dquivalent zum Beweis in Lemma nur muss man
hier A > 0 anstatt A €]0, 1] annehmen, p := (0,0)” setzen und C anstatt C(a, b, c)
und K; durch C; ersetzen, wobei hier die Notation aus Konstruktion m gemeint
ist. O

Wir verzichten hier auf den Beweis, dass Wilders unendlicher Kegel total diskonti-
nuierlich ist, da dies aufgrund der Bildtreue des Zusammenhangs nur eine notwendige
Bedingung ist, damit Wilders zerbrechliche Staubwolke total diskontinuierlich ist und
somit am Ende gleich mitbewiesen wird.

Im letzten Schritt geht es nun darum, Wilders unendlichen Kegel auf die ganze
Ebene R ,zu dehnen”. Wir wollen die Konstruktion Wilders zerbrechliche Staub-
wolke nennen, da sie dicht wie Staub in R? liegt. Dabei wollen wir hier nicht mehr
auf geometrische Konstruktionen zuriickgreifen, sondern Cone(a,b) stetig auf ganz
R? abbilden, wozu wir Polarkoordinaten benutzen.

Da Polarkoordinaten allgemein bekannt sind wollen wir sie nur zur Wiederholung
erwdhnen, aber nicht weiter erkldrend auf sie eingehen. Wir verweisen dafiir etwa auf
[10], S.112, Beispiel 8.4:

nennen wir (r,1)T Polarkoordinaten, wenn die Funktion ) : [0, 00[x[Z, 2Z[—
R2 (r, )T — Q((r,¥)T) = (rcos(),rsin(¥))T auf die bekannten kartesischen
Koordinaten abbildet. Die Variable r nennen wir dann den Radius und i) den
Winkel

Wir werden ab nun Teilmengen und Punkte der Ebene in Polarkoordinaten angeben.
Dies ist wegen dem nachsten Lemma gerechtfertigt:

Lemma 5.55 (Siehe [10] S.112, Beispiel 8.4). Die Funktion Q@ aus Definition[5.5/)
ist surjektiv (aber micht injektiv). Fiir (x,y)T ist (r,¢)T mit Q((r,)T) = (z,y)T
eindeutig, falls r > 0.

Folgendes Lemma zeigt uns, dass mit Polarkoordinaten fiir festes ¢ € [Z, 2] in
die Elemente einer festen Menge L;,t € [0, 1] aus der Konstruktion des unendlichen

Kegels beschrieben werden.

Lemma 5.56. Seien alle Definitionen wie in|5.54| gegeben und a, b € R*\{(0,0)7}
linear unabhdingig. Seien Polarkoordinaten (rq,v,)", (ry, ¥p)" €]0,00[x[%, %[ so

gegeben, dass a = Q((rq,va)") und b= Q((ry, vp)T). Dann folgt 1, # y.

Beweis. Da a und b linear unabhéngig sind, gilt fiir jedes A € R, dass Aa # b. Neh-
men wir nun an 1, = 4, dann folgt b = Q((ry, 1y)") = (14 cos(tha), ra sin(¢a))" =
:—Za. Ein Widerspruch O

Lemma 5.57. Seien alle Definitionen wie in|5.54| gegeben und a, b € R*\{(0,0)7}

linear abhingig. Seien Polarkoordinaten (rq,1q)", (1o, )" €]0, 00[x[5, 2] so ge-

geben, dass a = Q((1q,0,)T) und b = Q((ry, )T). Dann folgt Vg = 1py.
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Beweis. Da a und b linear abhéngig sind, gibt fiir ein A € R, sodass \a = b gilt.
Dann gilt b = AQ((r, ¥a)T) = (Ary cos(y), Arg sin(1),))T. Das war zu zeigen. [

Nun haben wir alle Zutaten, um Wilders Konstruktion auf der ganzen reellen Ebe-
ne fortzusetzen und wollen sie Wilders zerbrechliche Staubwolke nennen. Es sei hier
erwahnt, dass wir explizit darauf verzichten, Karthesische Koordinaten in Polarkoor-
dinaten umzurechen, uns ist nur wichtig, dass man jeden Punkt in R? als Polarkoor-
dinate angeben kann. Die Polarkoordinaten sollen dabei als Hilfsmittel dienen um die
Konstruktion {ibersichtlicher zu gestalten.

Konstruktion 5.58 (Wilders zerbrechliche Staubwolke). Seien (r,1)T Polarko-

1 1 1 1

ordinaten und a = (—3,—3)" und b = (3, —3)" gegeben. Wir suchen eine stetige

Funktion F, die den Winkel ¢ = 3L invariant lisst, sodass F [Cone(a,b)] = R?

gilt. Deshalb definieren wir die Funktion

b T 5
F 2 [0.00[x [T Tl Bx (3 5 ()T = (o))
definiert durch
3w, 3w )

Frw)7) = (40 - 2) + 2

Diese Funktion ist stetig und es gilt auch F ((r,3)") = 35 F st offenbar sur-
jektiv und mit Lemma lisst sich jeder Punkt in R? mit Polarkoordinaten
im Bildbereich von F angeben, weshalb F [Cone(a,b)] = R? gilt. Sei W,, Wilders

unendlicher Kegel. Wir definieren
WS = F W)
als Wilders zerbrechliche Staubwolke.

Lemma 5.59. Wilders zerbrechliche Staubwolke liegt dicht in R?.

Beweis. Wir iibernehmen die Notation von Konstruktion [£.58 Die in der Kon-
struktion definierte Funktion F ist stetig und W, ist dicht in Cone(a, b). Lemma
besagt, dass dann F [W,.] dicht in f [Cone(a,b)] liegt. Dies ist gerade die
Aussage. O

Lemma 5.60. Wilders zerbrechliche Staubwolke ist zusammenhdngend.

Beweis. Wy ist zusammenhangend und F stetig. Da Zusammenhang bildtreu
ist, folgt die Behauptung sofort. m

Proposition 5.61. Sei a = (=%, —3)" und b = (3, 1) gegeben. Die Funktion
=:0,1] — S(a,b) sei wie in bei der Konstruktion des unendlichen Kegels
definiert. Sei fir v € [0,1], Z(1) = (r;,%,)" in Polarkoordinaten gegeben, dann

folgt 0 < s <t <1, <.

Beweis. Da = injektiv ist, folgt aus s < t — =(s) # Z(t). Auferdem ist Bild(Z) =
S(a,b). Daraus folgt sofort =(s) ¢ Cone(=(t)), also s # 1. Sei also g < ¢y
und x = (z1,22)7,y = (y1,92)" € S(a,b) mit x = (r, cos(1),), rysin(1),))? und
y = (r, cos(¢y), rysin(ty))”. Wegen z,y € S(a,b) gilt r, sin(vs) = 7, sin(¢);), wor-
aus folgt r, = r, ziﬂgz}“;, denn sin(¢) # 0 fiir ¢, € [2%, Z¥]. Wir miissen hier eine
Fallunterscheidung durchfiihren:
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o Ist ¢, € 25, %] und ¢y € [, ], dann gilt ; = rycos(vs) < 0 <

1y cos(1ps) = y1. Daraus folgt aus der Definition von = sofort s < t.

5 6w : cos(it) __ 1 1 __ cos(vs)
o Ist 1,4y € [, %], dann ist 0 < ) = ) < e = ) S 1,

denn die Kotangens-Funktion ist in diesem Intervall streng monoton fallend.
Mit sin(z,) < 0 folgt daraus

T =7 sin(y) cos(ps) = ry

Ysin(1),)

Aus x1 <y folgt wieder s < t.

cos(¢s)
sin(4)s)

sin(v¢y) < rycos(¢y) = 1

e Den Fall ¢, €]%, 7] beweist man véllig analog zum vorhergehenden.

Die andere Implikation folgt automatisch mit dem bisher bewiesenen durch Kon-
traposition, indem man s und ¢ vertauscht. O

Lemma 5.62. W2 \ (0,0)7 ist total diskontinuierlich.

Beweis. Sei a = (—3,—3)" und b = (1, —3)" gegeben und Vp ) die Vitali-

Zerlegung von [0, 1]. Die Funktionen = : [0,1] — S(a,b) und Y : [0,1] — V

seien wie in bei der Konstruktion des unendlichen Kegels definiert. Ebenso

seien wieder fiir alle ¢ € [0, 1] die Mengen L, := Cone(Z(t)) gegeben.

Seien nun ¢, € W2 \ (0,0)7 mit q; # ¢o. Nehmen wir an, ¢; € Cone(gy),
T 3T

dann gibt es ry,7; €]0,1[ und w € [5,%], sodass ¢ = (r,w)", g2 = (r2,w)”

in Polarkoordinatendarstellung, denn die Winkel von ¢; und ¢, sind mit Lemma
und genau dann gleich, wenn ¢; € Cone(gs). Es gibt dann s,t € [0, 1]
und z; € Cone(=(s)) N Wy und 25 € Cone(Z(t)) N Wy, sodass F (21) = ¢; und
F(22) = qo. Seien 71,75 €]0,1[ und 9, < vy mit ¥y, € [2F, Z°[, dann gilt,

104
wenn (r1,01)T = F((r1,¥1)7) und (rq, 02)T = F ((ro,12)T), dass 6; < 0. Wegen
¢ = (r1,w)”, go = (r2,w)” folgt daraus dann, dass es ein € € [2F, T2[ gibt, sodass

21 = (r;, )T und 2z = (r9,€)T (in Polarkoordinaten). Mit Proposition folgt
dann s = t. Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion von W,.

Daraus folgt, dass beliebige paarweise verschiedene qi,q € W2 \ (0,0)7 in der
Polarkoordinatendarstellung auch unterschiedliche Winkel besitzen.

Seien wie vorhin s, ¢t € [0, 1] und z; € Cone(E(s))NWx und 2o € Cone(=Z(t)) MW,
sodass F (z1) = ¢; und F (22) = g2 und sei ¥; der Winkel von ¢; beziehungsweise
1y der Winkel von ¢o. Wir konnen ohne Beschrankung annehmen s < ¢, dann gilt
mit auch ¢y < 9. Nun liegt T(0) N [0, 1] dicht in [0, 1], also kénnen wir ein
u € Y(0)N[0,1] mit s < u < t finden, sodass in Cone =(u) kein Element von W,
liegt und daher kénnen wir mit Proposition einen Winkel v, € [Z, °Z] finden

mit ¢ < 1 < 15. Und mit gleicher Argumentation ein ¢y < v9 < 577r,2del?art, dass
kein Punkt von W2 \ (0,0)7 den Winkel 7, oder v, besitzt. Nun sind die Men-
gen Uy = {(r,¢)" €]0,00[x]71,72[} und Uy := {(r, §)" €]0, 00[x[5, m[U]72, 5[},
deren Element in der Polarkoodinatendarstellung angegeben wurden, offen. Bei
U, ist das nicht sofort klar, folgt aber aus der 2m-Periodizitdt der Sinus- und

Konsinusfunktion, denn es gilt

lim cos(y)) = Cos(g) und lim sin(y)) = Sin(g)

5m 5m
=5 b5
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Aufserdem sind U; und U, per Konstruktion disjunkt. (Hierbei muss man bei
Polarkoordinaten im Fall » = 0 vorsichtig sein, da aber der Radius aller Punkte
in Uy und U, grofser als 0 ist besteht hier kein Problem.) Sei V' := U;NU,, dann ist
V ={(r,)T €]0,1[x{71,72}}. Nun haben wir bereits festgestellt, dass in V kein
Punkt von W2\ (0,0)7 liegt. Also ist Z :== U;NW2.\ (0, 0)T eine Zerlegungsmenge
in W2\ (0,0)T mit ¢, € Z, aber ¢; € Z. Da ¢, q2 € W2\ (0,0)T beliebig waren,
ist W2\ (0,0)T total diskontinuierlich. O

Korollar 5.63. W, \ (0,0)7 ist total diskontinuierlich

Beweis. Da Zusammenhang bildtreu ist und F[Wx \ (0,0)7] = W2 \ (0,0)7
ist dies eine notwendige Bedingung, damit W2 \ (0,0)T total diskontinuierlich
ist. [

Damit haben wir es geschafft, aufbauend auf Wilders Konstruktion, eine zerbrech-
liche Menge zu konstruieren, die dariiber hinaus dicht in ganz R? liegt.

6 Ausblick

Eine spannende Mdglichkeit, die man noch hatte, ware es, den zerbrechlichen Ke-
gel e-dicht auf die ganze reelle Ebene auszudehnen. Dies war eigentlich im ersten
Konzept dieser Arbeit geplant. Mit der Entdeckung von Wilders Paper [23] und der
dort vorgestellten zerbrechlichen Menge ergab sich jedoch eine vielversprechende die
Méoglichkeit, eine Konstruktion sogar dicht auf ganz R? fortzufiihren und somit wurde
der Plan, den zerbrechlichen Kegel fortzusetzen fallengelassen.

Eine Idee zur Umsetzung, bei der wir an dieser Stelle ganzlich darauf verzichten, sie zu
formalisieren, ware es, das Cantorsche Diskontinuum so homéomorph auf alle Kreise
um den Nullpunkt mit ganzzahligen Radien zu legen, dass sich die Bilder der Liicken
des Cantorschen Diskontinuums jeweils diametral gegeniiberliegen. Danach kann man
versuchen, eine Konstruktion analog zum zerbrechlichen Kegel auf diesem Grund-
geriist aufzubauen. Weiters kdnnte man dann Theorem 5.4.3 aus [12] heranziehen.
Dies besagt, dass alle zum Cantorschen Diskontinuum homéomorphen topologischen
Raume ebenfalls kompakt, total diskontinuierlich und in sich dicht ist. Auf Grund
dieser Eigenschaft ldsst sich vermutlich eine entsprechende Menge konstruieren, die
zusammenhiangend und e-dicht ist. Ob eine entsprechende Konstruktion auch eine
zerbrechliche Menge ist, miisste dann entsprechend untersucht werden.

Eine weitere Moglichkeit, die man im Hinblick auf zerbrechliche Mengen noch hitte,
ware, diese in hoheren Dimensionen, oder etwa auf Funktionenraumen zu konstruieren.
Dabei konnte man, entsprechend dem zerbrechlichen Kegel, anstatt des Cantorschen
Diskontinuums, hoherdimensionale Fraktale als Grundgeriist verwenden.
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7 Auflistung Symbole und Notation

Kn

T1,T2,T3

UA

NA

CIXA

il’ltXA

f.9.h,® T, 0,0
714]

Bild(f)

K(z)

ZC
Q:n

¢
A

Symbolliste
Bedeutung

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reelen Zahlen

Potenzmenge einer Menge X

Infimum einer Teilmenge von R

Supremum einer Teilmenge von R

Bezeichnet eine Metrik

Euklidische Metrik

Maximumsmetrik

Diskrete Metrik

= inf{d(x,y) |y € A}

e-Umgebung

Bezeichner einer Topologie (eventuell mit Index I € {X,Y'})
Von der Metrik d induzierte Topologie (Siehe
Topologischer Raum auf einer Menge X (X hier beispielhaft)
R™ mit euklidischer Topologie

Die Topologieeigenschaften (Siehe

Vereinigung aller Mengen in einem Mengensystem A4
Schnitt iiber alle Mengen in einem Mengensystem A

clx A = {z € X | x Berithrpunkt von A}, Abschluss von A
intxy A= {x € X | A Umgebung von z} das Innere von A in X
Funktionsbezeichner

Bildmenge einer Menge A unter einer Funktion f
Bildmenge einer Funktion f

Zusammenhangskomponente von x in X (Siehe D

Zu Z komplementére Zerlegungsmenge (Siehe D
= {Z% a; € {0,1,2},(Vj GN) j < n = a; - {0,2}}

i=1

= (,en €n (das Cantorsche Diskontinuum)
= {Z #la;€{0,1,2},a1 =cp,...an =, C = (cl,...,cn)T}
i=1

Falls nicht explizit angegeben, ein Dispersionspunkt

Der zerbrechliche Kegel (Siehe

Der punktierte zerbrechliche Kegel (Siche

={>20 5 € €| (a)en fast konstante Folge in {0,2}}
Strecke zwischen den Punkten a und b

=S ((3,3)%, t,0)7) fiir t € [0,1]

Dreieck mit den Eckpunkten a,b, ¢ (Siehe

= {327 Nai | N €)0,1[,1 <@ < 3,57\, = 1} (Innengebiet)

[e.o]
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Symbol Bedeutung
K ::{:E—l—q|q€@}ﬁ'1r:1:€]R(Siehe
V | = U,er K, die Vitali-Zerlegung (Siche )
Viay | = Uyer Ko die Vitali-Zerlegung von [a, b] (Siehe
) | Menge der Konvexkombinationen der Punkte a4, ..., a,
Cone(ay, ...,a,) | Von ay,...,a, erzeugter konvexer Kegel
C | Menge aller Kontinua in R? (Siche

C(a,b,c) | Hierfiir verweisen wir aus Platzgriinden auf Notation |5.23
C | Hierfiir verweisen wir aus Platzgriinden auf Definition
T | Bijektive Abbildung:Y : [0, 1] — V mit 0 € Y(0)
W | Wilders zerbrechliche Menge
W | Wilders unendlicher Kegel (Siehe
We. | Wilders zerbrechliche Staubwolke W2 = f W] (Siehe
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