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1 Einleitung

�Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben�, so poetisch soll der

Gelehrte Galileo Galilei die Tatsache zum Ausdruck gebracht haben, dass sich zahlreiche

Probleme der Physik mit Hilfe mathematischer Theorien beschreiben und lösen lassen.

Während Galilei sich zu seiner Zeit vornehmlich auf Aspekte der heutigen klassischen

Newton'schen Physik bezogen haben muss, so bleibt der Ausspruch auch für die moderne

Physik nicht weniger wahr. Die Quantenmechanik untersucht beispielsweise die physikali-

schen Zustände im subatomaren Bereich. Die Sprache der Mathematik, die hier Verwen-

dung �ndet, benutzt vielfach Grammatik und Vokabular, welche die Funktionalanalysis

und die Theorie der Di�erentialgleichungen bereitstellen. Ein Beispiel ist der sogenannte

Schrödinger-Operator S, der zur Beschreibung der Bewegung eines Teilchens in einem Po-

tential dient und dessen Eigenwerte bestimmte Zustände von Teilchen repräsentieren. Eine

mögliche formale Darstellung lautet [1]

S = − ~2

2m
H+ V.

In dieser Formel stehen die Konstanten ~,m für das reduzierte Planck'sche Wirkungs-

quantum beziehungsweise eine Masse. Der Ausdruck H bezeichnet den Laplace-Operator

und V symbolisiert ein Skalarpotential. Ohne die Physik hinter diese Formel weiter erläu-

tern zu wollen, sei der Blick auf den Laplace-Operator H gelenkt, der als Operator der

zweiten Ableitung fungiert. Dieser lässt sich auf verschiedenen Bereichen de�nieren und

hinsichtlich seiner Eigenschaften und insbesondere auch Eigenwerte untersuchen. Klassi-

scherweise handelt es sich bei dem De�nitionsbereich um Sobolevräume der Art H2(Ω) mit

einer Menge Ω ⊂ Rn. Diese Grundmenge lässt sich verallgemeinern, sodass der Operator

H mit einem De�nitionsbereich im Funktionenraum L2(G) auf einem Graphen G de�-

niert werden kann. Einen solchen Di�erentialoperator auf einem Graphen bezeichnet man

dann als Quantengraphen. Die physikalische Interpretation eines solchen Quantengraphen

könnte beispielsweise ein Molekül sein und der Schrödinger-Operator beziehungsweise der

Laplace-Operator dienen der Beschreibung der Elektronen und ihrer Zustände in diesem

Molekül. Daher liegt es nicht nur im intrinsischen Interesse der Mathematik, sondern mög-

licherweise auch in dem der Physik, den Laplace-Operator auf Graphen zu studieren, um

in obiger Metapher bleibend ein paar weitere mathematische Worte dem Buch der Natur

hinzufügen zu können.

Für endliche Graphen und den zugehörigen Funktionenraum L2(G) sind zahlreiche nichttri-

viale Aussagen über den Laplace-Operator auf einem solchen Graphen bekannt. Unter be-

stimmten �Standardannahmen� ist der Operator H auf endlichen Graphen selbstadjungiert

und besitzt ein rein diskretes Spektrum. In der Folge kann zum Beispiel geschlussfolgert

werden, welche unteren Grenzen für die Eigenwerte des Laplace-Operators in Abhängigkeit

von der Länge L(G) des Graphen gelten. Eine der bekanntesten Abschätzungen ist die von
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Nicaise [2] im Jahr 1987 gefundene und von Friedlander 2005 [3] verbesserte Abschätzung

der unteren Grenzen der Eigenwerte λk des Laplace-Operators H als

λk(H) ≥ (k + 1)2π2

4L(G)2
k ≥ 1.

In der Verö�entlichung von Kennedy im Jahr 2016 [4] wurden weitere Abschätzungen für

den endlichen Fall bewiesen, beispielsweise in Abhängigkeit von Länge und Durchmes-

ser des Graphen oder von der Anzahl der Knoten und Kanten. Möchte man nun analoge

Aussagen für Graphen mit unendlich vielen Knoten und Kanten �nden, so ist das erste Pro-

blem, dass der Laplace-Operator unter den �Standardbedingungen� im Allgemeinen nicht

mehr selbstadjungiert ist. Diese Problematik wird in der Verö�entlichung von Kostenko

aus 2019 [5] dargestellt und es werden verschiedene Wege aufgezeigt, auf welchen De�niti-

onsbereichen der Laplace-Operator auf einem unendlichen Graphen selbstadjungiert ist.

In der vorliegenden Arbeit wird der Laplace-Operator auf unendlichen Graphen hinsicht-

lich seines Spektrums untersucht. Dabei werden in Kapitel 2 als Erstes einige funktional-

analytischen Präliminarien dargestellt. Das sich anschlieÿende dritte Kapitel widmet sich

den grundlegenden De�nitionen von metrischen Graphen sowie den funktionalanalytischen

Strukturen, die auf metrischen Graphen de�niert werden können. Auÿerdem werden der

maximale und der minimale Laplace-Operator auf unendlichen Graphen eingeführt. Beide

Operatoren werden sich als im Allgemeinen nicht selbstadjungiert erweisen. Das Kapitel

beruht im Wesentlichen auf der Verö�entlichung [5]. Im vierten Kapitel folgt als Exkurs

ein kurzer Abschnitt über die Theorie quadratischer Formen. Diese werden ein essentielles

Hilfsmittel zum Au�nden selbstadjungierter Realisationen des Laplace-Operators auf un-

endlichen Graphen sein. Einige dieser selbstadjungierten Erweiterungen werden im fünften

Kapitel eingeführt, wobei die Friedrich'sche Erweiterung HF und die Neumann'sche Er-

weiterung HN von besonderem Interesse sein werden. Nach diesen Vorbereitungen erhalten

wir in Kapitel 5 als erstes Resultat, dass im Falle endlicher Länge des unendlichen Gra-

phen sowohl HF als auch HN ein rein diskretes Spektrum haben (Korollar 5.17). Darauf

aufbauend analysieren wir im Kapitel 6.1 die Eigenwerte der Neumann'schen Erweiterung

für den Fall endlicher Länge genauer. Das Hauptergebnis (Satz 6.2) wird sein, dass sich die

Abschätzung aus dem endlichen Fall vollständig überträgt. Es gilt für den k-ten Eigenwert

λk der Neumann'schen Erweiterung

λk(HN ) ≥ (k + 1)2π2

4L(G)2
k ≥ 1.

Des Weiteren können wir für die Neumann'sche Erweiterung zwei Sätze aus der Verö�ent-

lichung [4], welche Abschätzungen in Abhängigkeit von Durchmesser und Länge geben,

teilweise auf den unendlichen Fall übertragen. Im Spezialfall, dass der Graph ein Baum

ist, erhalten wir eine weitere Abschätzung, wie sie für den endlichen Fall von Rohleder [6]

bewiesen wurde. Das Kapitel 6.2 beschäftigt sich mit Spektralabschätzungen für die Fried-
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rich'sche Erweiterung. Für diese können wir auch die Spektrallücke im Falle Graphen end-

licher Länge mit

λ1(HF ) ≥ π2

4L(G)2

als bestmögliche Abschätzung beweisen. Was Graphen unendlicher Länge angeht, so werden

in dieser Arbeit keine Antworten zum Fragen des Spektrums des Laplace-Operators zu

�nden sein. Dies liegt daran, dass bestimmte Kompaktheitsvoraussetzungen bei unendlicher

Länge des Graphen nicht mehr gelten. Diese werden aber nicht nur für den Beweis benötigt,

dass die betrachteten Laplace-Operatoren ein diskretes Spektrum haben, sondern auch

für die Untersuchung des Spektrums selbst wird dies immer wieder benötigt: die meisten

Beweise beruhen auf der Möglichkeit, einen unendlichen Graphen endlicher Länge durch

endliche Graphen zu approximieren. Dieses Argument kann bei unendlicher Länger in dieser

Form aber nicht mehr angewandt werden.



5

2 Präliminarien

In diesem Kapitel werden im Wesentlichen bekannte, aber wichtige Resultate aus der Ana-

lysis zusammengestellt. Wir beginnen mit einigen allgemeinen Tatsachen über Hilberträu-

me. Der zu Grunde liegende Skalarkörper K kann hier entweder R oder C sein [7, Satz

1.2.15].

Satz 2.1. Sei I eine abzählbare Menge und für jedes i ∈ I sei (Xi, 〈·, ·〉i) ein Hilbertraum.

Sei

X :=

{
f := (fi)i∈I ∈

⊕
i∈I

Xi :
∑
i∈I
‖fi‖2i <∞

}
und die Abbildung 〈·, ·〉 : X ×X → K de�niert durch

〈f, g〉 =
∑
i∈I
〈fi, gi〉i für f = (fi)i∈I , g = (gi)i∈I ∈ X

Dann ist (X, 〈·, ·〉) ein Hilbertraum.

Zwischen einem Hilbertraum X und seinem Dualraum X ′ besteht folgender fundamentaler

Zusammenhang [8, Satz 6.3.9].

Satz 2.2 (Riesz'scher Darstellungssatz). Sei (X, 〈·, ·〉) ein Hilbertraum und x′ ∈ X ′ ein

lineares stetiges Funktional. Dann existiert genau ein h ∈ X, sodass

x′(x) = 〈x, h〉 für alle x ∈ X.

Die Elemente eines Banachraumes X lassen sich häu�g auch als Elemente eines anderen

Raumes Y au�assen. Ist die Abbildung I : X → Y zudem stetig, spricht man davon, dassX

stetig in Y eingebettet ist, symbolisch mit X ↪→ Y ausgedrückt. Darauf baut die folgende

De�nition einer kompakten Einbettung auf.

De�nition 2.3 (Kompakte Einbettung). Seien X,Y Banachräume, für die eine stetige

Einbettung X ↪→ Y existiert. Wir nennen X kompakt in Y eingebettet, wenn die Einheits-

kugel B ⊂ X eine präkompakte Menge in Y ist.

Für ein o�enes Intervall (a, b) bezeichne L2((a, b)) den Hilbertraum der quadratisch inte-

grierbaren Funktionen; die Sobolevräume H1((a, b)) bzw. H2((a, b)) erhalten wir mit f ′ als

schwacher Ableitung analog als

H1((a, b)) = {f ∈ AC((a, b)) | f ′ ∈ L2((a, b))} H2((a, b)) = {f ∈ H1((a, b)) | f ′ ∈ H1((a, b))}

wobei AC((a, b)) den Raum der absolutstetigen Funktionen auf (a, b) bezeichnet. Des Wei-

teren de�nieren wir wie üblich die Räume H1
0 ((a, b)) und H2

0 ((a, b)) als die Abschlüsse des

Raums C∞c ((a, b)) der beliebig oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger be-

züglich der Normen ‖·‖H1((a,b)) beziehungsweise ‖·‖H2((a,b)). Eine detaillierte Darstellung,
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auch zu den zugehörigen Normen der Banachräume, �ndet sich in Kapitel 5 von [8].

Für die Sobolevräume lassen sich verschiedene Einbettungssätze formulieren. Folgende For-

mulierung des Einbettungssatz werden wir benötigen [8, Satz 5.3.25], [9].

Satz 2.4 (Sobolev'scher Einbettungssatz). Sei (a, b) ein reelles Intervall und H1((a, b))

der erste Sobolevraum. Dann existiert eine nur von der Länge L des Intervalls abhängige

Konstante CL, sodass für alle f ∈ H1((a, b))

‖f‖∞ ≤ CL‖f‖H1((a,b))

gilt. Für die Konstante CL gilt die Abschätzung

CL ≤
√

coth(L).

Dabei bezeichnet die ‖·‖∞ die Supremumsnorm, das heiÿt also im obigen Satz

‖f‖∞ = sup
x∈(a,b)

|f(x)|.

Relevant im späteren Verlauf ist weniger die genaue Abschätzung der Konstante, sondern,

dass L > L′ auch CL < CL′ impliziert. Bei der Untersuchung von linearen Operatoren

auf einem Hilbertraum stellt sich häu�g die Frage, ob der Operator selbstadjungiert ist.

Folgendes Kriterium werden wir später benötigen [7, Satz 2.5.16].

Proposition 2.5. Sei A ein im Hilbertraum X dicht de�nierter linearer Operator. Ist A

symmetrisch und surjektiv, dann ist A selbstadjungiert.

Selbstadjungierte Operatoren in Hilberträumen lassen sich mit Hilfe des Spektralsatzes als

Spektralintegral darstellen. Wir formulieren den Spektralsatz mit Hilfe von Spektralscha-

ren. Dazu benötigen wir folgende De�nitionen vorab [7, De�nition 2.5.5].

De�nition 2.6. Seien A,B symmetrische und nach unten beschränkte Operatoren im Hil-

bertraum X. Mit dom(A) ⊂ X beziehungsweise dom(B) ⊂ X bezeichnen wir die De�-

nitionsbereiche der Operatoren. Es heiÿt A kleiner oder gleich B (Bezeichnung A ≤ B),

wenn

dom(B) ⊂ dom(A) und 〈Af, f〉 ≤ 〈Bf, f〉 für jedes f ∈ dom(B)

ist.

Ist ein Operator gröÿer oder gleich dem Nulloperator, so erhält dieser Operator eine sepa-

rate Bezeichnung.

De�nition 2.7. Sei A ein symmetrischer Operator in einem Hilbertraum X mit dom(A) ⊂
X. Dann heiÿt A positiv, wenn

〈Af, f〉 ≥ 0
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für alle f ∈ dom(A).

Da orthogonale Projektionen in einem Hilbertraum stets beschränkt und symmetrisch sind,

können wir folgendermaÿen Spektralscharen de�nieren [7, De�nition 3.3.1].

De�nition 2.8 (Spektralschar). Sei X ein Hilbertraum und E : R→ B(X) eine beschränk-

te Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

(i) E(λ) ist eine orthogonale Projektion für jedes λ ∈ R,
(ii) für alle λ1, λ2 ∈ R mit λ1 ≤ λ2 folgt E(λ1) ≤ E(λ2),

(iii) für jedes λ ∈ R und alle f ∈ X gilt E(λ+ ε)f → E(λ)f für ε→ 0 und ε > 0,

(iv) es gilt für λ → −∞ E(λ)f → 0 für alle f ∈ X und für λ → ∞ E(λ)f → f für alle

f ∈ X.

Mit Hilfe der Spektralscharen lässt sich das so genannte E-Integral für Treppenfunktionen

erklären und schlieÿlich approximativ für alle E-messbaren Funktionen de�nieren. Der

Spektralsatz stellt einen eindeutigen Zusammenhang zwischen einem selbstadjungierten

Operator und einer Spektralschar her [7, Satz 3.4.1].

Satz 2.9 (Spektralsatz). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in

X. Dann gibt es genau eine Spektralschar E in X, sodass

A =

∫
λ dE(λ).

Mit Hilfe des Spektralsatzes lässt sich das Spektrum anhand der eindeutig zum Opera-

tor gehören Spektralschar untersuchen. Die folgende Unterteilung in das wesentliche und

diskrete Spektrum ist von besonderem Interesse [7, De�nition 3.5.4].

De�nition 2.10 (Wesentliches und diskretes Spektrum). Sei X ein Hilbertraum und

A : dom(A) ⊂ X → X

ein selbstadjungierter Operator in diesem mit dem Spektrum σ(A). Dann ist das wesentliche

Spektrum σe(A) de�niert als die Menge aller Punkte des Spektrums σ von A, die entweder

Häufungspunkte von σ(A) oder isolierte Eigenwerte unendlicher Vielfachheit von A sind.

Das diskrete Spektrum σd(A) ist de�niert als σd(A) := σ(A)\σe(A). Ist σd(A) = σ(A) so

hat A ein rein diskretes Spektrum.

Das folgende Kriterium erlaubt uns durch Bestimmung einer Resolvente R(λ,A) für ein

λ in der Resolventenmenge ρ(A) von A den Schluss auf ein rein diskretes Spektrum von

A [7, Satz 3.2.4].

Satz 2.11. Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in X. Es gebe

ein λ in der Resolventenmenge ρ(A) derart, dass die Resolvente R(λ,A) kompakt ist. Dann

hat A ein rein diskretes Spektrum.
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Hat ein halbbeschränkter selbstadjungierter Operator ein rein diskretes Spektrum, so kann

man mit Hilfe des Rayleigh- und des Min-Max-Prinzips die Eigenwerte bestimmen [7, Satz

3.5.7, Satz 3.5.8].

Satz 2.12 (Rayleigh'sches Prinzip). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter,

nach unten halbbeschränkter Operator mit rein diskretem Spektrum λ1 ≤ λ2 ≤ . . . λn ≤ . . .,
wobei jeder Eigenwert so oft in dieser Folge auftritt, wie es seiner Vielfachheit entspricht.

Sei {fn} das Orthonormalsystem der zugehörigen Eigenvektoren. Dann gilt

λ1 = min

{
〈Af, f〉
〈f, f〉

: 0 6= f ∈ dom(A)

}
und

λk = min

{
〈Af, f〉
〈f, f〉

: 0 6= f ∈ dom(A), f⊥{f1, . . . , fk−1}
}

für k = 2, 3, . . ..

Satz 2.13 (Min-Max-Prinzip). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter, nach

unten halbbeschränkter Operator mit rein diskretem Spektrum λ1 ≤ λ2 ≤ . . . λn ≤ . . .,

wobei jeder Eigenwert so oft in dieser Folge auftritt, wie es seiner Vielfachheit entspricht.

Auÿerdem stehe Mk für einen Teilraum von dom(A) der Dimension k (k = 1, 2, . . .). Dann

gilt

λk = min
Mk⊂dom(A)

max
0 6=f∈Mk

〈Af, f〉
〈f, f〉

.
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3 Quantengraphen

Im Rahmen des Studiums sind Graphen in der Regel aus der kombinatorischen Graphen-

theorie bekannt als höchstens abzählbare Menge von Kanten E und Knoten V . Solchen

Graphen fehlen noch zusätzliche mathematische Strukturen, um sie als Objekte der Funk-

tionalanalysis erkennen zu können. Um dies zu erreichen, erweitern wir als Erstes den Be-

gri� des kombinatorischen Graphen zu dem eines metrischen Graphen. Im Anschluss führen

wir Funktionenräume auf den Kanten des metrischen Graphen ein. Mit diesen Grundla-

gen können wir schlieÿlich einen Di�erentialoperator, in dieser Arbeit den Operator der

negativen zweiten Ableitung, auf dem Graphen de�nieren, sodass wir den �eigentlichen�

Quantengraphen erhalten.

3.1 Metrische Graphen

Wir beginnen mit einer grundlegenden De�nition [10, A.14].

De�nition 3.1 (Metrischer Graph). Sei G = (V,E) ein kombinatorischer, ungerichteter

Graph mit der Kantenmenge E und der Knotenmenge V . Ein metrischer Graph G ist ein

Tripel G = (V,E, λ) mit einer Funktion λ, die λ : E → (0,∞) für alle e ∈ E erfüllt. Das

Volumen oder die Länge eines Graphen de�nieren wir als

L(G) =
∑
e∈E

λ(e),

wobei wir L(G) =∞ als Graphen unendlicher Länge zulassen.

Im Falle eines metrischen Graphen identi�zieren wir die Kanten e ∈ E als o�ene Intervalle

e = (0, λ(e)) und die Knoten v, w der Kante e = (v, w) als Randpunkte des Intervalls. Wenn

wir von einem Punkt x ∈ G sprechen, handelt es sich entweder um einen Knoten oder einen

Punkt x ∈ e. Für zwei Punkte x, y ∈ e de�nieren wir den Abstand d(x, y) := |x − y| als
den euklidischen Abstand zwischen diesen Punkten. Da wir eine Kante e = (v, w) als

Intervall mit den Randpunkten {0, λ(e)} au�assen, verstehen wir unter dem Abstand von

x ∈ e zu einem Knotenpunkt dann d(x, v) = |x − 0| bzw. d(x,w) = |x − λ(e)|. Um einen

metrischen Graphen als metrischen Raum au�assen zu können, müssen wir eine Metrik

auf dem gesamten Graphen de�nieren können. Dazu führen wir die De�nition von Pfaden

ein. Dafür benötigen wir die Notation von benachbarten Knoten. Zwei Knoten vi, vj ∈ V
eines Graphen G = (V,E, λ) heiÿen benachbart, symbolisch vi ∼ vj , wenn (vi, vj) ∈ E, die
beiden Knoten also eine Kante in dem Graphen G bilden.

De�nition 3.2 (Pfad). Sei G ein metrischer Graph mit der Kantenmenge E und der Kno-

tenmenge V . Dann heiÿt eine Folge von Knoten (v0, v1, . . . , vn) ∈ V mit vk−1 ∼ vk für alle
1 ≤ k ≤ n und n ≥ 1 ein Pfad P in G.
Ein Pfad Px,y zwischen zwei beliebigen Punkten x, y ∈ G ist ein Pfad P = (x, v0, v1, · · · vn, y).

Gilt zudem x 6= vi 6= vj 6= y für alle 1 ≤ i, j ≤ n, so heiÿt Px,y Weg.
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Mit Hilfe der Pfadde�nition können wir erklären, wann wir einen metrischen Graphen als

zusammenhängend betrachten.

De�nition 3.3. Ein metrischer Graph G heiÿt zusammenhängend, wenn für alle x, y ∈ G
ein Pfad existiert, der x und y verbindet.

Entscheidend an dieser De�nition ist, dass P nach der De�nition 3.2 stets eine endliche

Folge ist. Dadurch können wir im Folgenden den Abstand zwischen zwei Punkten x, y ∈ G
de�nieren.

Für die Länge eines Pfades P = (v0, v1, . . . , vn) wählen wir die intuitive De�nition der

Länge als

L(P ) :=
∑
e∈P

λ(e)

und somit der Summe der Kantenlängen entlang des Pfades. Besteht der Pfad nur aus

einem Knoten, so setzen wir L(P ) = 0. Die Länge eines Pfades Px,y = (x, v0, v1, · · · vn, y)

ergibt sich dann naheliegend als

L(Px,y) = |x− v0|+ |y − vn|+
∑
e∈P

λ(e).

Die obige De�nition 3.1 eines Graphen ist noch zu allgemein, um auf diesen sinnvoll wei-

tere Strukturen de�nieren zu können. Zum Beispiel ist noch nicht ausgeschlossen, dass ein

Knoten unendlich viele benachbarte Knoten haben könnte. Zudem sind für uns nur zu-

sammenhängende Graphen von Interesse. Wir vereinbaren daher in dieser Arbeit folgende

Standardannahmen.

Vereinbarung 1. Der Graph G ist zusammenhängend und lokal endlich, das heiÿt jeder

Knoten hat höchstens endliche viele Nachbarknoten.

Auf einem solchen lokal endlichen Graphen lassen sich verschiedene Metriken de�nieren,

als die natürliche betrachtet man häu�g die Metrik des kürzesten Pfades.

De�nition 3.4. Für zwei beliebige Punkte x, y ∈ G mit x ∈ ex oder x ∈ V und y ∈ ey
oder y ∈ V de�nieren wir die Abbildung

d : G × G → R d(x, y) :=

|x− y| ex = ey

infP∈P(x,y) L(P ) sonst

mit P(x, y) als der Menge aller Pfade von x nach y. Wir bezeichnen d als Metrik des

kürzesten Pfades.

Dass d tatsächlich eine Metrik ist, lässt sich einfach überprüfen.

Lemma 3.5. Die Abbildung d aus De�nition 3.4 ist eine Metrik.
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Beweis. Da nur ungerichtete Graphen betrachtet werden, ist zunächst die Symmetrie von

d gegeben.

Ist x = y so folgt für x, y ∈ V , dass L(P ) = 0, da es sich um einen Pfad handelt, der nur

aus einem Knoten besteht. Sind x, y ∈ e, so ergibt sich d(x, y) = 0 aus den Eigenschaften

der euklidischen Metrik.

Sei nun d(x, y) = 0. Angenommen, es ist x 6= y. Liegt x im Inneren der Kante ex so folgt

aus den Eigenschaften der euklidischen Metrik, dass y nicht in ex liegen kann. Dann sind

aber x, y über einen Pfad verbunden und wir erhalten

d(x, y) = inf
P∈P(x,y)

L(P ) ≥ min{|x|, |x− λ(ex)|} > 0.

Wenn nun x, y ∈ V mit x 6= y sind, so ist infP∈P(x,y) L(P ) ≥ infvi∼x λ(x, vi). Da der Graph

lokal endlich ist, ist das In�mum ein Minimum und damit minvi∼x λ(x, vi) > 0. Also ist

d positiv de�nit. Ist P1 ein Pfad von x nach z und P2 ein Pfad von z nach y, so ist die

Zusammensetzung am arti�ziellen Knoten z ein Pfad von x nach y und da das In�mum

betrachtet wird, folgt mit d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) die Dreiecksungleichung für d.

Mit Hilfe der Metrik können wir nun auch erklären, was wir unter dem Durchmesser eines

metrischem Graphen verstehen.

De�nition 3.6 (Durchmesser eines Graphen). Sei G ein metrischer Graph und d die

Metrik des kürzesten Pfades. Dann heiÿt

D(G) := sup
x,y∈G

d(x, y)

der Durchmesser des Graphen.

In den folgenden Ausführungen werden sowohl endliche als auch unendliche Graphen be-

trachtet. In den Fällen, in denen wir endliche Graphen betrachten, wird dies explizit ge-

nannt. Viele De�nitionen, die für unendliche Graphen eingeführt werden, sind im endlichen

Fall nicht sinnvoll. Daher gilt in dieser Arbeit folgende Vereinbarung:

Vereinbarung 2. Der Graph G hat unendlich viele Knoten. Sofern es sich (auch) um

einen endlichen Graphen handeln kann oder soll, wird dies explizit genannt.

Mit diesen Voraussetzungen können wir funktionalanalytischen Strukturen de�nieren. Für

eine Kante e bezeichne L2(e) den Hilbertraum der auf dem o�enen Intervall (0, λ(e)) qua-

dratisch integrierbaren Funktionen; die Sobolevräume H1(e) bzw. H2(e) auf den Kanten

erhalten wir analog als

H1(e) = {f ∈ AC(e) | f ′ ∈ L2(e)} H2(e) = {f ∈ H1(e) | f ′ ∈ H1(e)},
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wobei AC(e) den Raum der absolutstetigen Funktionen auf e bezeichnet. Dann de�nieren

wir [5, 2.3]:

De�nition 3.7. Für einen metrischen Graphen G bezeichnen wir mit (L2(G), 〈·, ·〉L2(G))

den de�nierten Hilbertraum

L2(G) :=
⊕
e∈E

L2(e) =

{
f = {fe}e∈E |fe ∈ L2(e),

∑
e∈E
‖fe‖2L2(e) <∞

}

mit dem Skalarpodukt

〈f, g〉L2(G) :=
∑
e∈E
〈fe, ge〉L2(e) für f, g ∈ L2(G).

Analog de�nieren wir den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen mit kompaktem Trä-

ger auf G als

L2
c(G) =

{
f ∈ L2(G) | f 6= 0 auf höchstens endlichen vielen Kanten e ∈ E

}
.

Bei L2(G) handelt es sich somit um den Produktraum aus den abzählbar vielen Räumen

L2(e). Der Raum ist wohlde�niert und ein Hilbertraum, was eine Folgerung aus Satz 2.1

ist. Es wäre nun naheliegend, den Sobolevraum H1(e) auf den Kanten ebenso durch Pro-

duktbildung auf dem Graphen zum Raum H1(G) zu verallgemeinern. Eines der Merkmale

des Raumes H1((a, b)) auf einem Intervall (a, b) ist, dass in Folge des Sobolev'schen Ein-

bettungssatz (siehe 2.4) H1((a, b)) ⊂ C([a, b]) gilt. Daher sollte eine Funktion des Raumes

H1(G) auch auf dem Graphen stetig sein. Daher müssen wir klären, wann eine Funktion f

auf einem Graphen G stetig ist.

De�nition 3.8. Sei f eine Funktion auf dem metrischen Graphen G = (V,E, λ). Dann

heiÿt f stetig auf G, wenn
1. f auf jeder Kante e ∈ E als Funktion auf dem o�enen Intervall (0, λ(e)) stetig ist und

2. für jeden Knoten v mit {ev1 , . . . evn} als Menge der zu v inzidenten Kanten gilt:

lim
x→v
x∈evi

f(x) = f(v) für alle 1 ≤ i ≤ n.

Den Raum der auf dem Graphen G stetigen Funktionen bezeichnen wir mit C(G).

Den Raum H1(G) de�nieren wir nun folgendermaÿen [5, 3.1].

De�nition 3.9. Für einen metrischen Graphen G bezeichnen wir mit (H1(G), 〈·, ·〉H1(G))

den Vektorraum

H1(G) :=

{
f ∈ L2(G) ∩ C(G) |fe ∈ H1(e)∀e ∈ E,

∑
e∈E
‖fe‖2H1(e) <∞

}
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mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉H1(G) :=
∑
e∈E
〈fe, ge〉H1(e) für f, g ∈ H1(G).

Wir müssen zeigen, dass der so de�nierte Raum (H1(G), 〈·, ·〉H1(G)) ein Hilbertraum ist. In

diesem Fall folgt das nicht unmittelbar aus Satz 2.1, da es sich nicht um den Produktraum⊕
e∈E H

1(e) handelt.

Proposition 3.10. Der Raum (H1(G), 〈·, ·〉H1(G)) aus De�nition 3.9 ist ein Hilbertraum.

Vor dem Beweis stellen wir das folgende Lemma voran. Aus diesem geht hervor, dass alle

Funktionen f ∈ H1(G) beschränkt sind [5, Lemma 3.2].

Lemma 3.11. Sei f ∈ H1(G). Dann ist f beschränkt und es existiert eine Konstante CG,

sodass

sup
x∈G
|f(x)| ≤ CG‖f‖H1(G)

für alle f ∈ H1(G) gilt.

Beweis. Wir wählen einen Weg auf G, also einen Pfad P = (v0, . . . vn), der sich in keinem

Knoten schneidet. Sei nun x ∈ P ein Punkt auf diesem Pfad und f ∈ H1(G) eine beliebige

Funktion. Die Einschränkung von f auf den Pfad P können wir mit einer Funktion f̃ auf

dem Intervall IP = (0, L(P )) identi�zieren, für die f̃ ∈ H1(IP ) und

f̃ = f|P f̃ ′ = f ′|P

gilt. Für das Intervall mit der Länge L(P )
2 garantiert der Sobolev'sche Einbettungssatz 2.4

die Existenz einer Konstante CL(P )
2

, sodass für alle f̃ ∈ H1(IP ) und somit auch für alle

f ∈ H1(G)

|f(x)| ≤ CL(P )
2

‖f‖H1(IP/2) ≤ CL(P )
2

‖f‖H1(IP ) ≤ CL(P )
2

‖f‖H1(G)

gilt. Sei nun x ∈ G\P . Dann verbinden wir x mit v0 oder vn, sodass ein Pfad Px ohne

Schnittpunkte entsteht, für den L(Px) ≥ L(P )
2 gilt. Mit dem Sobolev'schen Einbettungssatz

folgt die Existenz einer Sobolevkonstante CPx ≤ CL(P )
2

, sodass die Abschätzung

|f(x)| ≤ CPx‖f‖H1(IPx )
≤ CL(P )

2

‖f‖H1(IPx )
≤ CL(P )

2

‖f‖H1(G)

für alle f ∈ H1(G) erfüllt ist. Da x ∈ G beliebig war, erhalten wir insgesamt, dass für alle

f ∈ H1(G)

sup
x∈G
|f(x)| ≤ CL(P )

2

‖f‖H1(G)

zutri�t und damit alle Funktionen aus H1(G) beschränkt sind.



14

Mit Hilfe des Lemmas folgt der Beweis von Proposition 3.10.

Beweis von Proposition 3.10. Der RaumH1(G) unterscheidet sich vom Raum
⊕

e∈E H
1(e)

dadurch, dass eine Funktion f ∈ H1(G) auf den abzählbar vielen Knoten stetig sein muss.

Da für zwei Funktionen f, g ∈ H1(G) auch die Funktion a(f + g) mit einem a ∈ K stetig

ist, ist der Raum H1(G) ein Vektorraum. Jede Funktion f ∈ H1(G) kann als Funktion in⊕
e∈E H

1(e) aufgefasst werden und es gilt

〈f, g〉H1(G) = 〈f, g〉⊕
e∈E H

1(e) für alle f, g ∈ H1(G).

Da 〈·, ·〉⊕
e∈E H

1(e) mit Satz 2.1 ein Skalarprodukt ist, folgt dies ebenso für 〈·, ·〉H1(G). Damit

ist H1(G) ein Prähilbertraum. Wir müssen nur noch die Vollständigkeit beweisen. Sei dazu

(fn)n∈N eine Cauchyfolge in H1(G). Mit Lemma 3.11 erhalten wir

‖fn − fm‖∞ ≤ CG‖fn − fm‖H1(G)

Also ist (fn) auch bezüglich der Supremumsnorm eine Cauchyfolge und konvergiert somit

gegen eine eindeutig bestimmte Funktion g ∈ C(G). Die Einschränkung eines Folgengliedes

fn auf eine Kante e bezeichnen wir mit fn,e. Auf jeder Kante e konvergiert die Folge

(fn,e) gegen eine stetige Funktion fe ∈ H1(e). Auf jeder Kante stimmt diese aufgrund des

Sobolev'schen Einbettungssatzes 2.4 mit g überein , also g|e = fe für alle e ∈ E. Damit

konvergiert (fn) aber auch bezüglich der Norm H1(G) gegen g und g liegt damit in H1(G).

Ein Merkmal von Funktionen aus Sobolevräumen der Art H1((a, b)) ist, dass eine sinnvolle

Fortsetzung auf die Randpunkte de�niert werden kann. Um dies auch für für Funktionen

aus dem Raum H1(G) erklären zu können, müssen wir ausführen, was wir unter den En-

den eines unendlichen Graphen verstehen. Zu diesem Zweck führen wir zwei verschiedene

De�nitionen von Graphenenden ein [5, De�nition 2.2 und 2.3].

De�nition 3.12 (Graphenende). Eine Folge von paarweise unterschiedlichen Knoten (vn)

mit n ∈ N bezeichnen wir als Strahl R, wenn vn ∼ vn+1 für alle n ∈ N. Zwei Strahlen R1

und R2 heiÿen äquivalent, wenn ein dritter Strahl existiert, der unendlich viele Knoten von

R1 und R2 enthält. Eine Äquivalenzklasse von Strahlen bezeichnen wir als Graphenende

ω und die Menge alle Äquivalenzklassen von G mit Ω(G). Zwei Strahlen R1 und R2 aus

unterschiedlichen Äquivalenzklassen, die den gleichen Startknoten v0 besitzen, lassen sich

an diesem Knoten verschmelzen. Wir bezeichnen dies als Doppelstrahl.

Wir überprüfen kurz, dass es sich in der De�nition tatsächlich um eine Äquivalenzrelation

handelt. Ein Strahl R enthält unendlich viele Knoten von sich selbst, also ist er zu sich

selbst äquivalent. Ist der Strahl R1 äquivalent zu R2, so existiert ein dritter Strahl R3,

der unendlich viele Knoten von R1 und R2 enthält. Also ist auch R2 äquivalent zu R1.

Ist auÿerdem R1 äquivalent zu R2 und R2 äquivalent zu R3, so existiert ein Strahl, der
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unendlich viele Knoten von R1 und R2 als auch R2 und R3 enthält. Also sind auch R1

und R3 äquivalent.

De�nition 3.13 (Topologisches Ende). Sei U = (Un) eine Folge nicht leerer zusammen-

hängender Komponenten von G mit kompakten Rändern, sodass Un+1 ⊂ Un für alle n ∈ N
und

⋂
n∈N Un = ∅ gilt. Zwei solcher Folgen U = (Un) und U ′ = (U ′n) heiÿen äquivalent,

wenn für alle n ∈ N Indizes j, k existieren, sodass U ′j ⊂ Un und Uk ⊂ U ′n. Eine Äquivalenz-
klasse γ von Folgen nennen wir topologisches Ende von G. Die Menge aller topologischen

Enden bezeichnen wir mit C(G).

Auch für diese De�nition überprüfen wir zunächst die Äquivalenzrelation. Eine Folge U =

(Un) aus der De�nition ist o�enbar zu sich selbst äquivalent. Aus der Äquivalenz von

U = (Un) zu U ′ = (U ′n) ergibt sich die Äquivalenz von U ′ zu U unmittelbar aus der

De�nition. Ist U äquivalent zu U ′ und U ′ äquivalent zu U ′′, so gibt es auf Grund der

De�nition Indizes i, j, k, l, sodass für alle n ∈ N

U ′′i ⊂ U ′j ⊂ Un und Uk ⊂ U ′l ⊂ U ′′n

gilt. Also ist auch U äquivalent zu U ′′ und alle Bedingungen einer Äquivalenzrelation sind

erfüllt.

Wenn wir über die Länge eines Strahls R sprechen, verstehen wir darunter die Summe der

zum Strahl gehörenden Kanten

L(R) =
∞∑
i=0

λ((vi, vi+1)).

Analog betrachten wir für ein Un aus De�nition den Graphen Un und setzen L(Un) :=

L(Un). Es stellt sich die Frage, wie die beiden De�nitionen 3.12 und 3.13 zusammenhängen.

Im Fall lokal endlicher Graphen besteht eine Bijektion zwischen C(G) und Ω(G). Es gilt

aber sogar mehr, wie folgender Satz zeigt [5, Satz 2.3].

Satz 3.14. Für jedes topologische Ende γ ∈ C(G) eines lokal endlichen metrischen Graphen

G existiert ein eindeutiges Graphenende ωγ ∈ Ω(G), sodass für jede Folge U = (Un), die

γ repräsentiert, jedes Un einen Strahl R aus ωγ enthält. Die Zuordnung γ 7→ ωγ de�niert

eine bijektive Abbildung zwischen C(G) und Ω(G).

Auf den Beweis wird wegen seiner rein graphentheoretischen Natur verzichtet, Details

�nden sich zum Beispiel in [11]. Im Folgenden werden wir zwischen beiden De�nitionen

nicht mehr unterscheiden und je nach Beweis die eine oder andere verwenden. Analog den

Pfaden in De�nition 3.2 erweitern wir die De�nition eines Strahls auf den Fall, dass der

Startpunkt kein Knoten ist [5, S.7] .
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De�nition 3.15. Sei R ein Strahl in G und x ∈ e ∈ Ev0 mit e 6= (v0, v1). Dann de�nieren

wir die Folge (x, v0, v1, . . .) als Strahl Rx. Die Menge aller Strahlen von G, die nicht an

einem Knoten starten, bezeichnen wir mit R(G).

In diesen Zusammenhang führen wir noch den häu�g benötigen Begri� einer kompakte

Ausschöpfung eines Graphen ein [5, S. 8].

De�nition 3.16. Sei (Gn)n∈N eine Folge von zusammenhängenden Teilgraphen von G,
sodass jedes Gn endlich viele Knoten und Kanten enthält, Gn ⊂ Gn+1 für alle n ∈ N und⋃
n∈N Gn = G gilt. Dann heiÿt (Gn) eine kompakte Ausschöpfung von G.

Des Weiteren werden wir im Folgenden Funktionen über einem Graphen oder einem Teil-

graphen integrieren. Ein Integral über den Graphen G = (V,E) ist hierbei kantenweise zu

verstehen, also im Falle einer integrierbaren Funktion f heiÿt dies∫
G

f :=
∑
e∈E

∫
e

f.

Wir wollen nun den Wert einer Funktion auf dem Graphenende de�nieren. Hierfür müssen

wir an f ∈ L2(G) zusätzliche Voraussetzungen formulieren, damit eine Fortsetzung auf das

Graphenende auch wohlde�niert ist [5, De�nition 3.3].

Lemma 3.17. Sei f ∈ H1(G) und ω ∈ Ω(G) ein Graphenende. Für einen beliebigen Strahl

R ∈ ω existiert der Grenzwert

f(R) := lim
n→∞

f(vn).

Ist R̃ ein weiter Strahl aus der gleichen Äquivalenzklasse wie R, so gilt zudem f(R) =

f(R̃).

Beweis. Wir führen eine Fallunterscheidung durch. Wir nehmen zunächst an, dass das

Graphenende endliche Länge hat. Sei ε > 0. Wir wählen ein N so groÿ, dass für alle

Knoten {vn, vm} aus dem Strahl mit n,m > N die Abschätzung L(Pn,m) = d(vn, vm) < ε

zutri�t. Auf dem Pfad Pn,m können wir die Einschränkung der Funktion f ∈ H1(G) auf

Pn,m mit einer Funktion f̃ ∈ H1([0, L(Pn,m)]) identi�zieren. Daraus schlussfolgern wir mit

der Dreiecksungleichung sowie der Hölder-Ungleichung

|f(vn)− f(vm)| = |f̃(0)− f̃(L(Pn,m))|

=

∣∣∣∣∣∣∣
L(Pn,m)∫

0

f̃ ′(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε‖f̃ ′‖L2([0,L(Pn,m)]).

Da ‖f̃ ′‖L2([0,L(Pn,m)]) durch ‖f‖H1(G) beschränkt ist, impliziert dies, dass die Folge (f(vn))

eine Cauchyfolge ist und damit gegen einen eindeutig bestimmten Grenzwert konvergiert.
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Habe das Graphenende nun unendliche Länge. Dann können wir die Einschränkung der

Funktion f auf R mit einer Funktion f̃ ∈ H1([0,∞)) identi�zieren, wobei die Folge der

Knoten (vn) des Strahls R einer reellen Folge (an) im Intervall [0,∞) mit an → ∞ ent-

spricht. Wir müssen also

lim
n→∞

f̃(an) = lim
n→∞

f(vn)

bestimmen. Mit dem Sobolev'schen Einbettungssatz können wir für jedes Teilintervall

[an,∞) die Abschätzung

‖f̃|[an,∞)‖∞ ≤ C‖f̃‖H1([an,∞))

schlussfolgern. Da jedes Intervall unendliche Länge hat, ist das gewählte C unabhängig

vom Lau�ndex n. Da nach Voraussetzung an f̃ die rechte Seite für an → ∞ gegen Null

konvergiert, impliziert dies limn→∞ f̃(an) = 0 und auch die Konvergenz von f(vn) gegen

Null. Also existiert auch in diesem Fall der Grenzwert.

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit. Betrachtet man zwei Strahlen R1,R2, die zur gleichen

Äquivalenzklasse ω ∈ Ω(G) gehören, so existiert ein dritter Strahl R3, welcher unendlich

viele Knoten der Strahlen R1,R2 enthält. Daraus folgt unmittelbar f(R1) = f(R3) =

f(R2).

Wir benötigen nun noch eine Formulierung für die topologischen Graphenenden. Wir fassen

dies in der folgenden De�nition zusammen [5, De�nition 3.3].

De�nition 3.18. Sei f ∈ H1(G) und ω ∈ Ω(G) ein Graphenende. Für einen beliebigen

Strahl R ∈ ω de�nieren wir

f(R) := lim
n→∞

f(vn)

Für das zu ω gehörige Graphenende γ ∈ C(G) de�nieren wir

f(γ) := f(R).

Dass diese De�nition auch für γ sinnvoll ist und der Grenzwert existiert, ist eine Konsequenz

aus dem nachfolgenden Lemma [5, Lemma 3.4].

Lemma 3.19. Sei G ein metrischer Graph und γ ∈ C(G). Ist f ∈ H1(G), so gilt

lim
n→∞

sup
x∈Un
|f(x)− f(γ)| = 0

für jede Folge (Un), die γ repräsentiert.

Beweis. Sei γ ∈ C(G) und (Un)n∈N eine Folge, welche γ repräsentiert. Mit

Rn := {R ∈ R(G) |R ⊂ Un}
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bezeichnen wir die Menge aller Strahlen, die in Un liegen und nicht an einem Knoten

beginnen. Angenommen, wir können n so groÿ wählen, dass L(R) ≤ 1 für alle R ∈ Rn. Für

beliebiges x ∈ Un können wir dann mit Satz 3.14 ein (x, v0, . . .) = Rx ∈ Rn wählen, sodass

R = (v0, v1, . . .) ∈ ωγ ein zu γ gehöriger Strahl ist. Daraus ergibt sich die Abschätzung

|f(γ)− f(x)| = |f(R)− f(x)|

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Rx

f ′(y) dy

∣∣∣∣∣∣ (1)

≤ ‖f ′‖L2(Rx) (2)

≤ ‖f ′‖L2(Un).

Die Anwendbarkeit des Hauptsatzes der Integralrechnung in (1) folgt aus der Stetigkeit

von f , die Abschätzung (2) folgt aus der Hölder-Ungleichung. Da x beliebig gewählt war,

impliziert dies

sup
x∈Un
|f(γ)− f(x)| ≤ ‖f ′‖L2(Un).

Da aus De�nition 3.13
⋂
n∈N Un = ∅ gilt, folgt L(Un)→ 0 für n→∞. Damit erhalten wir

‖f ′‖L2(Un) → 0 für n→∞ und so die zu beweisende Abschätzung.

Angenommen wir können n nicht wie im ersten Teil wählen. Dann existiert für alle n ∈ N
ein Strahl R ∈ Rn mit L(R) > 1. Wir wählen ein beliebiges n und ein x ∈ Un. Dann

können wir einen Weg Px ⊂ Un mit L(Px) = 1
2 wählen. Daraus folgt mit Lemma 3.11

|f(x)| ≤ sup
y∈Px
|f(y)| ≤ CP 1

2

‖f‖H1(Px) ≤ CP 1
2

‖f‖H1(Un).

Da x ∈ Un beliebig war folgt somit

sup
x∈Un
|f(x)| ≤ CP 1

2

‖f‖H1(Un).

Da wiederum
⋂
n Un = ∅ muss

lim
n→∞

sup
x∈Un
|f(x)| = 0

gelten. Es bleibt noch zu zeigen, dass auÿerdem f(γ) = 0 gilt. Wir betrachten einen zu γ

gehörigen Strahl Rn mit Rn ⊂ Un. Dann folgt aus Satz 3.14

|f(γ)| = |f(Rn)| ≤ sup
x∈Un
|f(x)|

und damit f(γ) = 0.

Aus dem Lemma 3.19 folgt zusammen mit Lemma 3.17 unmittelbar, dass der Grenzwert für
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jedes topologische Graphenende existiert und mit demjenigen für das Graphenende über-

einstimmt. Diese De�nitionen erlauben es uns künftig, Randbedingungen zu formulieren,

wenn wir Funktionen f ∈ H1(G) untersuchen, was für das Spektrum des Laplace-Operators

auf einem Graphen wesentlich ist. Dieser wird im folgenden Kapitel eingeführt.

3.2 Der Laplace-Operator auf Quantengraphen

Da der Laplace-Operator H Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein soll, wird dieser

auf einem Graphen de�niert.

De�nition 3.20. Auf einer Kante e bezeichnen wir mit

He,max = − d2

dx2e
dom(He,max) = H2(e)

den negativen Laplace-Operator mit dem maximalen De�nitionsbereich H2(e) und den zu-

gehörigen Produktoperator mit

Hmax =
⊕
e∈E
He,max.

Man könnte den Laplace-Operator H nun auf dem Produktraum
⊕

e∈E H
2(e) als De�ni-

tionsbereich dom(H) betrachten. Allerdings berücksichtigt man auf diese Weise nicht die

spezielle Struktur des Graphen. Daher fordert man zunächst, dass für f aus dom(H) auch

f in C(G) liegt. Damit muss f nicht nur auf den Kanten stetig sein, sondern auch auf allen

Knoten v. Zusätzlich fordern wir, dass f die sogenannte Kirchho�bedingung erfüllt. Da

f ′ ein Element von AC(e) ist, können wir f ′ auf den zu einer Kante e gehörigen Knoten

v stetig fortsetzen. Da der betrachtete Graph ungerichtet ist, kann ein Knoten v, der zu

der Kante e gehört, als ein Anfangsknoten oder Endknoten betrachtet werden. Bezeichnet

νe den Einheitsvektor, der vom Knoten v in die Kante e weist, dann bezeichnen wir die

Ableitung in Richtung des Normalenvektors νe mit ∂
∂νe

f(v). Bezeichnet nun Ev die Menge

der zu v inzidenten Kanten, so lautet die Kirchho�bedingung

∑
e∈Ev

∂

∂νe
f(v) = 0 ∀v ∈ V.

Das bedeutet also äquivalent, dass sich alle Ableitungen in Richtung des Knotens v zu Null

aufsummieren. Mit diesen Standardbedingungen de�nieren wir den Laplaceoperator [5,

2.3].

De�nition 3.21. Auf einem Graphen G sei der Operator H de�niert als

H = Hmax ↓ dom(H)

dom(H) =

{
f ∈ dom(Hmax) ∩ L2(G) | f ∈ C(G),

∑
e∈Ev

∂

∂νe
f(v) = 0 ∀v ∈ V

}
.
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Dann heiÿt H maximaler Kirchho�'scher Laplace-Operator auf G.

Von besonderem Interesse sind Operatoren, die ein rein reelles Spektrum haben, also ge-

rade die selbstadjungierten Operatoren. Für diese sind weitreichende Aussagen, wie der

Spektralsatz 2.9 bekannt, die zur Untersuchung der Operatoren genutzt werden können.

Der oben de�nierte Operator H ist im Allgemeinen allerdings nicht selbstadjungiert, was

die Aussage folgenden Lemmas ist. An dieser Stelle sei noch einmal auf die Vereinbarung

hingewiesen, dass wir nur unendliche Graphen betrachten, wenn es nicht explizit anders

genannt ist.

Lemma 3.22. Sei G ein metrischer Graph mit endlicher Länge. Dann ist H nicht selbst-

adjungiert.

Für den Beweis benötigen wir noch einige Voraussetzungen, dieser folgt daher weiter unten.

Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit soll sich mit spektralen Abschätzungen für einen selbst-

adjungierten Laplace-Operator auf Graphen endlichen Volumens beschäftigen. Daher müs-

sen wir einen De�nitionsbereich �nden, auf welchem die Einschränkung des Operators

Hmax im Falle Graphen endlichen Volumens selbstadjungiert ist. Um einen solchen De�ni-

tionsbereich zu �nden, schränken wir den Bereich dom(Hmax) so ein, dass dieser in L2
c(G)

enthalten ist. Im nächsten Schritt erweitern wir diesen dom(H0
0) genannten Bereich wieder,

sodass die Einschränkung von Hmax darauf selbstadjungiert ist. Wir de�nieren zunächst

H0
0 [5, 2.3].

De�nition 3.23. Auf einem Graphen G sei der Operator H0
0 de�niert als

H0
0 := Hmax ↓ dom(H0

0)

dom(H0
0) :=

{
f ∈ dom(Hmax) ∩ L2

c(G) | f ∈ C(G),
∑
e∈Ev

∂

∂νe
f(v) = 0 ∀v ∈ V

}
.

Dann heiÿt

H0 := H0
0

L2(G)

minimaler Kirchho�'scher Laplace-Operator, wobei der Abschluss bezüglich L2(G) erfolgt.

Bemerkung 3.24. An dieser Stelle wird deutlich, warum wir uns nur auf unendliche

Graphen beziehen. Im endlichen Fall fallen die Räume L2(G) und L2
c(G) zusammen, sodass

sich identische Operatoren ergeben.

Folgende Proposition fasst zwei wichtige Eigenschaften von H0
0 zusammen.

Proposition 3.25. Der Operator H0
0 aus De�nition 3.23 ist positiv und symmetrisch.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Symmetrie. Es bezeichne Ec die endliche Menge an Kanten
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für die f ungleich Null ist. Wir erhalten dann für f, g ∈ dom(H0
0):

〈
H0

0f, g
〉
L2(G) = −

∫
G

f ′′(x) · g(x)dx

= −
∑
e∈Ec

∫
e

f ′′e (x) · ge(x)dx

= −
∑
e∈Ec

f ′e(x) · ge(x)
∣∣∣ve,t
ve,i

+
∑
e∈Ec

∫
e

f ′e(x) · g′e(x)dx

=

∫
G

f ′(x) · g′(x)dx (3)

=
〈
f,H0

0g
〉
L2(G) . (4)

Die Gleichheit von Zeile (3) und (4) folgt hierbei wieder mittels partieller Integration und

Ausnutzung der Standardbedingungen an f, g. Die Positivität von H0
0 ist einsichtig, wenn

in Zeile (3) g durch f ersetzt wird.

Damit ist H0 als Abschluss von H0
0 ebenfalls symmetrisch und positiv. Allerdings ist H0

im Allgemeinen nicht selbstadjungiert, wie folgendes Lemma zeigt [5, Lemma 2.7].

Lemma 3.26. Sei G ein metrischer Graph. Dann ist

H∗0 = H.

Aus Gründen der Übersichtlichkeit stellen wir folgendes Lemma voran [12, 1.4]. Dabei sind

im Folgenden alle Ableitungen im schwachen Sinne zu verstehen.

Lemma 3.27. Sei H der im Hilbertraum L2((a, b)) de�nierte Operator der negativen zwei-

ten Ableitung:

Hf := −f ′′ für alle f ∈ dom(H) = H2
0 ((a, b)).

Dann gilt für den zu H adjungierte Operator H∗:

H∗f = −f ′′ für alle f ∈ dom(H∗) = H2((a, b)).

Beweis. Wir zeigen als Erstes die Beziehung ran(H)⊥ ⊂ C1 + Cx, wobei hier 1 und x die

Funktionen f1(x) = 1 und f2(x) = x für alle x ∈ (a, b) bezeichnen. Dafür genügt es zu

beweisen, dass (C1+Cx)⊥ ⊂ ran(H) gilt. Sei also h ∈ (C1+Cx)⊥. Auf dem Intervall (a, b)

de�nieren wir

k(x) :=

x∫
a

 t∫
a

h(s)ds

 dt. (5)
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Mit h ∈ L2((a, b)) ⊂ L1((a, b)) können wir k ∈ H2((a, b)) sowie k′′(x) = h(x) und

k′(x) :=

x∫
a

h(t)dt

für x ∈ (a, b) schlussfolgern. Es gilt auÿerdem k(a) = k′(a) = 0. Des Weiteren erhalten wir

k′(b) =

b∫
a

h(t)dt = 〈h, 1〉L2((a,b)) = 0

nach Voraussetzung an h. Daraus schlussfolgern wir über partielle Integration

k(b) =

b∫
a

k′(t)dt = −
b∫
a

k′′(t)tdt = −
〈
k′′, x

〉
L2((a,b))

= −〈h, x〉L2((a,b)) = 0.

Also liegt k ∈ H2
0 ((a, b)) und somit −h = Hk im Bild von H.

Sei nun g ∈ H2((a, b)). Mittels partieller Integration erhalten wir dann für f ∈ H2
0 ((a, b))

unter Beachtung der Nullrandbedingungen

〈Hf, g〉L2((a,b)) = −
b∫
a

f ′′(t)g(t)dt =

b∫
a

f ′(t)g′(t)dt = −
b∫
a

f(t)g′′(t)dt =
〈
f, g′′

〉
L2((a,b))

.

Damit ist H2((a, b)) ⊂ dom(H∗) und H∗g = −g′′ für alle g ∈ H2((a, b)).

Sei nun g ∈ dom(H∗). Wir de�nieren h := H∗g und k wie in (5). Mit dem bereits Be-

wiesenen folgt k′′ = h und k ∈ H2((a, b)). Für f ∈ H2
0 ((a, b)) erhalten wir dann unter

Beachtung der Nullrandbedingungen und partieller Integration

〈
f ′′, k

〉
L2((a,b))

=
〈
f, k′′

〉
L2((a,b))

= 〈f,H∗g〉L2((a,b)) = 〈Hf, g〉L2((a,b)) =
〈
−f ′′, g

〉
L2((a,b))

.

Das impliziert dann 〈f ′′, k + g〉L2((a,b)) = 0, also k + g ∈ ran(H)⊥ ⊂ C1 + Cx. Da die

Funktionen k, 1 und x Elemente aus H2((a, b)) sind, muss auch g in H2((a, b)) liegen. Also

gilt zusammengefasst

H∗f := −f ′′ für alle f ∈ H2((a, b)) = dom(H∗)

die Behauptung.

Wir beweisen nun das eigentliche Lemma.

Beweis von Lemma 3.26. Wir zeigen zunächst die Inklusion H ⊂ H∗0. Sei f ∈ dom(H0
0)

und g ∈ dom(H). Es bezeichne Ec die endliche Menge an Kanten für die f ungleich Null
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ist, so erhalten wir

〈
H0

0f, g
〉
L2(G) =

∫
G

f ′(x) · g′(x)dx siehe (3)

=
∑
e∈Ec

fe(x)g′e(x)
∣∣∣ve,t
ve,i
−
∑
e∈Ec

∫
e

fe(x)g′′e (x)dx

= −
∫
G

f(x)g′′(x)dx

= 〈f,Hg〉L2(G)

Die Gleichheit folgt hier wiederum unter Anwendung der partiellen Integration und der

Bedingungen an f, g. Damit ist g ∈ dom((H0
0)∗) und somit wegen (H0

0)∗ = H∗0 auch

g ∈ dom(H∗0).

Für die andere Inklusion wählen wir ein g ∈ dom(H∗0) beliebig und betrachten eine Kante

e ∈ E. Wir wählen eine Funktion f ∈ dom(H0
0) die überall verschwindet auÿer auf der

Kante e. Damit müssen f und f ′ an den Knoten von e Nullrandbedingungen erfüllen, das

heiÿt also f ∈ H2
0 (e). Wir können somit Lemma 3.27 verwenden und schlussfolgern, dass

g|e in H2(e) liegt und H∗0 auf dieser Kante operiert als Operator der negativen zweiten

Ableitung. Das bedeutet also

〈
H0

0f, g
〉
L2(G) = −

∫
e

f ′′(x)g(x) dx =

∫
e

f ′(x)g′(x) dx = −
∫
e

f(x)g′′(x) =
〈
f,−g′′

〉
L2(G)

Da e beliebig war, muss g für alle e ein Element von ∈ H2(e) sein und der Operator

H∗0 ist der negative Ableitungsoperator mit H∗0g = −g′′. Damit ist g ∈ dom(Hmax) und

H∗0 = Hmax ↓ dom(H∗0). Wir müssen somit als Letztes noch beweisen, dass g stetig auf

dem Graphen ist und die Kirchho�bedingungen auf allen Knoten erfüllt. Sei dazu v ein

beliebiger Knoten.

Wir betrachten als Erstes den Fall, dass v nur zu einer Kante e = (v, w) gehört. In dem Fall

ist g stetig fortsetzbar auf v. Wir müssen also noch beweisen, dass g′(v) = 0 gilt. Sei dazu

f eine beliebig oft di�erenzierbare Funktion mit f(v) = 1 und f ′(v) = f ′(w) = f(w) = 0

und f ≡ 0 für alle x ∈ G\e. Dann erhalten wir wegen

〈
f ′′, g

〉
L2(G) =

〈
H0

0f, g
〉
L2(G) =

〈
f,H0

0g
〉
L2(G) =

〈
f, g′′

〉
L2(G)
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die Bedingung

0 =
〈
f ′′, g

〉
L2(G) −

〈
f, g′′

〉
L2(G)

=

∫
e

f ′′(x)g(x) dx−
∫
e

f(x)g′′(x)

= f ′(w)g(w)− f ′(v)g(v)−
∫
e

f ′(x)g′(x) dx− f(w)g′(w) + f(v)g′(v) +

∫
e

f ′(x)g′(x) dx

= f(v)g′(v) = g′(v).

Daher muss g′(v) = 0 gelten und die Bedingung ist erfüllt.

Habe nun der Knoten v endlich viele Nachbarkanten. Für zwei Kanten e1, e2 ∈ Ev wählen
wir eine Funktion f mit f ≡ 0 auf G\{e1, e2} und f(v) = 0 sowie f ′e1(v) = −f ′e2(v) = 1.

Dann erhalten wir wieder nach Anwendung partieller Integration

0 =
〈
f ′′, g

〉
L2(G) −

〈
f, g′′

〉
L2(G)

=
2∑

n=1

f ′en(v)gen(v)− fen(v)g′en(v)

= ge1(v)− ge2(v).

Also ist der Wert g(v) nicht abhängig von der Kante e. Das wiederum bedeutet, dass g auf

v stetig ist. Da v beliebig war, haben wir g ∈ C(G) gezeigt.

Wir müssen nun noch zeigen, dass g auf v die Kirchho�bedingung erfüllt. Dazu betrachten

wir eine Funktion f ∈ dom(H0
0) mit f ≡ 0 auf G\Ev und f(xe) = 1 wenn d(v, xe) <

|e|
4

und f(xe) = 0 wenn d(v, xe) >
|e|
2 . Dann ist insbesondere f ′(v) = 0 und damit

0 =
〈
f ′′, g

〉
L2(G) −

〈
f, g′′

〉
L2(G)

=
∑
e∈Ev

f ′e(v)ge(v)− fe(v)g′e(v)

=
∑
e∈Ev

g′e(v).

Also ist g ∈ dom(H) und der Beweis vollständig.

Zusammen mit Lemma 3.22 folgt damit, dass im Fall von Graphen endlichen Volumens H0

nicht selbstadjungiert ist. Um nun geeignete Erweiterungen vonH0 zu �nden, benötigen wir

als Werkzeug die Theorie der quadratischen Formen. Dabei ist der Weg folgendermaÿen:

statt der Operatoren betrachten wir sogenannte quadratische Formen auf Funktionenräu-

men wie zum Beispiel H1(G). Wir werden feststellen, dass wir diese Formen eindeutig mit

einem selbstadjungierten Operator assoziieren können, dessen De�nitionbereich dicht im

Bereich der Form liegt. Über die Betrachtung geeigneter Formen erhalten wir dann die ge-
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suchten Erweiterungen von H0. Im Zuge dessen werden wir auf den Raum H1
0 (G) stoÿen,

den wir in folgender Proposition einführen [5, Satz 3.11].

Proposition 3.28. Es bezeichne H1
0 (G) den Abschluss von dom(H0

0) bezüglich der Norm

‖·‖H1(G)

H1
0 (G) := dom(H0

0)
H1(G)

.

Dann ist für alle f ∈ H1
0 (G) und alle γ ∈ C(G)

f(γ) = 0.

Beweis. Sei f ∈ H1
0 (G) und γ ein Graphenende, (Un) eine Folge, die γ repräsentiert und

(fm) eine Folge aus dom(H0
0) die bezüglich der Norm ‖·‖H1(G) gegen f konvergiert. Dann

folgt mit Lemma 3.11 für ein n und ein geeignetes C

‖f − fm‖∞ ≤ C‖f − fm‖H1(Un).

Für m→∞ wird die rechte Seite der Ungleichung beliebig klein. Da zudem fm(γ) = 0 für

alle m folgt direkt, dass auch f(γ) = 0 gelten muss.

Wir haben nun fast alle Voraussetzungen, um das Lemma 3.22 zu beweisen. Wir müssten

dazu nur noch wissen, dass dom(H0) ⊂ H1
0 (G) ist. Dies wird eine unmittelbare Folgerung

aus Proposition 5.1 sein. Um das Lemma in diesem Kapitel thematisch passend zu beweisen,

nehmen wir dies als gegeben an und führen den Beweis aus.

Beweis von Lemma 3.22. Im Fall endlichen Volumens von G liegen die konstanten Funk-

tionen in dom(H), aber nicht in dom(H0), was mit Proposition 3.28 und Proposition 5.1

aus dom(H0) ⊂ H1
0 (G) folgt. Also ist H 6= H0, was mit Lemma 3.26 impliziert, dass H

nicht selbstadjungiert ist.
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4 Quadratische Formen

Dieses Kapitel folgt den Erläuterungen aus der Monographie von Schmüdgen [12]. Wir

beginnen mit der grundlegenden De�nition einer quadratischen Form [12, De�nition 10.1]:

De�nition 4.1. Sei t[·, ·] eine Sesquilinearform auf einem linearen Unterraum dom[t] ⊂ X
eines Hilbertraums X:

t[·, ·] : dom[t]× dom[t]→ C.

Dann bezeichnen wir

t : dom[t]→ C t[x] := t[x, x]

als quadratische Form auf dem Bereich dom[t].

Für die weiteren Betrachtungen sind vor allem die symmetrischen Formen relevant, da wir

aus diesen ein Skalarprodukt ableiten können. Ein quadratische Form nennen wir symme-

trisch, wenn t[x, y] = t[y, x] für alle x, y ∈ dom[t] gilt. Die folgenden Ausführungen werden

wir nur für positive quadratische Formen entwickeln. Diese Eigenschaft lieÿe sich auch

allgemeiner durch die Halbbeschränktheit nach unten ersetzen. Darauf können wir aber

verzichten, da dies für die Untersuchung des Laplace-Operators nicht benötigt wird [12, S.

222].

Proposition 4.2. Sei t eine symmetrische quadratische Form mit dem Bereich dom[t] auf

dem Hilbertraum (X, 〈·, ·〉). Sei t auf diesem Bereich positiv, das heiÿt nach unten durch

ein m ≥ 0 beschränkt

t[x] ≥ m‖x‖2 für alle x ∈ dom[t].

Dann ist

〈x, y〉t := t[x, y] + (1−m) 〈x, y〉

ein Skalarprodukt auf dom[t]. Des Weiteren gilt für t bezüglich der vom Skalarprodukt 〈·, ·〉t
induzierten Norm ‖·‖t die Abschätzung

|〈x, y〉t| ≤ (1 +m)‖x‖t‖y‖t

für alle x, y ∈ dom[t].

Beweis. Es ist 〈·, ·〉t als Summe zweier hermit'scher Sesquilinearformen selbst wiederum

eine solche. Die Abschätzung

〈x, x〉t = t[x, x] + (1−m) 〈x, x〉 ≥ m 〈x, x〉+ (1−m) 〈x, x〉 = 〈x, x〉 = 0

zeigt die positive De�nitheit von 〈·, ·〉t. Damit ist 〈·, ·〉t ein Skalarprodukt. Die induzierte

Norm lautet ‖x‖2t = t[x] + (1 − m)‖x‖2, wobei ‖·‖ die vom Skalarprodukt des Raumes

(X, 〈·, ·〉) induzierte Norm ist. Darüber hinaus erhalten wir aus ‖·‖ ≤ ‖·‖t und der Cauchy-
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Schwarz-Ungleichung die Abschätzung

|t[x, y]| = |〈x, y〉t − (1−m) 〈x, y〉|

≤ |〈x, y〉t|+ (1 +m)|〈x, y〉|

≤ ‖x‖t‖y‖t + (1 +m)‖x‖‖y‖

≤ (1 +m)‖x‖t‖y‖t

für alle x, y ∈ dom[t] und somit den Abschluss des Beweises.

Von besonderem Interesse sind diejenigen Formen, für die der Raum (dom[t], 〈·, ·〉t) voll-

ständig, also ein Hilbertraum ist. Solche Formen erhalten eine eigene De�nition [12, De�-

nition 10.2].

De�nition 4.3. Eine positive und symmetrische Form t heiÿt abgeschlossen, wenn der

Raum (dom[t], 〈·, ·〉t) ein Hilbertraum ist. Eine positive und symmetrische Form t heiÿt ab-

schlieÿbar, wenn eine positive Fortsetzung t von t existiert, sodass der Raum (dom[t], 〈·, ·〉t)
ein Hilbertraum ist.

Als entscheidend wird sich herausstellen, dass wir positive, abgeschlossene Formen und

positive, selbstadjungierte Operatoren miteinander identi�zieren können. Im Folgenden

de�nieren wir, wie einem gegebenen positiven, selbstadjungierten Operator eine Form zu-

geordnet werden kann [12, De�nition 10.3].

De�nition 4.4. Sei A =
∫
λ dE(λ) ein positiver selbstadjungierter Operator auf dem

Hilbertraum (X, 〈·, ·〉) mit der Spektralschar E. Dann nennen wir

tA[x, y] =
〈
A

1
2x,A

1
2 y
〉

mit x, y ∈ dom[tA] = dom(A
1
2 ) die zu A assoziierte quadratische Form.

Hier verstehen wir unter A
1
2 den eindeutig bestimmten selbstadjungierten Operator

A
1
2 :=

∫
q(λ)dE(λ)

mit

q(λ) :=

0 λ < 0
√
λ λ ≥ 0.

Existenz und Eindeutigkeit ergeben sich aus dem Spektralsatz für selbstadjungierte Ope-

ratoren (Satz 2.9). Folgendes Resultat fasst wichtige Eigenschaften der in De�nition 4.4

de�nierten quadratischen Form zusammen [12, Proposition 10.5].
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Proposition 4.5. Sei A ein selbstadjungierter positiver Operator im Hilbertraum (X, 〈·, ·〉).
Dann ist tA eine symmetrische, positive, abgeschlossene Form und dom(A) liegt dicht in

dom[tA].

Beweis. Die Symmetrie von tA folgt unmittelbar aus der De�nition 4.4. Bezeichnen wir

mir ‖x‖2
A

1
2

= ‖x‖2 + ‖A
1
2x‖2 die Graphennorm des Operators A

1
2 , so stellen wir fest, dass

die von tA induzierte Norm

‖x‖2tA = tA[x] + ‖x‖2 =
〈
A

1
2x,A

1
2x
〉

+ ‖x‖2

mit der Graphennorm übereinstimmt. Da A
1
2 und tA auf dem De�nitionsbereich dom(A

1
2 )

de�niert sind, folgt daraus mit der Abgeschlossenheit von A
1
2 diejenige von tA. Die Positi-

vität von tA folgt für alle x ∈ dom(A) aus

tA[x, x] =
〈
A

1
2x,A

1
2x
〉

= 〈Ax, x〉 ≥ 0.

Da dom(A) eine dichte Teilmenge von (dom(A
1
2 ), ‖x‖

A
1
2
) ist, gilt die Abschätzung ebenso

für alle x ∈ dom(A
1
2 ). Des Weiteren liegt dom(A) wegen der Normengleichheit auch dicht

in (dom[tA], ‖x‖tA).

Wir können ebenso den umgekehrtenWeg gehen und einer quadratischen Form einen selbst-

adjungierten Operator zuordnen, was wir in der folgenden De�nition tun [12, De�nition

10.4].

De�nition 4.6. Sei t eine dicht de�nierte, symmetrische und positive quadratische Form

auf dem Hilbertraum (X, 〈·, ·〉) mit dem Bereich dom[t]. Wir de�nieren den zu t assoziierten

Operator At als

Atx = ux ∀x ∈ dom(At)

dom(At) = {x ∈ dom[t] | ∃ux ∈ X mit t[x, y] = 〈ux, y〉 ∀y ∈ dom[t]} .

Die Voraussetzung, dass dom[t] dicht in X liegt, ist wesentlich. Dadurch wird garantiert,

dass der Vektor ux eindeutig bestimmt ist. Damit ist At linear und wohlde�niert.

Damit kommen wir zu dem entscheidenden Satz über die eindeutige Zuordnung von qua-

dratischen Formen und selbstadjungierten Operatoren. Dieser sagt aus, dass die Zuordnung

aus den beiden De�nitionen übereinstimmen [12, Satz 10.7].

Satz 4.7. Sei t eine dicht de�nierte, abgeschlossene, symmetrische und positive Form

auf dem Hilbertraum (X, 〈·, ·〉) mit dem Bereich dom[t]. Dann ist der Operator At aus

De�nition 4.6 selbstadjungiert und t ist genau die Form tAt die zum Operator At assoziiert

ist (De�nition 4.4).

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass t[x] ≥ ‖x‖2 für alle x ∈ dom[t] ist. Dann erfüllt

mit Proposition 4.2 〈x, y〉t := t[x, y] bereits die Eigenschaften eines Skalarprodukts. Wir
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beweisen im ersten Schritt die Selbstadjungiertheit von At. Die Symmetrie von At folgt

aus

t[x, y] = 〈Atx, y〉 = t[y, x] = 〈Aty, x〉 = 〈x,Aty〉 ,

sodass mit Proposition 2.5 nur noch die Surjektivität von At gezeigt werden muss. Sei dazu

u ∈ X beliebig. Wir betrachten das Funktional h

h : (dom[t], 〈·, ·〉t)→ R h(y) = 〈y, u〉 .

Dieses ist wegen |h(y)| ≤ ‖y‖‖u‖ ≤ ‖u‖t‖y‖t beschränkt in (dom[t], 〈·, ·〉t) und damit stetig.

Da (dom[t], 〈·, ·〉t) ein Hilbertraum ist nach Proposition 4.2, folgt mit dem Riesz'schen

Darstellungssatz (Satz 2.2) die Existenz eines x ∈ dom[t] mit

h(y) = 〈y, u〉 = 〈y, x〉t = t[y, x] ∀y ∈ dom[t].

Damit ist aber x ∈ dom(At) nach der De�nition 4.6 und zudem Atx = u. Also ist At
surjektiv und damit selbstadjungiert.

Als nächstes zeigen wir, dass dom(At) eine dichte Teilmenge des Hilbertraums (dom[t], 〈·, ·〉t)
ist. Angenommen, dies wäre nicht der Fall. Dann gäbe es ein y ∈ dom[t], das orthogonal

zu dom(At) ist. Mit der Surjektivität von At folgt die Existenz eines x ∈ dom(At) mit

Atx = y. Daraus folgt

〈y, y〉 = 〈Atx, y〉 = t[x, y] = 〈x, y〉t = 0

und damit y = 0. Dies wiederum bedeutet, dass nur der Nullvektor orthogonal zu dom(At)

ist. Also ist dom(At) eine dichte Teilmenge von (dom[t], 〈·, ·〉t).
Als letzten Schritt untersuchen wir die zu At assoziierte Form s und zeigen t = s. Mit

t[x, y] = 〈Atx, y〉 ist auch der Operator At positiv. Da A
1
2
t selbstadjungiert und damit

abgeschlossen ist, folgt die Abgeschlossenheit und Positivität von s aus

s[x, y] =

〈
A

1
2
t x,A

1
2
t y

〉
x, y ∈ dom[s] = dom(A

1
2
t )

und Proposition 4.5. Damit folgt wegen dom(At) ⊂ dom(A
1
2
t ) weiter

t[x, y] = 〈Atx, y〉 = s[x, y]

für alle x, y ∈ dom(At) und damit 〈·, ·〉t = 〈·, ·〉s. Da auÿerdem dom(At) mit Propositi-

on 4.5 eine dichte Teilmenge von (dom[s], 〈·, ·〉s) ist, haben wir damit (dom[t], 〈·, ·〉t) =

(dom[s], 〈·, ·〉s) gezeigt. Das bedeutet aber nicht anderes als t = tAt die Behauptung.

Ist nun t ≥ 0, so betrachten wir stattdessen die Form (t+1)[x, y] := t[x, y]+〈x, y〉 mit dem

zugehörigen Operator At+1 = At + I. Aus der Selbstadjungiertheit von At+1 folgt sofort
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diejenige von At. Ebenso folgt mit dem Bewiesenen, dass in diesem Fall auch t = tAt gilt,

sodass der Beweis vollständig ist.

Mit diesen Resultaten können wir statt des Operators den Formbereich analysieren, was

sich technisch als deutlich einfacher erweisen wird. Ein Operator kann mehrere selbstad-

jungierte Erweiterungen haben. Über den folgenden Weg �ndet man die kleinste dieser

Erweiterungen [12, De�nition 10.6].

De�nition 4.8 (Friedrich'sche Erweiterung). Sei A ein positiver, symmetrischer und dicht

de�nierter Operator auf dem Hilbertraum X. Dann ist die Form

s(x, y) := 〈Ax, y〉

mit x, y ∈ dom(A) abschlieÿbar mit t := s. Den zu t assozierten Operator At bezeichnen

wir mit AF := At als die Friedrisch'sche Erweiterung von A.

Wir müssen zeigen, dass die De�nition sinnvoll ist, die Form s also tatsächlich immer

abschlieÿbar ist [12, Lemma 10.16].

Beweis. Es bezeichne Xs die Vervollständigung des Prähilbertraums (dom[s], 〈·, ·〉s). Wir

betrachten die Einbettung I : dom[s] → X. Diese ist wegen Proposition 4.2 beschränkt

und damit stetig. Folglich existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von I auf Xs, die

wir mit Is bezeichnen. Wir zeigen zunächst, dass Is injektiv ist. Sei dazu x ∈ Xs mit

Isx = 0. Dann existiert eine Folge xn ∈ dom[s], die gegen x ∈ Xs konvergiert und mit der

Stetigkeit von Is folgt
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Isxn = Isx = 0

bezüglich der Norm von X. Mit der Symmetrie von A folgt für beliebiges y ∈ dom(A)

〈x, y〉s = lim
n→∞

〈xn, y〉s

= lim
n→∞

(s[xn, y] + 〈xn, y〉)

= lim
n→∞

(〈Axn, y〉+ 〈xn, y〉)

= lim
n→∞

(〈xn, (A+ I)y〉)

= 〈0, (A+ I)y〉 = 0.

Da dom(A) = dom[s] dicht in Xs liegt und y beliebig war, folgt x = 0. Also ist Is injektiv.
Im zweiten Schritt zeigen wir nun, dass hieraus die Abschlieÿbarkeit von s folgt. Da die

Einbettung Is injektiv ist, können wir jedes x ∈ Xs mit Isx ∈ X identi�zieren. Also ist Xs

ein Unterraum von X, der dom[s] enthält. Da s beschränkt und somit stetig auf dom[s]

ist, können wir s eindeutig und stetig zu s auf Xs fortsetzen. Dann sind das Skalarprodukt
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〈·, ·〉s als auch das Skalarprodukt 〈·, ·〉Xs von Xs eindeutige stetige Fortsetzungen des Ska-

larproduktes 〈·, ·〉s und somit identisch. Da Xs vollständig ist, folgt die Abgeschlossenheit

von s und der Beweis ist vollständig.

Der Operator aus De�nition 4.8 hat die gewünschten Eigenschaften [12, Satz 10.17].

Proposition 4.9. Sei A ein dicht de�nierter, symmetrischer und positiver Operator auf

einem Hilbertraum. Dann gilt:

1. bei AF handelt es sich um einen positiven Operator und

2. für jede andere selbstadjungierte, positive Erweiterung B von A gilt

dom[tA] ⊂ dom[tB].

Beweis. 1. Da A ein positiver Operator ist, folgt dies aus der De�nition auch für die

zugehörige Form tA und damit auch für deren Abschluss. Somit ist die Friedrich'sche

Erweiterung assoziiert zu einer positiven Form t. Es folgt mit der De�nition 4.8

〈Ax, x〉 = t[x, x] ≥ 0.

Also ist AF ein positiver Operator.

2. Sei B eine andere positive, selbstadjungierte Erweiterung von A. Da B selbstadjun-

giert ist, ist BF = B, also gilt auch tB = tBF = sB nach De�nition der Friedrich'schen

Erweiterung. Da dom(A) ⊂ dom(B), gilt mit der Bezeichnung aus der De�nition 4.8

dom[sA] ⊂ dom[sB], also auch dom[tA] = dom[tAF ] ⊂ dom[tBF ] = dom[tB].
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5 Selbstadjungierte Erweiterungen von H0

5.1 Die Friedrich'sche und Neumann'sche Erweiterung

Wir wissen durch Lemma 3.22 und Lemma 3.26, dass bei unendlichen Graphen im Fall

endlicher Länge der OperatorH0 nicht selbstadjungiert ist. Daher werden wir nun mit Hilfe

der quadratischen Formen den Operator H0
0 nicht nur abschlieÿen, sondern so erweitern,

dass wir eine selbstadjungierte Fortsetzung erhalten. Dabei gilt für eine solche Erweiterung,

dass diese als Operator der zweiten negativen Ableitung fungiert und der De�nitionsbereich

in dom(H) enthalten ist. Ist nämlich HM eine selbstadjungierte Erweiterung von H0, so

folgt aus den Eigenschaften des adjungierten Operators und Lemma 3.26

H0 ⊂ HM =⇒ HM = H∗M ⊂ H∗0 = H,

wobei für zwei Operatoren A,B in einem Hilbertraum die Inklusion A ⊂ B

dom(A) ⊂ dom(B) und Af = Bf für alle f ∈ dom(A)

bedeutet.

Die kleinste Erweiterung im Sinne der Proposition 4.9 von H0 lässt sich konstruktiv aus

der Theorie der quadratischen Formen gewinnen. Hierzu müssen wir nur den Bereich des

Abschlusses der Form

s[f ] =
〈
H0

0f, f
〉

= −
∫
G

f ′′(x)f(x) dx =

∫
G

|f ′(x)|2 dx

für dom[s] := dom(H0
0) bezüglich des von der Form induzierten Skalarproduktes betrach-

ten. Mit der Proposition 4.2 gilt dann für die vom Skalarprodukt 〈·, ·〉s induzierte Norm

‖f‖2s := ‖f ′‖2 + ‖f‖2 =

∫
G

|f ′(x)|2 dx+

∫
G

|f(x)|2 dx.

Dies ist genau die Norm des Hilbertraums H1(G). Also ist

dom(s) = dom(H0
0)
H1(G)

= H1
0 (G).

Wir halten somit fest [5, Bemerkung 3.1]:

Proposition 5.1. Auf einem Graphen G ist der Formbereich der Friedrich'schen Erwei-

terung HF von H0
0 der Raum H1

0 (G).

Hieraus folgt unmittelbar dom(H0) ⊂ dom(HF ) ⊂ H1
0 (G) ∩ dom(G), was in den Beweis

von Lemma 3.22 zunächst ohne Beweis eingegangen war. Wir sind nun an einer weiteren

selbstadjungierten Erweiterung interessiert, und zwar betrachten wir die quadratische Form
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im Hilbertraum L2(G), die H1(G) als Formbereich hat:

tN [f ] :=

∫
G

|f ′(x)|2dx dom[tN ] = H1(G).

Dann ist tN positiv und abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit ergibt sich aus der Vollstän-

digkeit des von der Form induzierten Prähilbertraums. Gemäÿ De�nition 4.2 induziert tN
die Norm

‖f‖2tN = tn[f ] + ‖f‖L2(G) =

∫
G

|f ′(x)|2 +

∫
G

|f(x)|2 = ‖f‖2H1(G).

Damit ist (dom[tN ], ‖·‖tN ) = (H1(G), ‖·|H1(G)) und mit Proposition 3.10 ein Hilbertraum.

Also ist tN abgeschlossen. Damit können wir mit Satz 4.7 eindeutig den selbstadjungierten

Operator HN aus De�nition 4.6 zuordnen. Mit dem eingangs Erläuterten folgt hieraus

HNf = −f ′′ für alle f ∈ dom(HN ) ⊂ H1(G) ∩ dom(H).

Bemerkung 5.2. Mit der Theorie der quadratischen Formen sind wir natürlich nicht an

die Vereinbarung gebunden, dass G ein unendlicher Graph ist. Der so konstruierte Ope-

rator HN wäre auch im Fall eines endlichen Graphen selbstadjungiert. Da im endlichen

Fall bereits dom(H0
0) = dom(H) gilt, folgt unmittelbar, dass H als der maximale Laplace-

Operator im Falle endlicher Graphen selbstadjungiert und zudem der einzige selbstadjun-

gierte Laplace-Operator ist. Daher sprechen wir im endlichen Fall auch einfach vom selbst-

adjungierten Laplace-Operator H.

Bemerkung 5.3. Die beiden dargestellten Erweiterungen sind nicht zufällig gewählt. Zum

einen liegen die De�nitionsbereiche von beiden in H1(G). Diese Bedingung wird für die

kompakte Einbettung der De�nitionsbereiche in L2(G) und damit für das Spektrum eine

entscheidende Rolle spielen. Zum anderen lässt sich zeigen, dass für alle selbstadjungierten

Erweiterungen H̃ von H0 mit dom(H̃) ⊂ H1(G) für die De�nitionsbereiche der zugehörigen

quadratischen Formen

dom[tHF ] ⊂ dom[tH̃] ⊂ dom[tHN ]

gilt [5, Satz 5.4].

Die Erweiterung HN bezeichnen wir als Neumann'sche Erweiterung. Unter einer Neu-

mann'schen Randbedingung versteht man in der Regel, dass die Normalenableitung einer

Funktion auf dem Rand des De�nitionsbereiches den Wert Null annimmt. Wir wollen

zeigen, dass dies unter gewissen Voraussetzungen ebenso für Funktionen aus dem De�ni-

tionsbereich des Operators HN gilt. Auf Grund der Kirchho�bedingungen addieren sich

für jede Funktion f ∈ dom(HN ) die Normalenableitungen in jedem Knoten zu Null auf.

Wir betrachten nun zu einem Graphen G einen Teilgraphen G̃. Wir bezeichnen mit deg(v)
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die Anzahl der zu einem Knoten v inzidenten Kanten. Unter einem Randknoten von G̃
verstehen wir dann die Knoten, an denen sich G̃ zu G fortsetzen lässt, also [5, (6.1)]

∂G̃ := {v ∈ Ṽ |degG̃(v) < degG(v)}.

Dann de�nieren wir die innere Normalenableitung auf einem Knoten folgendermaÿen [5,

(6.2)].

De�nition 5.4. Sei G̃ = (Ṽ , Ẽ) ein Teilgraph von G und v ∈ Ṽ ein Knoten auf dem Rand

von G̃. Für ein beliebiges f ∈ dom(H) de�nieren wir mit

∂f

∂nG̃
(v) :=

∑
e∈Ẽv

f ′e(v)

die innere Normalenableitung von v ∈ ∂G̃.

Wir wollen nun diese De�nition auf Graphenenden fortsetzen, ähnlich wie wir den Wert

einer Funktion auf dem Graphenende de�niert haben. Hierfür müssen die Graphenenden

eine endliche Länge haben. Dies ist automatisch gegeben, wenn der Graph endliche Länge

hat. Da wir die Neumann'sche Erweiterung auch nur auf solchen Graphen weiter untersu-

chen werden, werden wir die endliche des Graphen im Folgenden stets annehmen.

Wir beginnen mit folgender Proposition [5, Proposition 6.2].

Proposition 5.5. Sei G ein Graph endlicher Länge, der nur über ein Graphenende γ ∈
C(G) verfügt. Sei (Gk) eine kompakte Ausschöpfung von G. Dann existiert der Grenzwert

lim
k→∞

∑
v∈∂Gk

∂f

∂nGk
(v)

und ist unabhängig von der Wahl der kompakten Ausschöpfung.

Im folgenden Text werden wir häu�g Di�erenzen von Graphen bilden, also für einen Teil-

graphen Gk des Graphen G die Menge G̃ = G \Gk betrachten. In einem solchen Fall können

wir den topologischen Abschluss der Menge G̃ bezüglich des metrischen Graphen G bilden

und erhalten somit einen Graphen G̃. Vereinfacht gesagt werden die Knoten an den ent-

stehenden �losen� Enden wieder eingefügt. Wir werden die Bildung dieses topologischen

Abschlusses nicht explizit erwähnen, sofern keine Missverständnisse zu erwarten sind.

Beweis von Proposition 5.5. Wir gehen zunächst davon aus, dass die Graphen G′k = G\Gk
für alle k ∈ N zusammenhängend sind. Wir betrachten nun den Graphen G̃′ = G′k \ G′j mit

k ≤ j. Wir zeigen, dass in diesem Fall G̃′ ein endlicher Graph ist. Wir nehmen zu die-

sem Zweck an, dass G̃′ unendliche viele Kanten hätte. Dann könnten wir eine Folge (en)

paarweise unterschiedlicher Kanten und auf jeder Kante einen inneren Punkt xn wäh-

len. Wir betrachten nun die Menge G ∪ γ. Als metrischer Raum ist G mit der von der
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Metrik induzierten Topologie ein nichtkompakter, lokal kompakter T2-Raum. Über die

Alexandro�-Kompakti�zierung erhalten wir eine Topologie T auf G ∪ γ, sodass alle in G
o�enen Mengen auch in T enthalten sind, es sich bei T aber um einen kompakten topo-

logischen Raum handelt (siehe zum Beispiel [13, Satz 7.3.5]). In G ∪ γ hat die Folge (xn)

daher einen Häufungspunkt x. Nach Konstruktion ist x /∈ G und somit wäre x = γ, denn

γ ist ein Element des topologischen Raums (G ∪ γ, T ). Dies ist aber ein Widerspruch zu

xn ∈ G′0 für alle n und G̃′ = G′k \ G′j . Also ist G̃′ endlich.
Der Rand ∂G̃′ besteht nun genau aus der Vereinigung der Randknoten von G′k und G′j und
unter Beachtung der Orientierung der inneren Normalenableitung erhalten wir

∑
v∈∂G̃′

∂f

∂nG̃′
(v) =

∑
v∈∂G′k

∂f

∂nG′k
(v)−

∑
v∈∂G′j

∂f

∂nG′j
(v).

Über partielle Integration ergibt sich∫
G̃′k

f ′′(x) · 1 dx =
∑
v∈ ˜∂G′k

∂f

∂nG̃′k

(v) und

∫
G̃′j

f ′′(x) · 1 dx =
∑
v∈ ˜∂G′j

∂f

∂nG̃′k

(v)

und so mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung∣∣∣∣∣∣
∑
v∈∂G′k

∂f

∂nG′k
(v)−

∑
v∈∂G′j

∂f

∂nG′j
(v)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G′k\G

′
j

f ′′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ L(G′k)‖Hf‖L2(G)

für alle k ≤ j. Da L(G′k) für k → ∞ gegen Null konvergiert, handelt es sich bei der Folge

der inneren Normalableitungen um eine Cauchyfolge, die wegen der Vollständigkeit des zu

Grund liegenden Raums gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergiert.

Wir müssen nur noch begründen, dass der Grenzwert unabhängig ist von der Wahl der kom-

pakten Ausschöpfung. Zum topologischen Graphenende γ gehört ein eindeutig bestimmtes

Graphenende ω, welches durch einen Strahl R repräsentiert wird. Dann ist R∩G′n ebenso

ein Strahl für jedes n. Folglich können wir wiederum eine Folge (Un) wählen, die γ re-

präsentiert und Un ⊂ G′n für alle n erfüllt. Wegen der Bedingung der kompakten Randes

für jedes Un können wir dann auch zu jedem n ein k wählen, sodass G′k ⊂ Un. Aus der

Inklusion folgt dann die Unabhängigkeit von der Wahl der Ausschöpfung.

Angenommen G′n = G \ Gn ist nicht zusammenhängend für alle n. Dann enthält G′n genau

eine Komponente Gγ
′
n mit unendlichen vielen Knoten und endlich viele Komponenten mit

endlich vielen Knoten. Wir fügen diese zu Gn hinzu und erhalten eine kompakte Ausschöp-

fung (Gn) mit Gγ
′
n = G\Gn für alle n ∈ N. Mit dem zuvor Bewiesenen existiert auch hier der

Grenzwert und ist insbesondere unabhängig von der Wahl der kompakten Ausschöpfung.

Damit ist der Beweis vollständig.

Wir können diese Proposition sofort auf den Fall verallgemeinern, in dem der Graph G
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endlich viele Enden hat, die sich durch die Entfernung eines endlichen Graphen aus G
�trennen� lassen. Solche Graphenenden werden wir im Folgenden als frei bezeichnen [5,

De�nition 2.4].

De�nition 5.6. Sei G ein Graph und sei γ ein topologisches Graphenende. Es existiere

ein endlicher Teilgraph G0, sodass für jedes von γ verschiedene Graphenende γ′ und den

beliebig gewählten Repräsentationen (Un), (Un)′ ⊂ G \ G0 zudem Un ∩ U ′m = ∅ für alle

n,m ∈ N gilt. Dann heiÿt γ ein freies Graphenende von G.

Diese De�nition lässt sich auch äquivalent für das zu γ gehörige Graphenende ω formulie-

ren.

Hat ein Graph G nur ein Graphenende ω1, so ist dieses stets frei. Fügen wir zu G ein weite-

res Graphenende ω2 hinzu, so können beliebige Repräsentanten R1 von ω1 und R2 von ω2

stets nur endlich viele Knoten gemeinsam haben, denn ansonsten würden sie de�nitions-

gemäÿ der gleichen Äquivalenzklasse angehören. Das impliziert, dass jeder lokal endliche

Graph mit endlich vielen Graphenenden, nur freie Graphenenden haben kann. Damit ist

für solche Graphen die Wahl eines endlichen Teilgraphen G0, der alle Graphenenden wie in

De�nition 5.6 voneinander trennt, stets möglich.

In dem Fall, dass G nur über endlich viele und damit nur freie Graphenenden verfügt,

können wir die Argumentation aus dem Beweis von Proposition 5.5 für jedes Graphenen-

de anwenden und den Grenzwert bilden. Bei einem solchen Graphen erhalten wir durch

G \ G0 endliche viele Teilgraphen, die jeweils über genau ein Graphenende verfügen. Wir

bezeichnen diese Graphen künftig mit Gγ und analog die Knoten dieser Graphen mit V γ .

Wir kommen somit zu folgender De�nition [5, De�nition 6.3].

De�nition 5.7. Sei G ein metrischer Graph endlicher Länge. Sei γ ∈ C(G) ein freies

Graphenende. Sei (Gk) mit k ≥ 1 eine kompakte Ausschöpfung des Graphen Gγ. Dann
de�nieren die innere Normalenableitung ∂nf(γ) für jedes f ∈ dom(H) als

∂nf(γ) :=
∂f

∂n
(γ) := − lim

k→∞

∑
v∈∂Gk

∂f

∂nGk
.

Darauf aufbauend können wir nun folgende Proposition formulieren [5, Proposition 6.6].

Proposition 5.8. Sei G ein Graph endlicher Länge mit endlich vielen Graphenenden und

|C(G)| = m. Für Funktionen g ∈ H1(G) und f ∈ dom(H) ∩H1(G) sind

Γ0g := (g(γ))γ∈C(G) Γ1f := (∂nf(γ))γ∈C(G)

Vektoren aus dem endlich-dimensionalen Vektorraum Cm. Bezeichnet 〈·, ·〉Cm das Stan-

dardskalarprodukt, so gilt die folgende Gauÿ-Green'sche-Formel

〈Hf, g〉L2(G) =
〈
f ′, g′

〉
L2(G) − 〈Γ1f,Γ0g〉Cm . (6)
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Vor dem Beweis dieser Proposition stellen wir zwei Lemmata voran [5, Satz 3.9].

Lemma 5.9. Sei G ein Graph endlicher Länge. Seien {γ1, . . . , γm} die Graphenenden von

G. Dann existiert eine Funktion f ∈ dom(H) ∩H1(G) mit

f(γ1) = 1 und f(γ2) = . . . = f(γm) = 0.

Beweis. Wir wählen einen endlichen Teilgraphen, der die Graphenenden in G trennt. Sei

dann Gγ1 der unendliche Teilgraph, der γ1 enthält. Mit ϕ ∈ H2(0, 1) bezeichnen wir eine

beliebige Testfunktion, die ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0 und ϕ(1) = 1 erfüllt. Dann de�nieren

wir auf dem Graphen G die Funktion f als

f(xe) =


1 xe ∈ e = (u, v), u, v ∈ Gγ1 undu, v /∈ ∂Gγ1

ϕ
(
|xe−u|
|e|

)
xe ∈ e = (u, v) u ∈ ∂Gγ1 , v ∈ Gγ1 , v /∈ ∂Gγ1

0 sonst

.

Damit liegt f auf jeder Kante in H2(e). Zudem ist f auf dem gesamten Graphen stetig.

Die Normalenableitungen an jedem Knoten sind jeweils Null, also erfüllt f die Kircho�-

bedingungen. Wegen der endlichen Länge des Graphen folgt unmittelbar f ∈ L2(G) und

da die Ableitung von f nur auf endlich vielen Kanten nicht identisch verschwindet auch

f ∈ H1(G). Also erfüllt f die Bedingungen des Lemmas.

Das zweite Lemma stellt eine Erweiterung von Proposition 3.28 dar [5, Satz 3.11].

Lemma 5.10. Sei G ein Graph endlicher Länge mit endlich vielen Graphenenden. Dann

gilt

H1
0 (G) = {f ∈ H1(G) | f(γ) = 0 ∀γ ∈ C(G)}.

Beweis. Die erste Inklusion ist eine direkte Folge aus Proposition 3.28.

Für die andere Richtung sei nun f ∈ H1(G) mit f(γ) = 0 für alle γ ∈ C(G). Wir neh-

men zunächst an, dass f reellwertig und positiv ist. Wir konstruieren eine Folge (fn) von

Funktionen aus H1(G)∩L2
c(G), welche bezüglich der Norm des Raums H1(G) gegen f kon-

vergiert. Daraus folgt dann f ∈ H1
0 (G) gemäÿ der De�nition dieses Raums. Wir de�nieren

ϕn : R+ → R+ ϕn(s) =

s− 1
n wenn s ≥ 1

n

0 sonst

und bilden die Komposition fn := ϕn ◦ f mit n ∈ N. Aus ϕn(s) ≤ s folgt |fn| ≤ |f |.
Zusätzlich impliziert

|ϕn(s)− ϕn(t)| ≤ |s− t| für alle s, t ∈ R+
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auch |f ′n| ≤ |f ′| für fast alle x ∈ G. Dies impliziert wiederum

‖fn‖H1(G) ≤ ‖f‖H1(G)

und somit ist (fn) eine Folge in H1(G). Wir müssen zeigen, dass fn in L2
c(G) liegt. An-

genommen, ein Folgenglied fn würde auf unendlichen vielen Kanten nicht identisch ver-

schwinden. Gemäÿ Annahme und Konstruktion erhalten wir dann eine Folge von paarweise

verschiedenen Kanten (ek), die jeweils einen Punkt xk enthalten, für den f(xk) >
1
n gilt.

Da wir die Graphenenden durch Entfernung eines endlichen Graphen trennen können,

können wir ohne Einschränkung eine Teilfolge von (xk) wählen, die auf dem Graphen Gγ1

liegt. Die Teilfolge bezeichnen wir wiederum mit (xk). Wir kompakti�zieren Gγ1 mittels

der Alexandro�-Kompakti�zierung und erhalten so den Graphen Ĝγ1 . Auf diesem muss die

Folge (xk) einen Häufungspunkt x haben. Da jede Kante aus G höchstens ein xk enthält,

kann der Häufungspunkt nur das Graphenende γ1 sein. Aus der Stetigkeit von f folgt dann

f(x) ≥ 1
n , was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung an f darstellt. Also liegt fn in

L2
c(G).

Es bleibt die Konvergenz der Folge (fn) bezüglich der H1-Norm zu zeigen. Es gilt nach

Konstruktion

‖f − fn‖2L2(G) + ‖f ′ − f ′n‖2L2(G) ≤ 2(‖f‖2L2(G) + ‖fn‖2L2(G) + ‖f ′‖2L2(G) + ‖f ′n‖2L2(G))

≤ 4‖f‖2H1(G).

Mit dem Satz über majorisierte Konvergenz folgt damit die Konvergenz bezüglich der H1-

Norm, sofern wir die punktweise Konvergenz fast überall von fn → f und von f ′n → f ′

zeigen können. Aus limn→∞ ϕn(s) = s für alle s ∈ R+ folgt die punktweise Konvergenz

von fn gegen f .

Da f auf jeder Kante absolutstetig ist, ist f auf jeder Kante fast überall im klassischen

Sinn di�erenzierbar. Sei nun x ein Punkt auf dem f di�erenzierbar ist. Angenommen in

diesem Punkt ist f > 0. Dann existiert in Folge der Stetigkeit von f eine o�ene Umgebung

von x, auf der ebenso f > 0 gilt. Damit können wir ein N so groÿ wählen, dass fn = f − 1
n

für alle n > N gilt. Folglich ist fn in x di�erenzierbar mit f ′n(x) = f ′(x) für alle n > N .

Angenommen im Punkt x gilt f(x) = 0. Dann existiert zu jedem n eine Umgebung Un,

sodass f < 1
n auf Un gilt. Folglich verschwindet fn identisch auf Un und ist damit di�eren-

zierbar in x mit f ′n(x) = 0. Es ist aber auch f ′(x) = 0, da f in x ein lokales Minimum hat.

Damit ist die punktweise Konvergenz gezeigt.

Sei f nun eine beliebige Funktion. Dann zerlegen wir f in Real- und Imaginärteil und diese

Teile wiederum jeweils in einen Positiv- und einen Negativteil und argumentieren für jeden

Teil wie oben. Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung 5.11. Dieses Lemma gilt nicht nur für die hier betrachteten Graphen, son-

dern für alle lokal endlichen Graphen (siehe [5, Satz 3.11]). Für die allgemeinere Formulie-
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rung ist die hier verwendete Alexandro�-Kompakti�zierung als Argument aber nicht mehr

ausreichend.

Wir kommen nun zum Beweis der Proposition 5.8.

Beweis von Proposition 5.8. Wir wählen ein Graphenende γ ∈ C(G) und die Funktion g

wie im Lemma 5.9 als Funktion g ∈ dom(H) ∩ H1(G), sodass g nur auf endlichen vielen

Kanten nicht konstant ist und zudem

g(γ) = 1 und g(γ′) = 0 für alle γ′ ∈ C(G) \ {γ}

erfüllt ist.

Wir wählen eine kompakte Ausschöpfung (Gk) und erhalten

〈Hf, g〉L2(G) −
〈
f ′, g′

〉
L2(G) = lim

k→∞
〈Hf, g〉L2(Gk) −

〈
f ′, g′

〉
L2(Gk)

= lim
k→∞

−
∫
Gk

f ′′(x)g(x)dx−
∫
Gk

f ′(x)g′(x)dx

= lim
k→∞

∑
v∈∂Gk

∂f

∂Gk
(v)g(v) +

∫
Gk

f ′(x)g′(x)dx−
∫
Gk

f ′(x)g′(x)dx

= lim
k→∞

∑
v∈∂Gk

∂f

∂Gk
(v)g(v)

= lim
k→∞

∑
v∈∂Gk∩V γ

∂f

∂Gk
(v)

Betrachten wir nun die Folge Gγk := Gk ∩ Gγ mit k ∈ N, so ist dies eine kompakte Aus-

schöpfung von Gγ . Dann können wir für aus reichend groÿes n

∂f

∂Gk
(v) =

∂f

∂Gγk
(v) ∀v ∈ ∂GγGγk = Gk ∩ V γ

schreiben. Folglich ist dann mit Proposition 5.5

lim
k→∞

∑
v∈∂Gk∩V γ

∂f

∂Gk
(v) = −∂f

∂n
(γ).

Für die so gewählte Funktion g gilt die Gleichung (6), da

〈Γ1f,Γ0g〉Cm = −∂f
∂n

(γ) · 1

ist. Die Gleichung tri�t auÿerdem für alle Funktionen g ∈ dom(H0
0) zu, da in diesem Fall

der Subtrahend der rechten Seite von (6) Null ist und der Rest aus den Kirchho�bedingun-

gen an f sowie der Stetigkeit beider Funktionen folgt. Da das Skalarprodukt eine stetige

Abbildung ist, folgt die Gültigkeit der Gleichung dann auch für den Abschluss von dom(H0
0)
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bezüglich der Norm des Raums H1(G) und somit für alle g ∈ H1
0 (G). Sei nun g ∈ H1(G)

beliebig. Dann betrachten wir

g̃ = g −
∑

γ∈C(G)

g(γ)fγ .

Daraus folgt unmittelbar g̃(γ) = 0 für alle γ ∈ C(G), also g̃ ∈ H1
0 (G) gemäÿ Lemma 5.10.

Das impliziert wiederum zusammen mit der Linearität von Γ0

〈Γ1f,Γ0g̃〉 = 〈Γ1f,Γ0g〉+

〈
Γ1f,Γ0

∑
γ∈C(G)

g(γ)fγ

〉
= 〈Γ1f,Γ0g〉

und damit die Gleichung (6) für alle g ∈ H1(G).

Wir können nun für solche Graphen wie in obigem Beweis genau den De�nitionsbereich

des Operators HN angeben [5, Korollar 6.7].

Korollar 5.12. Sei G ein Graph endlicher Länge und endlichen vielen Graphenenden.

Dann gilt für die Neumann'sche Erweiterung des Operators H0 auf diesem Graphen

HN = H ↓ dom(HN ) dom(HN ) = {f ∈ dom(H) ∩H1(G) |Γ1f = 0}.

Beweis. Gemäÿ der De�nition von HN besteht dessen De�nitionsbereich genau aus denje-

nigen Funktionen f ∈ H1(G), für die eine Funktion h ∈ L2(G) mit

〈
f ′, g′

〉
L2(G) = 〈f, h〉L2(G)

für alle g ∈ H1(G) existiert (siehe De�nition 4.6). Aus Proposition 5.8 folgt somit Γ1f = 0.

Da HN zudem eine Einschränkung des maximalen Laplace-Operators ist, folgt die Behaup-

tung.

Für die beiden angegebenen selbstadjungierten Erweiterungen HF und HN sollen als ei-

gentliches Ziel der Arbeit Spektralabschätzungen gefunden werden. Dazu wird zunächst

im folgenden Kapitel die Art des Spektrums der beiden Operatoren weiter untersucht.

5.2 Das Spektrum auf Graphen im Fall endlicher Länge

Im Folgenden habe der Graph G stets endliche Länge.

Um zu zeigen, dass die beiden de�nierten Erweiterungen HF ,HN auf Graphen endlicher

Länge ein rein diskretes Spektrum haben, zeigen wir, dass der Raum der hölderstetigen

Funktionen C
1
2 (G) kompakt in L2(G) eingebettet ist. Der Raum C

1
2 (G) ist dabei folgen-

dermaÿen de�niert.
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De�nition 5.13. Für eine Funktion f auf einem Graphen G bezeichne Mf die Hölderkon-

stante von f zum Exponenten 1
2 , de�niert als

Mf := sup
x,y∈G

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

1
2

.

Dann heiÿt der Raum

C
1
2 (G) := {f ∈ C(G) |Mf <∞}

Raum der zum Exponenten 1
2 hölderstetigen Funktionen. Für diesen Raum de�nieren wir

die Norm ‖·‖
C

1
2 (G)

als

‖f‖
C

1
2 (G)

:= ‖f‖∞ +Mf .

Der Raum (C
1
2 (G), ‖·‖

C
1
2 (G)

) ist ein Banachraum.

Die Banachraumeigenschaften des Hölderraums gilt für allgemeine metrische Räume (siehe

z. B. [14]), sodass an dieser Stelle auf den Beweis verzichtet werden kann. Wesentlich

relevanter und interessanter ist an dieser Stelle, dass für f ∈ H1(G) auch f ∈ C
1
2 (G) gilt

und die Einbettung H1(G) ↪→ C
1
2 (G) stetig ist. Dies folgt aus folgender Überlegung. Seien

x, y ∈ G und P die Menge der Pfade P von x nach y. Dann ist

|f(x)− f(y)| = inf
P∈P

∣∣∣∣∣∣
∫
P

f ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ inf

P∈P

∫
G

|χP (t)f ′(t)|dt

≤ inf
P∈P

∫
G

|χP (t)|2dt

 1
2

·

∫
G

|f ′(t)|2dt

 1
2

(7)

= d(x, y)
1
2 ‖f ′‖L2(G).

Damit istMf ≤ ‖f ′‖L2(G) und somit f hölderstetig zum Exponenten 1
2 . Aus der kompakten

Einbettung von C
1
2 (G) in L2(G) folgt dann die direkt die kompakte Einbettung von H1(G)

in L2(G). Der Beweis baut auf folgendem Lemma auf [15, Lemma 1]:

Lemma 5.14. Sei X ein metrischer Raum. Angenommen, zu jedem ε > 0 existieren

ein δ > 0, ein metrischer Raum Y und eine Abbildung Φ: X → Y , sodass Φ(X) ⊂ Y

totalbeschränkt ist und, für alle x, y ∈ X mit dY (Φ(x),Φ(y)) < δ auch dX(x, y) < ε gilt.

Dann ist X totalbeschränkt.

Beweis. Für ε > 0 wählen wir δ, Y und die Abbildung Φ wie im Lemma gegeben. Nach

Voraussetzung ist Φ(X) totalbeschränkt, wir können daher eine endliche δ-Überdeckung
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{V1, V2, . . . Vn} mit Vi ⊂ Y wählen. Nach den Voraussetzung ist dann aber auch

{Φ−1(V1),Φ−1(V2), . . .Φ−1(Vn)}

eine endliche ε-Überdeckung von X. Damit ist X totalbeschränkt.

Auÿerdem benötigen wir die Totalbeschränktheit von G.

Lemma 5.15. Sei G ein Graph endlicher Länge. Dann ist G totalbeschränkt.

Beweis. Sei ε > 0. Wir zeigen, dass G totalbeschränkt ist. Wir wählen eine endlichen Teil-

graphen Gn, sodass L(G\Gn) < ε. Da Gn endlich ist, existiert eine ε-Überdeckung mit den

Kugeln {Uε(x1), . . . Uε(xn)} von Gn. Der Graph Gn hat endlich viele Knoten {v1, . . . , vm},
an denen sich der Graph zu G fortsetzen lässt. Wir wählen dann auf G die Kugeln

{Uε(x1), . . . Uε(xn), Uε(v1), . . . Uε(vm)}.

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt y ∈ G. Ist y ∈ Gn, so existiert ein xi mit

d(xi, y) < ε. Ist y ∈ G\Gn, so ist wegen L(G\Gn) < ε. auch d(vj , y) < ε für ein vj . Folglich

können wir G mit endlich vielen ε-Kugeln überdecken. Also ist G totalbeschränkt.

Wir formulieren den zentralen Satz dieses Kapitels.

Satz 5.16. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Länge L(G). Dann ist der Raum

C
1
2 (G) kompakt in L2(G) eingebettet.

Beweis. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Länge L(G). Sei B ⊂ C
1
2 (G) die Ein-

heitskugel bezüglich der Höldernorm. Dann gilt also für ein M ∈ N und alle f ∈ B

|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)
1
2M ∀x, y ∈ G.

Für 0 < ε < L überdecken wir nun G mit endlichen vielen Kugeln U ε2

9M2L2
(xi) mit dem

Durchmesser ε2

32M2L2 und dem Mittelpunkt xi, was wegen der endlichen Länge und Lemma

5.15 möglich ist. Auÿerdem de�nieren wir

Φ: B → (Rn, ‖·‖∞) Φ(f) =


f(x1)
...

f(xn)

 .

Dann ist Φ wegen f ∈ B beschränkt. Wählen wir nun δ = ε
3L , so gilt für f, g mit

‖Φ(f)− Φ(g)‖∞ < δ
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und einen beliebigen Punkt y ∈ U ε2

32M2L2
(xi)

|f(y)− g(y)| = |f(y)− f(xi) + f(xi)− g(xi) + g(xi)− g(y)|

≤ |f(y)− f(xi)|+ |f(xi)− g(xi)|+ |g(xi)− g(y)|

< d(xi, y)
1
2M +

ε

3L
+ d(xi, y)

1
2M

<
ε

3ML
M +

ε

3L
+

ε

3ML
M

=
ε

L
.

Da y beliebig war, erhalten wir

‖f − g‖∞ <
ε

L

und somit schlieÿlich ∫
G

|f − g|2 ≤
∫
G

‖f − g‖2∞ ≤ L
ε2

L2
< ε.

Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas 5.14 erfüllt und C
1
2 (G) ist kompakt einge-

bettet.

Wir können nun folgendes Korollar einfach schlussfolgern.

Korollar 5.17. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Länge L und HM eine selbst-

adjungierte Erweiterung von H0 mit dom(HM ) ⊂ H1(G). Dann hat HM ein rein diskretes

Spektrum.

Beweis. Wegen der Abschätzung (7) ist H1(G) in C
1
2 (G) stetig eingebettet. Folglich ist

H1(G) kompakt in L2(G) eingebettet. Ist nun λ ∈ ρ(HM ) ein Element aus der Resolven-

tenmenge von HM , so folgt für eine beschränkte Menge M ⊂ L2(G), dass (HM − λI)−1M

eine beschränkte Menge in H1(G) ist. Aufgrund der kompakten Einbettung folgt die Prä-

kompaktheit der Menge (HM − λI)−1M in L2(G). Also ist die Resolvente ein kompakter

Operator in L2(G). Mit Satz 2.11 hat HM ein rein diskretes Spektrum.

5.3 Das Spektrum auf Graphen im Fall unendlicher Länge

Im Falle von Graphen mit unendlicher Länge werden die De�nitionsbereiche der selbst-

adjungierten Erweiterungen H̃ von H0
0 im Allgemeinen nicht kompakt in L2(G) haben,

nicht einmal in dem Fall, dass der Graph endlichen Durchmesser hat. Sei nämlich G der

Graph, der von dem Intervall [0, 1) gebildet wird, wobei wir einen Knoten an jedem Punkt

1 − 1
n einfügen und hier eine Kante en der Länge 1 anfügen (siehe Abbildung 1). Dann

ist D(G) = 3 und L(G) = ∞. Wir wählen eine beliebige Testfunktion ϕ ∈ C∞c (0, 1) mit
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Abbildung 1: Der Graph G mit der Darstellung der ersten 5 senkrechten Kanten. Diese
Kanten werden jeweils im Abstand von 1− 1

n zum Nullpunkt eingefügt.

∫ 1
0 |ϕ|

2 = 1. Wir de�nieren nun eine Folge von Funktionen (fn) mit n ≥ 1 :

fn(x) :=

ϕ(x) x ∈ en = (0, 1)

0 sonst
.

Dann ist fn ∈ dom(H0
0) für alle n und somit auch ein Element des De�nitionsbereichs jeder

selbstadjungierten Erweiterung H̃ von H0
0. Es gilt für die beschränkte Folge (fn)n∈N dieser

Testfunktionen

‖fn − fm‖L2(G) = 1 ∀n 6= m.

Also gibt es keine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist. Damit kann aber dom(H̃) nicht

kompakt in L2(G) eingebettet sein.
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6 Spektrale Abschätzungen

Als nächstes sollen verschiedene Abschätzungen für das Spektrum gefunden werden. Aus

obigen Beweisen folgend, beschränken wir uns auf Graphen mit endlicher Länge und die bei-

den Erweiterungen HF und HNvon H0. Für die Abschätzungen werden wir das Rayleigh-

Prinzip (Satz 2.12) verwenden. Hierbei dürfen wir statt des De�nitionsbereichs des Ope-

rators den Formbereich der assoziierten quadratischen Form untersuchen, was technisch

einfacher ist. Wir formulieren dies als Lemma.

Lemma 6.1. Auf einem Graphen G endlicher Länge sei H̃ die Neumann'sche oder Fried-

rich'sche Erweiterung von H0. Bezeichne dom[tH̃] den De�nitionsbereich der assoziierten

quadratischen Form. Sei λk der k-te Eigenwert mit der Eigenfunktion uk. Dann gilt für

k = 0:

λ0(H̃) = min

{∫
G |u
′(x)|2dx∫

G |u(x)|2dx
; 0 6= u ∈ dom(H̃);

}

= min

{∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
; 0 6= v ∈ dom[tH̃];

}

und für k ≥ 1

λk(H̃) = min

{∫
G |u
′(x)|2dx∫

G |u(x)|2dx
; 0 6= u ∈ dom(H̃); u⊥{u0, · · · , uk−1}

}

= min

{∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
; 0 6= v ∈ dom[tH̃]; v⊥{u0, · · · , uk−1}

}
.

Beweis. Die erste Gleichheit ist die Formulierung des Rayleigh-Prinzips. Angenommen, es

gebe eine Funktion v ∈ dom[tH̃], welche die Bedingungen erfüllt, aber∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
< λk

gilt. Es liegt dom(H̃) dicht in dom[tH̃] bezüglich der von der quadratischen Form induzier-

ten Norm. Diese ist äquivalent zur Norm H1(G). Somit können wir eine Folge un ∈ dom(H̃)

wählen, sodass

|‖un‖H1(G) − ‖v‖H1(G)| ≤ ‖un − v‖H1(G) → 0

und damit auch ∫
G |u
′
n(x)|2dx∫

G |un(x)|2dx
→
∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
< λk(H̃)

zutri�t. Dies ist aber ein Widerspruch zum Rayleigh-Prinzip, also muss auch für v ∈
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dom[tH̃] im Fall k ≥ 1

λk(H̃) = min

{∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
; 0 6= v ∈ dom[tH̃]; v⊥{u0, · · · , uk−1}

}

und im Fall k = 0

λ0(H̃) = min

{∫
G |v
′(x)|2dx∫

G |v(x)|2dx
; 0 6= v ∈ dom[tH̃];

}

gelten.

Für die Spektralabschätzungen werden wir fürHF undHN zu unterschiedlichen Resultaten

gelangen. Wir beginnen mit der Neumann'schen Erweiterung.

6.1 Spektralabschätzungen für die Neumann'sche Erweiterung

6.1.1 Spektralabschätzung von unten in Abhängigkeit von der Länge

Es ist für HN zunächst λ0 = 0 mit den konstanten Funktionen als Eigenfunktionen. Wir

wollen als Hauptresultat dieser Arbeit folgende Abschätzung beweisen.

Satz 6.2. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Länge L(G) und HN die Neu-

mann'sche Erweiterung von H0 auf diesem. Dann gilt für den k-ten Eigenwert mit k ≥ 1

λk(HN ) ≥ (k + 1)2π2

4L(G)2

und damit speziell für die Spektrallücke von HN

λ1(HN ) ≥ π2

L(G)2
.

Der erste Beweis für diese Abschätzung folgt der Argumentation von Friedlander [3] und

wird mittels der Ausschöpfungsmethode vom Fall endlicher Graphen auf den Fall der un-

endliche Graphen erweitert. Wir formulieren ein erstes Lemma aus genannter Verö�ent-

lichung für den dort bewiesenen endlichen Fall [3, Lemma 3]. Der folgende Beweis folgt

nicht dem Symmetrisierungsargument von Friedlander, sondern benutzt Eulertouren, was

auf Ideen von Nicaise [2] und Kurasov [16] zurückgeht.

Lemma 6.3. Sei G ein endlicher, zusammenhängender Graph und y ∈ G. Sei H1
y (G)

der Raum der Funktionen aus H1(G), die am Punkt y verschwinden. Dann gilt für alle

f ∈ H1
y (G) ∫

G

|f ′(x)|2 dx ≥ π2

4L(G)2

∫
G

|f(x)|2 dx.
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Beweis. Für f ∈ H1
y (G) gelte zunächst zusätzlich f|e ∈ H2(e) für alle e ∈ E. Ist y kein

Knoten, so betrachten wir y als einen arti�ziellen Knoten. Sei G = (V,E) der Graph der

aus G = (V,E) entsteht, indem wir alle Kanten von G verdoppeln, siehe Abbildung 2. Zu

jeder Kante e ∈ E erhalten wir das korrespondierende Kantenpaar {e, e}, mit e, e ∈ E.

Abbildung 2: Links ein Graph G und rechts der zugehörige Graph G nach Verdopplung
aller Kanten. Der rechte Graph ist eulersch.

Der Graph G ist eulersch, da alle Knoten eine gerade Anzahl inzidenter Kanten haben.

Zudem gilt L(G) = 2L(G). Wir bezeichnen mit f ∈ H1
y (G) die zu f korrespondierende

Funktion, das heiÿt

f |e := f |e := f|e für alle e ∈ E.

Wir wählen eine Eulertour in G mit Anfangs- und Endknoten y. Dann können wir die

Funktion f mit einer Funktion f̃ auf dem Intervall [0, 2L(G)] identi�zieren. Es folgt

∫
G

|f ′|2 =

2L(G)∫
0

|f̃ ′|2 und
∫
G

|f |2 =

2L(G)∫
0

|f̃ |2.

Die Funktion f̃ erfüllt die Bedingungen f̃(0) = f̃(2L(G)) = 0. Folglich stimmt sie fast

überall mit einer Funktion f̂ ∈ H2((0, 2L(G))) ∩ H1
0 ((0, 2L(G))) überein. Der erste echt

positive Eigenwert des Laplaceoperators auf diesem Bereich ist λ1 = π2

4L(G)2 (siehe zum

Beispiel Kapitel 7 aus [17]). Wir schlussfolgern mit dem Rayleigh-Prinzip die Abschätzung

2L(G)∫
0

|f̂ ′|2 ≥ π2

4L(G)2

2L(G)∫
0

|f̂ ′|2.
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Hieraus können wir gemäÿ der Konstruktion auch auf

2L(G)∫
0

|f̃ ′|2 ≥ π2

4L(G)2

2L(G)∫
0

|f̃ |2

und schlieÿlich ∫
G

|f |2 ≥ π2

4L(G)2

∫
G

|f |2

schlieÿen. Gemäÿ der Konstruktion von G als Verdopplung von G folgt daraus∫
G

|f ′|2 ≥ π2

4L(G)2

∫
G

|f |2.

Da H2(e) dicht in H1(e) bezüglich der H1-Norm liegt, gilt diese Abschätzung für alle

f ∈ H1
y (G) und damit die Behauptung.

Wir verallgemeinern dieses Lemma nun auf den Fall eines unendlichen Graphen endlicher

Länge.

Lemma 6.4. Sei G ein zusammenhängender Graph endlicher Länge L(G) und y ∈ G. Sei
H1
y (G) der Raum der Funktionen aus H1(G), die am Punkt y verschwinden. Dann gilt∫

G

|f ′(x)|2 dx ≥ π2

4L(G)2

∫
G

|f(x)|2 dx

für alle f ∈ H1
y (G).

Beweis. Wir betrachten eine kompakte Ausschöpfung (Gn) von G. Wir können annehmen,

dass y für alle n in Gn liegt. Wir wählen eine Funktion f ∈ H1
y (G) und de�nieren

fn(x) =

f(x) x ∈ Gn
0 x ∈ G\Gn

.

Dann liegt fn|Gn ∈ H
1
y (Gn). Mit dem Lemma 6.3 folgt dann

∫
G

|f ′n|2 =

∫
Gn

|f ′n|2 ≥
π2

4L(Gn)2

∫
Gn

|fn|2 =
π2

4L(Gn)2

∫
G

|fn|2

und damit erst recht∫
G

|f ′|2 ≥
∫
G

|f ′n|2 =

∫
Gn

|f ′n|2 ≥
π2

4L(G)2

∫
Gn

|fn|2 =
π2

4L(G)2

∫
G

|fn|2.
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Es ist |fn|2 punktweise konvergent gegen |f |2 und die Folge wird von |f |2 majorisiert. Es

folgt die Konvergenz von
∫
G |fn|

2 gegen
∫
G |f |

2. Wir erhalten damit insgesamt

∫
G

|f ′|2 ≥ π2

4L(G)2

∫
G

|f |2

die Behauptung.

Mit diesem Resultat könnte man als Spektrallücke bereits die Abschätzung

λ1(HN ) ≥ π2

4L(G)2

gewinnen. Wir wollen aber eine bessere Abschätzung, wie im eingangs formulierten Satz,

erzielen. Hierfür müssen wir als nächstes begründen, dass wir uns für die Abschätzung der

Spektrallücke auf Bäume beschränken dürfen. Im Folgenden müssen wir für den Beweis

Graphen zerschneiden. Ein Schnitt einer Kante e = (v1, v2) meint hier das Entfernen eines

Punktes x ∈ e und das Einfügen von zwei Knoten v+x , v
−
x an den beiden entstehenden

Schnittenden, sodass die beiden neuen Kanten e1 = (v1, v
+
x ) und e2 = (v−x , v2) resultieren.

Lemma 6.5. Sei G ein Graph endlicher Länge. Dann können wir G durch abzählbare viele

Kantenschnitte in einen Baum G′ überführen und es gilt für die Neumann'schen Erweite-

rungen HN beziehungsweise H′N auf diesen Graphen:

λk(HN ) ≥ λk(H′N ).

Beweis. Wir betrachten zunächst einen endlichen Graphen G und HN auf diesem. Zer-

schneiden wir irgendeine Kante e und fügen am Ende zwei neue Knoten ein, so erhal-

ten wir den Graphen G′. Dabei zerschneiden wir nur solche Kanten e, sodass der entste-

hende Graph weiterhin zusammenhängend ist. So erreichen wir durch das Zerschneiden

endlich vieler Kanten, dass der entstehende Graph G′ minimal zusammenhängend wird,

das heiÿt beim Durchtrennen einer weiteren Kante e wäre der neue Graph unzusammen-

hängend. Das ist äquivalent dazu, dass der neue entstandene Graph G′ ein Baum ist.

Es gilt dann H1(G) ⊂ H1(G′) und mit dem Min-Max-Prinzip (Satz 2.13) folgt zudem

λk(H′N ) ≤ λk(HN ). Damit dürfen wir uns Falle eines endlichen Graphen für die untere

Abschätzung auf Bäume beschränken.

Bei einem unendlichen, lokal endlichen Graphen haben wir abzählbar unendlich viele Kan-

ten. Wir konstruieren daraus induktiv wie folgt einen Baum: wir starten mit einem belie-

bigen Knoten v0 und betrachten den Graphen G1 der aus den endlich vielen zu v0 benach-

barten Knoten {v01, . . . , v0i, . . . , v0k} besteht mit den zugehörigen Kanten

{(v0, v01), . . . , (v0, v0i), . . . , (v0, v0l)}. Wir zerschneiden nun endlich viele Kanten derart,

dass G′1 ein minimal zusammenhängender Graph ist und fügen die neuen Knoten v′0i, v
′′
0i

ein. Den Folgegraphen G2 erscha�en wir wiederum, indem wir alle zu den Knoten v0i be-
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nachbarten Knoten v1i und die zugehörigen Kanten in G zu G′1 hinzufügen. Dieser Graph

ist weiterhin zusammenhängend und kompakt, sodass wir wiederum einen neuen Baum G′2
durch Zerschneiden von Kanten erhalten können. Wir setzen diese Methode nun beliebig

fort. Dann gilt für alle f ∈ H1(G), dass f für alle n ∈ N auch in H1(G′n) liegt. Damit ist

dann aber auch

λk(HN ) ≥ λk((HN )′n) ≥ λk((HN )′n+1) ∀n ∈ N.

Durch das Zerschneiden von höchstens abzählbar vielen Kanten erhalten wir somit einen

Graphen G′, sodass λk(HN ) ≥ λk(H′N ) gilt.

Bemerkung 6.6. Da Bäume minimal zusammenhängend sind, gilt im Fall, dass G ein

Baum ist λk(HN ) = λk(H′N ), da ein weiteres Zerschneiden von Kanten nicht möglich ist.

Also dürfen wir uns auch im Falle unendlicher Graphen bei der Betrachtung der Spektral-

lücke auf Bäume beschränken.

Im Folgenden sei G ein Baum. Für einen beliebigen Punkt x ∈ G besteht G\{x} aus

px zusammenhängenden Komponenten. Dabei sind es genau zwei Komponenten, wenn

x ∈ e für eine beliebige Kante oder endlich viele Komponenten, wenn x ∈ V ein Knoten

ist. Wir bezeichnen die Abschlüsse dieser px Komponenten mit
{
G1(x), . . .Gpx(x)

}
. Diese

Graphen sind dann auch wieder Bäume. Induktiv können wir so auch endlich viele Punkte

{x1, . . . xn} aus G entfernen. Die Menge der dann entstehenden Graphen bezeichnen wir

mit G(x1, . . . , xn) und eine beliebiges Element dieser Menge mit k(x1, . . . , xn) Elementen

mit Gj(x1, . . . xn) für 1 ≤ j ≤ k(x1, . . . , xn).

Um das Ergebnis aus Lemma 6.4 zu verbessern, benötigen wir eine geeignete Zerlegung

unseres Baums G. Diese garantiert uns das folgende Lemma, welches eine Übertragung

von [3, Lemma 2] auf den unendlichen Fall darstellt.

Lemma 6.7. Sei G ein unendlicher Baum endlicher Länge L(G) und sei n ∈ N mit n ≥ 2.

Dann existieren n − 1 Punkte {x1, . . . xn−1} ∈ G, sodass für jedes Element der Menge

G(x1, . . . , xn−1) gilt

L
(
Gj(x1, . . . xn−1)

)
≤ L(G)

n
1 ≤ j ≤ k(x1, . . . , xn−1).

Um dieses Lemma zu beweisen, benötigen wir noch ein weiteres technisches Lemma. Wir

formulieren dieses zuerst nur für endliche Bäume [3, Lemma 4].

Lemma 6.8. Sei G ein endlicher Baum mit der Länge L(G). Für jedes 0 < l < L(G)

existiert ein x ∈ G, sodass für die Teilgraphen
{
G1(x), . . . ,Gpx(x)

}
und eine geeignete

Indizierung gilt:

L(G1(x)) ≤ L− l und L(Gi(x)) ≤ l für alle 2 ≤ i ≤ px

Beweis. Sei y0 ein beliebiges, aber fest gewähltes Blatt in G, das heiÿt y0 ist ein Knoten, der
nur zu einer Kante gehört. Wir suchen nun einen geeigneten Punkt x, der die Bedingung
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des Lemmas zu gegebenem l erfüllt. Da G nur endlich viele Knoten hat, testen wir zunächst,
ob
{
G1(x), . . . ,Gpx(x)

}
für ein x ∈ V das Lemma erfüllt. Falls ja, sind wir fertig. Falls das

nicht zutri�t, wählen wir eine Kante e und ein beliebiges x ∈ e. Dann existieren genau zwei

Komponenten
{
G1(x),G2(x)

}
und wir bezeichnen mit Gx, diejenige, für die y0 nicht in Gx

liegt. Dann folgt für eine beliebige Kante e, dass entweder L(Gx) > l für alle x ∈ e oder

L(Gx) < l für alle x ∈ e. Falls dies für eine Kante nicht zutre�en sollte, gäbe es auf dieser

Kante einen Punkt x mit L(Gx) = l und wir wären fertig. Wir bezeichnen nun die Kanten,

für die L(Gx) < l gilt, als Kanten erster Art und die, für die L(Gx) > l gilt, als Kanten

zweiter Art und die Abschlüsse der Vereinigung der Kanten jeweils mit GA und GB. Jede
zusammenhängende Komponente ist dann jeweils ein Baum. Des Weiteren ist die Kante,

zu der y0 gehört, eine Kante zweiter Art und sämtliche anderen Kanten, die zu einem

anderen Blatt von G gehören, sind solche erster Art. Wir wählen nun y 6= y0 ein beliebiges

Blatt einer Komponente von GB. Wir betrachten nun die Teilgraphen
{
G0(y), . . . ,Gpy(y)

}
,

wobei wir mit G0(y) denjenigen bezeichnen, der y0 enthält. Wir zeigen nun, dass dieses y

die Bedingungen des Lemmas erfüllt. Wir betrachten die Kante ek der Komponente Gk(y)

mit 1 ≤ k ≤ py, die zu y benachbart ist. Nach Konstruktion ist y ein Blatt für alle Gk(y).

Für x ∈ e0 gilt L(Gx) > l, da e0 eine Kante zweiter Art ist und damit

L(G0(y)) = lim
x→y

L(G \ Gx) ≤ L− l x ∈ e0

Da y ein Blatt aus GB ist, gehören alle anderen Kanten e1, . . . , epy zu GA. Damit folgt

L(Gk(y)) lim
x→y

L(Gx) ≤ l x ∈ ek, 1 ≤ k ≤ py.

Wir übertragen dieses Lemma auf den unendlichen Fall.

Lemma 6.9. Sei G ein unendlicher Baum mit der Länge L(G) < ∞. Für jedes 0 < l <

L(G) existiert ein x ∈ G, sodass für die Teilgraphen
{
G1(x), . . . ,Gpx(x)

}
und eine geeignete

Indizierung gilt

L(G1(x)) ≤ L(G)− l und L(Gi(x)) ≤ l für alle 2 ≤ i ≤ px.

Beweis. Wir wählen ein ε > 0 mit min(L(G) − l, l) < L(G) − ε. Wir betrachten eine

kompakte Ausschöpfung (Gn) von G und wählen ein n so groÿ, dass L(G\Gn) < ε gilt. Wir

betrachten den Graphen Gn. Dieser ist endlich und an endlichen vielen Knoten hängen

weitere (ggf. unendliche) Graphen Gk deren addierte Gesamtlängen ε nicht überschreiten

m∑
k=1

L(Gk) < ε.
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Wir ersetzen jeden dieser m Graphen Gk durch eine Kante ek, die genau der Länge L(Gk)
entspricht. Der so entstehende Graph Gn erfüllt die Voraussetzungen von Lemma 6.8 (end-

licher Baum) und wir wählen den Punkt x aus diesem Lemma. Der Punkt x kann dann

nicht im Inneren der Kanten ek liegen, da dann einer der beiden entstehenden Graphen

eine Länge von L(G)−ε überschreiten würde. Da x ebenso kein Knoten ersten Grades sein

kann, ist x ∈ Gn. Per Konstruktion erfüllt damit x auch im Graphen G die gewünschten

Eigenschaften.

Nun können wir das Ursprungslemma beweisen.

Beweis von Lemma 6.7. Wir wählen l = L(G)
n und wählen mit Lemma 6.9 einen Punkt x1,

sodass

L(G1(x1)) ≤
(n− 1)L(G)

n
und L(Gi(x1)) ≤

L(G)

n
für alle 2 ≤ i ≤ px1

gilt. Den Teilgraphen G1(x1) bezeichnen wir nun als G1 und wiederholen den Schritt. Wir

erhalten einen Punkt x2, sodass

L(G11(x2)) ≤
(n− 2)L(G)

n
und L(Gi1(x2)) ≤

L(G)

n
für alle 2 ≤ i ≤ px2 .

Nach n−1 Schritten erfüllen dann alle so konstruierten Graphen der Menge G(x1, . . . , xn−1)

die Bedingung des Lemmas.

Damit haben wir alles zusammen, um den Ursprungssatz zu beweisen.

Beweis von Satz 6.2. Wir bezeichnen mit ϕk die zum Eigenwert λk mit k ≥ 0 gehörige

Eigenfunktion. Wir betrachten eine natürliche Zahl n ≥ 1. Seien ϕ0, . . . ϕn die ersten n+ 1

Eigenfunktionen. Dann gibt es für beliebige Punkte {x1, . . . , xn} des Graphen G eine nicht-
triviale Linearkombination ϕ der n+ 1 Eigenfunktionen, sodass ϕ(xi) = 0 für die Punkte

{x1, . . . , xn}. Mit dem Rayleigh-Prinzip (Satz 2.12) folgt für die so gewählte Funktion ϕ

dann ∫
G

|ϕ′(x)|2 dx ≤ λn
∫
G

|ϕ(x)|2 dx.

Wir wählen die Punkte {x1, . . . , xn} mit Lemma 6.7. Dann gilt für jeden Teilgraphen

Gj(x1, . . . , xn) mit 1 ≤ j ≤ k(x1, . . . , xn) aus der Menge G(x1, . . . xn)

L
(
Gj(x1, . . . , xn)

)
≤ L(G)

n+ 1
1 ≤ j ≤ k(x1, . . . , xn).

Wir wählen dann eine Komponente aus, auf der ϕ nicht identisch verschwindet und bezeich-

nen diese folgend mit G1. Eine solche Komponente ist stets wählbar, da ϕ als nicht-triviale

Linearkombination zueinander orthogonaler Funktionen nicht auf dem ganzen Graphen
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identisch verschwinden kann. Mit dem Rayleigh-Prinzip folgt dann∫
G1

|ϕ′(x)|2dx ≤ λn(HN )

∫
G1

|ϕ(x)|2. (8)

Da im Graphen G1 mindestens einer der Punkte {x1, . . . , xn} liegt, hat ϕ auf G1 mindestens

eine Nullstelle. Wir können daher Lemma 6.4 anwenden und erhalten∫
G1

|ϕ′(x)|2dx ≥ π2

4L(G1)2

∫
G1

|ϕ(x)|2. (9)

Wenn wir nun die Abschätzung (8) mit der Abschätzung (9) vergleichen, erhalten wir mit

λn(HN ) ≥ π2

4L(G1)2
≥ π2(n+ 1)2

4L(G)2

die Behauptung.

Wir wollen einen alternativen Zugang zu der Abschätzung der Spektrallücke geben, dieser

folgt approximativ über den Rayleigh-Quotienten. Diese Technik hat den Vorteil, dass wir

sie auf weitere Abschätzungen anwenden können.

Satz 6.10. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Länge L(G) und HN die Neu-

mann'sche Erweiterung von H0. Dann gilt für die Spektrallücke von HN

λ1(HN ) ≥ π2

L(G)2
.

Beweis. Mit dem Rayleigh-Prinzip existiert u ∈ dom(HN ) mit
∫
G u(x)dx = 0, welches den

Quotienten minimiert, also ∫
G |u
′(x)|2∫

G |u(x)|2
= λ1(HN ).

Wir bestimmen nun eine untere Schranke für λ1(HN ). Wir wählen eine kompakte Aus-

schöpfung (Gn) von G.
Die Funktion u schränken wir auf die so gewählten Gn ein. Dann ist u auf Gn stetig und

liegt in H1(Gn). Auf Gn erfüllt u im Allgemeinen nicht die Orthogonalitätsbedingung. Es

gilt ∫
Gn

u(x)dx = cn.

Nach Voraussetzung an u ist cn eine Nullfolge. Es gilt nämlich

0 =

∫
G

u(x)dx =

∫
Gn

u(x)dx+

∫
G\Gn

u(x)dx = cn +

∫
G\Gn

u(x)dx.
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Der zweite Summand rechts konvergiert gegen Null, da u beschränkt ist und L(G\Gn)→ 0

gilt.

Wir können also u orthogonalisieren, indem wir

un =

u− cn
L(Gn) x ∈ Gn

0 x ∈ G\Gn

betrachten. Dann ist un eingeschränkt auf Gn ebenfalls in H1(Gn) und es gilt
∫
G u =∫

Gn un = 0. Es gilt dann mit dem Rayleighprinzip, da Gn ein kompakter Graph ist [2, 3]∫
G |u
′
n(x)|2∫

G |un(x)|2
=

∫
Gn |u

′
n(x)|2∫

Gn |un(x)|2
≥ π2

L2
.

Es sind un beziehungsweise u′n punktweise konvergent gegen u beziehungsweise u′. Zudem

werden die Folgen von |u| beziehungsweise |u′| majorisiert. Mit dem Satz der majorisierten

Konvergenz folgen wir dann

π2

L2
≤ lim

n→∞

∫
G |u
′
n(x)|2∫

G |un(x)|2
=

∫
G |u
′(x)|2∫

G |u(x)|2
= λ1(HN )

und somit die Behauptung.

6.1.2 Spektralabschätzung von unten in Abhängigkeit von Durchmesser und

Länge

Aus dem endlichen Fall ist folgende Abschätzung in Abhängigkeit von Durchmesser und

Länge bekannt [4, Satz 7.2]. Mit Bemerkung 5.2 sprechen wir in diesem Satz nur vom

Laplace-Operator H.

Satz 6.11. Sei G ein endlicher zusammenhängender Graph und H der Laplace-Operator

auf G. Sei L(G) ≥ 2D(G), dann folgt

λ1(H) ≥ 1

2D(G)(L(G)−D(G))
.

Wir möchten diesen Satz auf unendliche Graphen übertragen. Dabei wollen wir wieder über

eine kompakte Ausschöpfung zum Ziel gelangen. Problematisch ist aber, dass für eine kom-

pakte Ausschöpfung Gn zwar stets L(Gn) gegen L(G) konvergiert, dies aber nicht für D(Gn)

gelten muss, insbesondere könnte lim inf D(Gn) > D(G) sein, sodass eine Abschätzung der

Art
1

2D(Gn)(L(Gn)−D(Gn))
≥ 1

2D(G)(L(G)−D(G))

gerade nicht erfüllt sein muss. Daher müssen wir eine zusätzliche Bedingung stellen.
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Satz 6.12. Sei G ein Graph mit endlicher Länge und HN die Neumann'sche Erweiterung

von H0. Sei L(G) ≥ 2D(G). Es existiere zudem eine kompakte Ausschöpfung (Gn) von G,
sodass D(Gn) ≤ D(G) für alle n ∈ N. Dann folgt

λ1(HN ) ≥ 1

2D(G)(L(G)−D(G))
.

Beweis. Zunächst ist die Bedingung L(G) ≥ 2D(G) keine Einschränkung, da die Ab-

schätzung für L(G) < 2D(G) mit Satz 6.2 auch zutri�t. Wir können also im Folgenden

bei der Betrachtung der kompakten Ausschöpfung davon ausgehen, dass für alle Gn auch

L(Gn) ≥ 2D(Gn) ist. Mit dem Rayleigh-Prinzip existiert u in dom(HN ) mit
∫
G u(x)dx = 0,

welches den Quotienten minimiert. Wir betrachten die kompakte Ausschöpfung (Gn) von

G, für die D(Gn) ≤ D(G) für alle n ∈ N erfüllt ist. Auf Gn erfüllt u nicht unbedingt die

Orthogonalitätsbedingung. Es gilt ∫
Gn

u(x)dx = cn.

Nach Voraussetzung an u ist cn wegen

0 =

∫
G

u(x)dx =

∫
Gn

u(x)dx+

∫
G\Gn

u(x)dx = cn +

∫
G\Gn

u(x)dx

eine Nullfolge. Der zweite Summand rechts konvergiert gegen Null, da u beschränkt ist und

L(G\Gn)→ 0 gilt.

Wir können also u orthogonalisieren, indem wir

un =

u− cn
L(Gn) x ∈ Gn

0 x ∈ G\Gn

betrachten. Diese Funktion ist dann ebenfalls in H1(Gn) und es folgt
∫
Gn un = 0. Das

Rayleighprinzip impliziert dann, da Gn ein kompakter Graph ist∫
G |u
′
n(x)|2∫

G |un(x)|2
=

∫
Gn |u

′
n(x)|2∫

Gn |un(x)|2
≥ 1

2D(Gn)(L(Gn)−D(Gn))
.

Es sind un beziehungsweise u′n punktweise konvergent gegen u beziehungsweise u′. Zudem

werden die Folgen von |u| beziehungsweise |u′| majorisiert. Mit dem Satz der majorisierten
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Konvergenz folgern wir dann

1

2D(G)(L(G)−D(G))
≤ lim inf

n→∞

1

2D(Gn)(L(Gn)−D(Gn))

≤ lim
n→∞

∫
G |u
′
n(x)|2∫

G |un(x)|2

=

∫
G |u
′(x)|2∫

G |u(x)|2

= λ1(HN )

die Behauptung.

Die Bedingung an die Existenz einer kompakten Ausschöpfung in Satz 6.12 ist natürlich

sehr unbefriedigend, da a priori nicht ersichtlich ist, für welche Graphen eine solche Aus-

schöpfung existiert. Im Folgenden sind zwei Beispiele dargestellt, wann diese Bedingung

erfüllen.

Beispiel 6.13. 1. Sei G ein Baum. Dann gilt wegen des minimalen Zusammenhangs für

jeden endlichen zusammenhängenden Teilgraphen Gn und zwei Punkte x, y ∈ Gn, dass
dGn(x, y) = dG(x, y) und damit D(Gn) ≤ D(G). Dabei bezeichnet dGn den Abstand im Gra-

phen Gn. Somit ist die Voraussetzung erfüllt.

2. Sei G ein Graph endlicher Länge, der von einem Startknoten ausgehend aus der Aneinan-

derreihung von Kürbisgraphen entsteht. Dabei ist ein Kürbisgraph ein Paar von Knoten, die

durch endlich viele Kanten gleicher Länge verbunden sind. Als Graphen G1 wählen wir den

ersten Kürbisgraph und fügen für den nachfolgenden Graphen G2 den nächsten Kürbisgra-

phen hinzu. Induktiv erhalten wir eine kompakte Ausschöpfung Gn, welche D(Gn) < D(G)

für alle n erfüllt.

6.1.3 Spektralabschätzung von oben in Abhängigkeit von Durchmesser und

Länge

Wir suchen nun eine Abschätzung von oben. Aus dem endlichen Fall ist bekannt, dass diese

nicht allein von der Länge oder dem Durchmesser abhängen kann [4, (3.2), Satz 5.10, ].

Dafür ist folgender Satz bekannt [4, Satz 7.1].

Satz 6.14. Sei G ein endlicher, zusammenhängender Graph mit Länge L(G) und Durch-

messer D(G). Dann gilt für den Laplace-Operator H

λ1(H) ≤ π2

D(G)2
4L(G)− 3D(G)

D(G)
.
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Diesen Satz wollen wir auf unendliche Graphen übertragen. Zuvor zeigen wir folgenden

Zusammenhang, der sich aus dem endlichen Fall überträgt [4, Lemma 2.3]

Proposition 6.15. Sei G ein (unendlicher oder endlicher), lokal endlicher, zusammen-

hängender Graph mit der endliche Gesamtlänge L(G), G̃ derjenige Graph, der entsteht,

wenn an einem Knoten v von G ein Graph endlicher Länge angehängt wird und H̃N die

Fortsetzung von HN auf G̃. Dann gilt

λk(HN ) ≥ λk(H̃N ).

Beweis. Sei M ⊂ dom(HN ) ein beliebiger Teilraum der Dimension k. Da HN ein rein

diskretes Spektrum hat, berechnet sich λk(HN ) mittels

λk(HN ) = min
M⊂dom(HN )

max
06=f∈M

∫
G |f
′(x)|2dx∫

G |f(x)|2dx
.

Sei M ein Teilraum, für den das Minimum angenommen wird. Wir setzen jede Funktion f

aus M auf G̃ fort mit

f̃(x) =

f(x) x ∈ G

f(v) x ∈ G̃\G
.

Dann folgt ∫
G |f
′(x)|2dx∫

G |f(x)|2dx
≥
∫
G̃ |f
′(x)|2dx∫

G̃ |f(x)|2dx
.

und da M̃ auch die Dimension k hat, folgt mit dem Min-Max-Prinzip

λk(HN ) ≥ λk(H̃N )

Wir schlussfolgern folgendes Korollar.

Korollar 6.16. Sei G ein unendlicher, lokal endlicher, zusammenhängender Graph mit

endlicher Gesamtlänge, G̃ derjenige Graph, der entsteht, wenn an abzählbar vielen Knoten

von G Graphen endlicher Länge angehängt werden, sodass G̃ weiterhin ein lokal endlicher

zusammenhängender Graph endlicher Länge ist. Sei H̃N die Fortsetzung von HN auf G̃.
Dann gilt

λk(HN ) ≥ λk(H̃N ).

Beweis. Durch das sukzessive Anhängen der abzählbar vielen Graphen an G erhalten wir

eine Folge von Graphen (Gn). Bezeichnen wir die Fortsetzungen von HN auf diese Graphen

jeweils mit HnN so folgt aus Proposition 6.15 für den Eigenwert λk

λk(HnN ) ≥ λk(Hn+1
N ) für alle n ∈ N.
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Damit ist (λk(HnN ))n∈N eine monoton fallende, nach unten beschränkte Folge. Folglich

erhalten wir über

λk(HN ) ≥ λk(HnN ) ≥ lim
n→∞

λk(HnN ) = λk(H̃N )

die Behauptung.

Wir übertragen Satz 6.14 jetzt auf den unendlichen Fall.

Satz 6.17. Sei G ein lokal endlicher, zusammenhängender unendlicher Graph mit der

Gesamtlänge L(G) und Durchmesser D(G). Sei HN die Neumann'sche Erweiterung von

H0. Dann gilt

λ1(HN ) ≤ π2

D(G)2
4L(G)− 3D(G)

D(G)
.

Beweis. Im Graphen G existiert eine Folge eines Paars von Punkten (xn, yn), sodass

lim
n→∞

dG(xn, yn) = D(G)

gilt. Es bezeichnet hier dG(xn, yn) den Abstand der Punkte im Graphen G. Wir können

die Folge so wählen, dass dG(xn, yn) monoton steigend ist. Wir betrachten eine kompakte

Ausschöpfung (Gn) von G, sodass xn, yn ∈ Gn für alle n ∈ N. Da Gn ein endlicher Graph

ist, ist das In�mum dGn(xn, yn) ein Minimum. Es existiert also ein Pfad mit der Länge

dGn(xn, yn) in Gn. Da dieser Pfad auch in G enthalten ist, kann der Abstand der beiden

Punkte in diesem Graphen nicht gröÿer sein. Damit gilt für alle n

D(Gn) ≥ dGn(xn, yn) ≥ dG(xn, yn). (10)

Die Folge n 7→ D(Gn) ist beschränkt. Damit hat sie einen kleinsten Häufungspunkt. Daraus

folgt

D(G) = lim
n→∞

dG(xn, yn) ≤ lim inf
n→∞

D(Gn).

Damit und aus L(Gn)→ L(G) folgt die Existenz eine Nullfolge εn, sodass

π2

D(Gn)2
4L(Gn)− 3D(Gn)

D(Gn)
− εn ≤

π2

D(G)2
4L(G)− 3D(G)

D(G)

für alle n und damit

lim sup
n→∞

π2

D(Gn)2
4L(Gn)− 3D(Gn)

D(Gn)
≤ π2

D(G)2
4L(G)− 3D(G)

D(G)

zutri�t. Es ist λ1(HN ) ≤ λ1(HN ↓ Gn) für alle n, da G aus dem Anhängen endlicher vieler

Graphen an Gn entsteht. Mit dem Theorem 6.14 folgt dann

λ1(HN ) ≤ lim
n→∞

λ1(HN ↓ Gn) ≤ lim sup
n→∞

π2

D(Gn)2
4L(Gn)− 3D(Gn)

D(Gn)
≤ π2

D(G)2
4L(G)− 3D(G)

D(G)
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die Behauptung.

Für den Spezialfall, dass G ein Baum ist, können wir, analog dem endlichen Fall [6, Satz

3.2], das Ergebnis noch verbessern.

Proposition 6.18. Sei G ein unendlicher, lokal endlicher, zusammenhängender Baum mit

der Gesamtlänge L(G) und Durchmesser D(G). Sei λk, k ≥ 0 der k-te Eigenwert von HN .
Dann gilt für alle k

λk(HN ) ≤ k2π2

D(G)2
.

Beweis. Für k = 0 ist die Aussage o�ensichtlich richtig, wir gehen daher von k ≥ 1 aus.

Da G ein Baum ist, gibt es einen Teilgraphen P ⊂ G mit λ(P ) = D(G) und P ist ein

Pfad oder Strahl oder Doppelstrahl in G. Wegen der Baumstruktur entsteht G aus diesem

Teilgraphen, indem an die Knoten von P abzählbar viele Graphen angehängt werden. Dann

folgt für den selbstadjungierten Operator HN mit Korollar 6.16

λk(HN ) ≤ λk(HN↓ P ) =
k2π2

D(G)2
.

Wir müssen noch zeigen, dass für einen Pfad oder Strahl oder Doppelstrahl P tatsäch-

lich λk(HN↓ P ) = k2π2

D2 gilt. Im Fall, dass P ein kompakter Pfad ist, ist dies bekannt.

Einen Strahl oder Doppelstrahl der Länge D eines unendlichen Graphen können wir mit

dem Intervall [0, D) bzw. (0, D) identi�zieren. Wir berechnen die Eigenwerte des Laplace-

Operators für die Bedingungen u′(0) = 0 und
∫ D
0 u(x)dx = 0, wobei sich die zweite Rand-

bedingung aus dem Rayleigh'schen Prinzip ergibt und der Tatsache, dass die konstanten

Funktionen Eigenfunktionen sind. Die Randbedingung u′(0) = 0 ergibt sich aus den Vor-

aussetzungen an die Selbstadjungiertheit des Laplace-Operators im Falle endlicher Inter-

valle. Die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung u′′(x) = −λu(x) mit λ > 0 lautet

bekanntlich

u(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx).

Einsetzen der beiden Bedingungen führt auf

0 =
A sin(

√
λD(G))√
λ

und damit λk = π2k2

D(G)2 .
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6.2 Spektrale Abschätzungen für die Friedrich'sche Erweiterung

6.2.1 Spektrale Abschätzung von unten

Die gefundenen Abschätzungen der Neumann'schen Erweiterungen lassen sich nicht direkt

auf die Friedrich'sche Erweiterung HF übertragen. Dies liegt schon daran, dass die kon-

stanten Funktionen nicht in H1
0 (G), also auch nicht in dom(HF ) enthalten sind. Folglich

ist λ0 = 0 kein Eigenwert von HF . Damit wird sich im Folgenden auch ergeben, dass die

spektrale Lücke kleiner ist als bei der Neumann'schen Erweiterung. Wir zeigen dies zu-

nächst für das o�ene Intervall [0, L). Dabei wählen wir die Knoten jeweils an den Punkten

L − L
n mit n ≥ 1, n ∈ N . Die Eigenfunktion f ∈ dom(HF ) ⊂ H1

0 (G) muss dann die

Randbedingungen f(L) = 0 sowie f ′(0) = 0 erfüllen. Aus der ersten Randbedingung folgt

bereits

f(x) = A cos(
√
λx)

und mit der zweiten Randbedingung erhalten wir als ersten Eigenwert schlieÿlich λ1 = π2

4L2 .

Wir zeigen, dass dies auch die allgemeine untere Grenze, also die kleinste spektrale Lücke

darstellt.

Satz 6.19. Sei G ein unendlicher Graph endlicher Länge und HF die Friedrisch'sche

Erweiterung. Dann gilt für die Spektrallücke von HF :

λ1(HF ) ≥ π2

4L(G)2
.

Beweis. Sei u ∈ H1
0 (G) eine Funktion, die den Rayleigh-Quotienten minimiert, also

λ1(HF ) =

∫
G |u
′(x)|2dx∫

G |u(x)|2dx
.

Wir betrachten einen Strahl R = (v0, v1, . . .) von G. Wir kompakti�zieren den Strahl,

indem wir dem Strahl beziehungsweise dem Graphen den Endpunkt γ hinzufügen, für den

u(γ) = 0 nach Voraussetzung an u gilt. Die Integrale entlang des Strahls ändern sich

nicht, da es sich um das Hinzufügen einer Nullmenge handelt. Wir wählen eine kompakte

Ausschöpfung (Gn) von G und betrachten Gn = Gn ∪R ∪ γ. Wir de�nieren dann

un(x) :=

u(x) x ∈ Gn
0 x ∈ G\Gn

.

Dann können wir un als Funktion in H1
y (Gn) au�assen. Es folgt mit Lemma 6.4∫

G

|u′n|2 =

∫
Gn

|u′n|2 ≥
π2

4L(Gn)2

∫
Gn

|un|2 =
π2

4L(Gn)2

∫
G

|un|2.
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Wir müssen nun die Konvergenz der Integrale zeigen. Es werden sowohl |un′| als auch |un|
von |u′| bzw. |u| majorisiert. Zudem besteht punktweise Konvergenz, also konvergieren die

Integrale links und rechts und wir erhalten mit∫
G

|u′|2 = lim
n→∞

∫
G

|u′n|2 ≥ lim
n→∞

π2

4L(Gn)2

∫
G

|un|2 =
π2

4L(G)2

∫
G

|u|2

die Behauptung.

6.2.2 Spektrale Abschätzungen von oben

Im endlichen Fall als auch im Falle der Neumann'schen Erweiterung beruhen die oberen

Abschätzung auf der Tatsache, dass das Anhängen zusätzlicher Kanten an einen bestimm-

ten Knoten, die Spektrallücke verkleinert, für einen Graphen G′, der durch Anhängen eines

Graphen an einen Knoten des Graphen G entsteht, gilt für die Neumann'schen Erweite-

rungen bekanntlich

λk(HN ) ≥ λk(H′N ).

Dies gilt allerdings im Allgemeinen nicht für die Friedrichs'sche Erweiterung, wie folgendes

Gegenbeispiel zeigt.

Beispiel 6.20. Wir betrachten HF auf dem Graphen G, den wir als Intervall (0, 34π] mit

Knoten jeweils an den Punkten 1
n sowie am Punkt 3

4π festlegen. Mit der Randbedingung

f(0) = 0 für alle f ∈ dom(HF ) ist

λ1(HF ) =
π2

4L(G)2
=

π2

4(34π)2
=

4

9

der kleinste Eigenwert. Wir hängen an den Randknoten bei 3
4π das Intervall [34π, π) als

Graphen an, wobei hier die Knoten an den Punkten π− 1
n mit n ≥ 2 gesetzt werden. Damit

ist der neue Graph G′ das o�ene Intervall (0, π) mit den beiden Graphenenden jeweils an

den Rändern. Jede Eigenfunktion von H′F muss an beiden Rändern eine Nullrandbedingung

f(0) = f(π) = 0 erfüllen. Dies ist das klassische Sturm-Liouville Randeigenwertproblem

und wir erhalten λ1 = 1 als kleinsten Eigenwert von H′F . Damit ist also

λ1(H′F ) > λ1(HF ).

Wir müssen also eine oder mehrere zusätzliche Bedingung an den angehängten Graphen

stellen, um die Beweise analog der Neumann'schen Erweiterungen übertragen zu können.

Diese Dinge könnten Gegenstand weiterführender Betrachtungen sein, sollen in dieser Ar-

beit aber nicht weiter vertieft werden.
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7 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die im Fall endlicher Graphen bekannten spektralen Abschät-

zungen des Laplace-Operators auf unendliche Graphen zu verallgemeinern. Besonders er-

folgreich war dies, wenn der unendliche Graph endliche Länge hatte und diejenigen selbst-

adjungierten Erweiterungen des Laplace-Operators betrachtet wurden, deren Formbereich

Teilmenge des Raums H1(G) waren. Im Satz 5.16 wurde die kompakte Einbettung des De-

�nitionsbereichs dieser selbstadjungierten Erweiterungen in L2(G) gezeigt. Dies implizierte

wiederum ein rein diskretes Spektrum des Operators. Für die Neumann'sche Erweiterung

HN konnte unter diesen Bedingungen eine untere Abschätzungen für den k-ten Eigenwert

im Satz 6.2 gegeben werden, in voller Analogie zu den im endlichen Fall bekannten Re-

sultaten von Friedlander [3]. Darüber hinaus wurden in den Sätzen 6.12, 6.17, 6.18 einige

Resultate in Teilen auf den unendlichen Fall geschlussfolgert, wie sie aus [4] oder [6] be-

kannt sind. O�en hingegen blieb beispielsweise die Frage, ob die untere Abschätzung der

Spektrallücke λk(HN ) = π2k2

4L(G)2 genau auf denjenigen Graphen angenommen wird, die ein

Strahl oder Doppelstrahl sind. Des Weiteren existieren zum Beispiel für doppelt zusam-

menhängende Graphen im endlichen Fall stärkere Abschätzungen der Spektrallücke [18],

die sich möglicherweise auch auf den in dieser Arbeit untersuchten Fall übertragen lassen.

Für die Friedrich'sche Erweiterung konnte im Satz 6.19 eine Abschätzung der Spektrallücke

bewiesen werden, welche sich nicht weiter verbessern lässt. Weitere Analysen des Spektrums

der Friedrich'schen Erweiterung könnten sich anschlieÿen, insbesondere die Frage für wel-

che Graphen sich auch obere Abschätzungen angeben lassen.

Weitere Anknüpfungspunkte für vertiefende Untersuchungen stellt insbesondere die Ana-

lyse des Spektrums von selbstadjungierten Erweiterungen des minimalen Laplaceoperators

H0 im Falle von Graphen mit unendlicher Länge dar. Naheliegend als Untersuchungsobjekt

wären Graphen, welche zwar unendliche Länge haben, aber als metrischer Raum dennoch

präkompakt sind, sodass möglicherweise die selbstadjungierte Erweiterung von H0 weiter

ein rein diskretes Spektrum besitzen. Aber auch im Falle, dass der Laplaceoperator ein

essentielles Spektrum besitzt, wäre eine aus mathematischer Sicht interessante Frage, ob

auch hier eine Spektrallücke besteht und wie das Spektrum unterteilt ist. Ob dies dann

möglicherweise auch Relevanz für das einleitend erwähnte �Buch der Natur� haben könnte,

bleibt abzuwarten.



63

8 Notation

N,R,C Natürliche Zahlen, Reelle Zahlen, Komplexe Zahlen

G Metrischer Graph

E Menge der Kanten eines Graphen

V Menge der Knoten eines Graphen

vi ∼ vj benachbarte Knoten

Evi Menge der zum Knoten vi inzidenten Kanten

L(G) Länge oder Volumen des Graphen G
P Pfad eines Graphen

R Strahl eines unendlichen Graphen

Ω(G) Menge der Graphenenden von G
C(G) Menge der topologischen Graphenenden von G
L2(·) Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen über ·
H1(·) Erster Sobolevraum über einer Grundmenge

H2(·) Zweiter Sobolevraum über einer Grundmenge

H1
0 (G) Abschluss von H0

0 bezüglich der Norm auf H1(G)

Hmax Laplace-Operator auf dem maximalen De�nitionsbereich

H maximaler Kirchho�'scher Laplace-Operator

H0
0 Einschränkung von Hmax auf dom(H0

0), De�nition 3.23

H0 Abschluss von H0
0 bezüglich L2(G)

HF ,HN Friedrich'sche bzw. Neumann'sche Erweiterung von H0

dom(A) De�nitionsbereich des Operators A

dom[t] De�nitionsbereich der Form t

f|· Einschränkung einer Funktion f auf ·
A ↓ · Einschränkung des Operators A auf ·⊕

Produktbildung

σ(A), σd(A) Sepktrum bzw. diskretes Spektrum von A

ρ(A) Resolventemenge von A

χA Charakteristische Funktion auf der Menge A

f⊥g f orthogonal zu g

ran Bildbereich

M⊥ Komplement der Menge
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