FERNUNIVERSITAT HAGEN

Fakultat fiir Mathematik und Informatik
Lehrgebiet Analysis

Spektrale Abschatzungen des Laplace-Operators auf

Quantengraphen

MASTER-ARBEIT

Marco Diifel
Matrikelnummer: 8499101

Erstgutachter: Prof. Dr. Delio Mugnolo
Zweitgutachter: Marvin Pliimer

28. Marz 2021



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung
2 Priliminarien

3 Quantengraphen
3.1 Metrische Graphen . . . . . . . . ...
3.2 Der Laplace-Operator auf Quantengraphen . . . . . . ... ... ... ...

4 Quadratische Formen

5 Selbstadjungierte Erweiterungen von Hg
5.1 Die Friedrich’sche und Neumann’sche Erweiterung . . . . . . . .. ... ..
5.2 Das Spektrum auf Graphen im Fall endlicher Lénge . . . . . . . . . ... ..
5.3 Das Spektrum auf Graphen im Fall unendlicher Laénge . . . . . .. ... ..

6 Spektrale Abschitzungen
6.1 Spektralabschatzungen fiir die Neumann’sche Erweiterung . . . . . . . . ..
6.1.1 Spektralabschdtzung von unten in Abh#ngigkeit von der Linge
6.1.2 Spektralabschitzung von unten in Abh#ngigkeit von Durchmesser
und Linge . . . . . . ...
6.1.3 Spektralabschitzung von oben in Abhédngigkeit von Durchmesser
und Linge . . . . . . ..o
6.2 Spektrale Abschidtzungen fiir die Friedrich’sche Erweiterung . . . . . . . ..
6.2.1 Spektrale Abschitzung von unten . . . . . . . . .. ... oL
6.2.2 Spektrale Abschitzungen vonoben . . . . . ... ..o 0oL

7 Zusammenfassung
8 Notation

Literaturverzeichnis

19

26

32
32
40
43

45
46
46

54

56
60
60
61

62

63

64



1 Einleitung

»,Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben®, so poetisch soll der
Gelehrte Galileo Galilei die Tatsache zum Ausdruck gebracht haben, dass sich zahlreiche
Probleme der Physik mit Hilfe mathematischer Theorien beschreiben und l6sen lassen.
Wihrend Galilei sich zu seiner Zeit vornehmlich auf Aspekte der heutigen klassischen
Newton’schen Physik bezogen haben muss, so bleibt der Ausspruch auch fiir die moderne
Physik nicht weniger wahr. Die Quantenmechanik untersucht beispielsweise die physikali-
schen Zustinde im subatomaren Bereich. Die Sprache der Mathematik, die hier Verwen-
dung findet, benutzt vielfach Grammatik und Vokabular, welche die Funktionalanalysis
und die Theorie der Differentialgleichungen bereitstellen. Ein Beispiel ist der sogenannte
Schrédinger-Operator S, der zur Beschreibung der Bewegung eines Teilchens in einem Po-
tential dient und dessen Eigenwerte bestimmte Zusténde von Teilchen reprisentieren. Eine
mogliche formale Darstellung lautet [1]
S = —h—zH + V.
2m

In dieser Formel stehen die Konstanten h,m fiir das reduzierte Planck’sche Wirkungs-
quantum beziehungsweise eine Masse. Der Ausdruck H bezeichnet den Laplace-Operator
und V symbolisiert ein Skalarpotential. Ohne die Physik hinter diese Formel weiter erldu-
tern zu wollen, sei der Blick auf den Laplace-Operator H gelenkt, der als Operator der
zweiten Ableitung fungiert. Dieser ldsst sich auf verschiedenen Bereichen definieren und
hinsichtlich seiner Eigenschaften und insbesondere auch Eigenwerte untersuchen. Klassi-
scherweise handelt es sich bei dem Definitionsbereich um Sobolevriume der Art H?(Q) mit
einer Menge 2 C R". Diese Grundmenge ldsst sich verallgemeinern, sodass der Operator
H mit einem Definitionsbereich im Funktionenraum L?(G) auf einem Graphen G defi-
niert werden kann. Finen solchen Differentialoperator auf einem Graphen bezeichnet man
dann als Quantengraphen. Die physikalische Interpretation eines solchen Quantengraphen
kénnte beispielsweise ein Molekiil sein und der Schrédinger-Operator beziehungsweise der
Laplace-Operator dienen der Beschreibung der Elektronen und ihrer Zustidnde in diesem
Molekiil. Daher liegt es nicht nur im intrinsischen Interesse der Mathematik, sondern mog-
licherweise auch in dem der Physik, den Laplace-Operator auf Graphen zu studieren, um
in obiger Metapher bleibend ein paar weitere mathematische Worte dem Buch der Natur
hinzufiigen zu kénnen.

Fiir endliche Graphen und den zugehérigen Funktionenraum L?(G) sind zahlreiche nichttri-
viale Aussagen iiber den Laplace-Operator auf einem solchen Graphen bekannt. Unter be-
stimmten ,Standardannahmen® ist der Operator ‘H auf endlichen Graphen selbstadjungiert
und besitzt ein rein diskretes Spektrum. In der Folge kann zum Beispiel geschlussfolgert
werden, welche unteren Grenzen fiir die Eigenwerte des Laplace-Operators in Abhéngigkeit

von der Liange L(G) des Graphen gelten. Eine der bekanntesten Abschitzungen ist die von



Nicaise [2]| im Jahr 1987 gefundene und von Friedlander 2005 [3] verbesserte Abschétzung

der unteren Grenzen der Eigenwerte \; des Laplace-Operators H als

(k +1)2x2

Me(H) > IL(G)?

k> 1.

In der Veroffentlichung von Kennedy im Jahr 2016 [4] wurden weitere Abschétzungen fiir
den endlichen Fall bewiesen, beispielsweise in Abhéngigkeit von Lénge und Durchmes-
ser des Graphen oder von der Anzahl der Knoten und Kanten. M&chte man nun analoge
Aussagen fiir Graphen mit unendlich vielen Knoten und Kanten finden, so ist das erste Pro-
blem, dass der Laplace-Operator unter den ,Standardbedingungen“ im Allgemeinen nicht
mehr selbstadjungiert ist. Diese Problematik wird in der Verdffentlichung von Kostenko
aus 2019 [5] dargestellt und es werden verschiedene Wege aufgezeigt, auf welchen Definiti-
onsbereichen der Laplace-Operator auf einem unendlichen Graphen selbstadjungiert ist.
In der vorliegenden Arbeit wird der Laplace-Operator auf unendlichen Graphen hinsicht-
lich seines Spektrums untersucht. Dabei werden in Kapitel 2 als Erstes einige funktional-
analytischen Priliminarien dargestellt. Das sich anschliefsende dritte Kapitel widmet sich
den grundlegenden Definitionen von metrischen Graphen sowie den funktionalanalytischen
Strukturen, die auf metrischen Graphen definiert werden kénnen. Auflerdem werden der
maximale und der minimale Laplace-Operator auf unendlichen Graphen eingefiihrt. Beide
Operatoren werden sich als im Allgemeinen nicht selbstadjungiert erweisen. Das Kapitel
beruht im Wesentlichen auf der Verdffentlichung [5]. Im vierten Kapitel folgt als Exkurs
ein kurzer Abschnitt iiber die Theorie quadratischer Formen. Diese werden ein essentielles
Hilfsmittel zum Auffinden selbstadjungierter Realisationen des Laplace-Operators auf un-
endlichen Graphen sein. Einige dieser selbstadjungierten Erweiterungen werden im fiinften
Kapitel eingefiihrt, wobei die Friedrich’sche Erweiterung Hpr und die Neumann’sche Er-
weiterung Hy von besonderem Interesse sein werden. Nach diesen Vorbereitungen erhalten
wir in Kapitel 5 als erstes Resultat, dass im Falle endlicher Linge des unendlichen Gra-
phen sowohl Hp als auch Hy ein rein diskretes Spektrum haben (Korollar 5.17). Darauf
aufbauend analysieren wir im Kapitel 6.1 die Eigenwerte der Neumann’schen Erweiterung
fiir den Fall endlicher Linge genauer. Das Hauptergebnis (Satz 6.2) wird sein, dass sich die
Abschétzung aus dem endlichen Fall vollstindig iibertragt. Es gilt fiir den k-ten Eigenwert

A der Neumann’schen Erweiterung

(k +1)272

M(Hw) > 1L(G)?

kE>1.

Des Weiteren kénnen wir fiir die Neumann’sche Erweiterung zwei Sitze aus der Veroffent-
lichung [4], welche Abschéitzungen in Abhéngigkeit von Durchmesser und Léinge geben,
teilweise auf den unendlichen Fall {ibertragen. Im Spezialfall, dass der Graph ein Baum
ist, erhalten wir eine weitere Abschatzung, wie sie fiir den endlichen Fall von Rohleder [6]

bewiesen wurde. Das Kapitel 6.2 beschiftigt sich mit Spektralabschitzungen fiir die Fried-



rich’sche Erweiterung. Fiir diese konnen wir auch die Spektralliicke im Falle Graphen end-

licher Lange mit

2

M(HF) > L)
als bestmdogliche Abschétzung beweisen. Was Graphen unendlicher Linge angeht, so werden
in dieser Arbeit keine Antworten zum Fragen des Spektrums des Laplace-Operators zu
finden sein. Dies liegt daran, dass bestimmte Kompaktheitsvoraussetzungen bei unendlicher
Linge des Graphen nicht mehr gelten. Diese werden aber nicht nur fiir den Beweis bendotigt,
dass die betrachteten Laplace-Operatoren ein diskretes Spektrum haben, sondern auch
fiir die Untersuchung des Spektrums selbst wird dies immer wieder benotigt: die meisten
Beweise beruhen auf der Mdoglichkeit, einen unendlichen Graphen endlicher Linge durch
endliche Graphen zu approximieren. Dieses Argument kann bei unendlicher Lénger in dieser

Form aber nicht mehr angewandt werden.



2 Praliminarien

In diesem Kapitel werden im Wesentlichen bekannte, aber wichtige Resultate aus der Ana-
lysis zusammengestellt. Wir beginnen mit einigen allgemeinen Tatsachen iiber Hilbertrau-
me. Der zu Grunde liegende Skalarkérper K kann hier entweder R oder C sein |7, Satz
1.2.15].

Satz 2.1. Sei I eine abzdhlbare Menge und fiir jedes i € I sei (X, (-,-);) ein Hilbertraum.
Sei
X = {f = (fi)icr € P Xi: Y _IIfill} < OO}
i€l i€l

und die Abbildung (-,-) : X x X — K definiert durch

(f.9)= Z (firgi); fir = (fi)ier, 9= (9i)icr € X

i€l
Dann ist (X, (-,-)) ein Hilbertraum.

Zwischen einem Hilbertraum X und seinem Dualraum X’ besteht folgender fundamentaler

Zusammenhang [8, Satz 6.3.9].

Satz 2.2 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum und ' € X' ein

lineares stetiges Funktional. Dann ezistiert genau ein h € X, sodass
7' (z) = (x,h) fir alle x € X.

Die Elemente eines Banachraumes X lassen sich haufig auch als Elemente eines anderen
Raumes Y auffassen. Ist die Abbildung Z: X — Y zudem stetig, spricht man davon, dass X
stetig in Y eingebettet ist, symbolisch mit X — Y ausgedriickt. Darauf baut die folgende

Definition einer kompakten Einbettung auf.

Definition 2.3 (Kompakte Einbettung). Seien X,Y Banachriume, fir die eine stetige
Einbettung X — Y existiert. Wir nennen X kompakt in 'Y eingebettet, wenn die Finheits-
kugel B C X eine prikompakte Menge in'Y ist.

Fiir ein offenes Intervall (a,b) bezeichne L?((a,b)) den Hilbertraum der quadratisch inte-
grierbaren Funktionen; die Sobolevriume H'((a,b)) bzw. H?((a, b)) erhalten wir mit f’ als

schwacher Ableitung analog als

H'((a,b)) = {f € AC((a,0)) | f' € L*((a,b))} H*((a,0)) = {f € H'((a,)) | f' € H'((a,))}

wobei AC((a,b)) den Raum der absolutstetigen Funktionen auf (a, b) bezeichnet. Des Wei-
teren definieren wir wie iiblich die Riume H((a,b)) und H2((a,b)) als die Abschliisse des
Raums C¢°((a, b)) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger be-

ziglich der Normen ||-|| 71 beziehungsweise ||| z2 . Eine detaillierte Darstellun
g H'((a,b)) g H?2((a,b)) g,



auch zu den zugehorigen Normen der Banachrdume, findet sich in Kapitel 5 von [8].
Fiir die Sobolevriaume lassen sich verschiedene Einbettungssatze formulieren. Folgende For-

mulierung des Einbettungssatz werden wir bendtigen |8, Satz 5.3.25], [9].

Satz 2.4 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei (a,b) ein reelles Intervall und H'((a,b))
der erste Sobolevraum. Dann existiert eine nur von der Linge L des Intervalls abhdngige
Konstante Cp, sodass fiir alle f € H((a,b))

[ flloo < CLIfIl 1 ((a,5))

gilt. Fiir die Konstante Cp, gilt die Abschdtzung

Cr, < +/coth(L).

Dabei bezeichnet die ||-||oo die Supremumsnorm, das heifit also im obigen Satz

[flloo = sup |f(z)]-
z€(a,b)
Relevant im spéteren Verlauf ist weniger die genaue Abschitzung der Konstante, sondern,
dass L > L' auch C; < Cp/ impliziert. Bei der Untersuchung von linearen Operatoren
auf einem Hilbertraum stellt sich hiufig die Frage, ob der Operator selbstadjungiert ist.

Folgendes Kriterium werden wir spiter benétigen |7, Satz 2.5.16].

Proposition 2.5. Sei A ein im Hilbertraum X dicht definierter linearer Operator. Ist A

symmetrisch und surjektiv, dann ist A selbstadjungiert.

Selbstadjungierte Operatoren in Hilbertrdumen lassen sich mit Hilfe des Spektralsatzes als
Spektralintegral darstellen. Wir formulieren den Spektralsatz mit Hilfe von Spektralscha-

ren. Dazu benétigen wir folgende Definitionen vorab [7, Definition 2.5.5]|.

Definition 2.6. Seien A, B symmetrische und nach unten beschrankte Operatoren im Hil-
bertraum X. Mit dom(A) C X beziehungsweise dom(B) C X bezeichnen wir die Defi-
nitionsbereiche der Operatoren. Es heifst A kleiner oder gleich B (Bezeichnung A < B),

wenn
dom(B) C dom(A) und (Af,f) <(Bf,f) [firjedes [ € dom(B)

15t.

Ist ein Operator groker oder gleich dem Nulloperator, so erhilt dieser Operator eine sepa-

rate Bezeichnung.

Definition 2.7. Sei A ein symmetrischer Operator in einem Hilbertraum X mit dom(A) C

X. Dann heifit A positiv, wenn
(Af, f) =0



fiir alle f € dom(A).

Da orthogonale Projektionen in einem Hilbertraum stets beschréankt und symmetrisch sind,

kénnen wir folgendermafen Spektralscharen definieren [7, Definition 3.3.1].

Definition 2.8 (Spektralschar). Sei X ein Hilbertraum und E: R — B(X) eine beschrank-
te Abbildung mit den folgenden Figenschaften:

(i) E()\) ist eine orthogonale Projektion fir jedes A € R,

(1) fiir alle A1, A2 € R mit A1 < A2 folgt E(\1) < E(\2),

(113) fiir jedes X\ € R und alle f € X gilt E\+¢)f — E(\)f fire — 0 und e > 0,

(v) es gilt fir \ = —oo E(AN)f — 0 fir alle f € X und fiir A\ — oo E(N\)f — [ fir alle
feX.

Mit Hilfe der Spektralscharen ldsst sich das so genannte E-Integral fiir Treppenfunktionen
erkldren und schlieflich approximativ fiir alle EF-messbaren Funktionen definieren. Der
Spektralsatz stellt einen eindeutigen Zusammenhang zwischen einem selbstadjungierten

Operator und einer Spektralschar her |7, Satz 3.4.1].

Satz 2.9 (Spektralsatz). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in
X. Dann gibt es genau eine Spektralschar E in X, sodass

A= /)\dE()\).

Mit Hilfe des Spektralsatzes 1asst sich das Spektrum anhand der eindeutig zum Opera-
tor gehdren Spektralschar untersuchen. Die folgende Unterteilung in das wesentliche und

diskrete Spektrum ist von besonderem Interesse |7, Definition 3.5.4].

Definition 2.10 (Wesentliches und diskretes Spektrum). Sei X ein Hilbertraum und
A: dom(4) C X - X

ein selbstadjungierter Operator in diesem mit dem Spektrum o(A). Dann ist das wesentliche
Spektrum oe(A) definiert als die Menge aller Punkte des Spektrums o von A, die entweder
Héufungspunkte von o(A) oder isolierte Eigenwerte unendlicher Vielfachheit von A sind.
Das diskrete Spektrum o4(A) ist definiert als o4(A) := o0(A)\oc(A). Ist 04(A) = o(A) so

hat A ein rein diskretes Spektrum.

Das folgende Kriterium erlaubt uns durch Bestimmung einer Resolvente R(A, A) fiir ein
A in der Resolventenmenge p(A) von A den Schluss auf ein rein diskretes Spektrum von
A |7, Satz 3.2.4].

Satz 2.11. Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in X. Es gebe
ein A in der Resolventenmenge p(A) derart, dass die Resolvente R(\, A) kompakt ist. Dann

hat A ein rein diskretes Spektrum.



Hat ein halbbeschrankter selbstadjungierter Operator ein rein diskretes Spektrum, so kann
man mit Hilfe des Rayleigh- und des Min-Max-Prinzips die Eigenwerte bestimmen [7, Satz
3.5.7, Satz 3.5.8|.

Satz 2.12 (Rayleigh’sches Prinzip). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter,
nach unten halbbeschrinkter Operator mit rein diskretem Spektrum A1 < do < ... A, <.
wobei jeder Figenwert so oft in dieser Folge auftritt, wie es seiner Vielfachheit entspricht.

Sei { fn} das Orthonormalsystem der zugehirigen Eigenvektoren. Dann gilt

Alzmin{<Af’f>:O#fedom(A)}

(f,.)
und
A = mln{<é{’f];> :0# f € dom(A), fJ_{fl,...,fkl}}

firk=2,3,....

Satz 2.13 (Min-Max-Prinzip). Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter, nach
unten halbbeschrinkter Operator mit rein diskretem Spektrum A1 < o < ...\, < ..,
wobei jeder Eigenwert so oft in dieser Folge auftritt, wie es seiner Vielfachheit entspricht.
Auperdem stehe My, fiir einen Teilraum von dom(A) der Dimension k (k=1,2,...). Dann

gilt
- (AL, f)

m ma. .
My, Cdom(A) 075f€§<wk <fa f>




3 Quantengraphen

Im Rahmen des Studiums sind Graphen in der Regel aus der kombinatorischen Graphen-
theorie bekannt als hochstens abzdhlbare Menge von Kanten E und Knoten V. Solchen
Graphen fehlen noch zusétzliche mathematische Strukturen, um sie als Objekte der Funk-
tionalanalysis erkennen zu kénnen. Um dies zu erreichen, erweitern wir als Erstes den Be-
griff des kombinatorischen Graphen zu dem eines metrischen Graphen. Im Anschluss fithren
wir Funktionenrdume auf den Kanten des metrischen Graphen ein. Mit diesen Grundla-
gen kénnen wir schlieflich einen Differentialoperator, in dieser Arbeit den Operator der
negativen zweiten Ableitung, auf dem Graphen definieren, sodass wir den ,eigentlichen®

Quantengraphen erhalten.

3.1 Metrische Graphen
Wir beginnen mit einer grundlegenden Definition [10, A.14].

Definition 3.1 (Metrischer Graph). Sei G = (V, E) ein kombinatorischer, ungerichleter
Graph mit der Kantenmenge E und der Knotenmenge V. Ein metrischer Graph G ist ein
Tripel G = (V, E, \) mil einer Funktion A\, die \: E — (0,00) fiir alle e € E erfillt. Das

Volumen oder die Linge eines Graphen definieren wir als

L(G) = Y M),

eckl
wobei wir L(G) = oo als Graphen unendlicher Linge zulassen.

Im Falle eines metrischen Graphen identifizieren wir die Kanten e € E als offene Intervalle
e = (0, \(e)) und die Knoten v, w der Kante e = (v, w) als Randpunkte des Intervalls. Wenn
wir von einem Punkt x € G sprechen, handelt es sich entweder um einen Knoten oder einen
Punkt = € e. Fiir zwei Punkte x,y € e definieren wir den Abstand d(x,y) := |z — y| als
den euklidischen Abstand zwischen diesen Punkten. Da wir eine Kante e = (v,w) als
Intervall mit den Randpunkten {0, A(e)} auffassen, verstehen wir unter dem Abstand von
x € e zu einem Knotenpunkt dann d(z,v) = | — 0| bzw. d(z,w) = |x — A(e)|. Um einen
metrischen Graphen als metrischen Raum auffassen zu kdnnen, miissen wir eine Metrik
auf dem gesamten Graphen definieren kénnen. Dazu fiihren wir die Definition von Pfaden
ein. Dafiir benotigen wir die Notation von benachbarten Knoten. Zwei Knoten v;,v; € V
eines Graphen G = (V, E, \) heiflen benachbart, symbolisch v; ~ v;, wenn (v;,v;) € E, die

beiden Knoten also eine Kante in dem Graphen G bilden.

Definition 3.2 (Pfad). Sei G ein metrischer Graph mit der Kantenmenge E und der Kno-
tenmenge V.. Dann heifit eine Folge von Knoten (vg,v1,...,v,) € V mit vg_q1 ~ vy fiir alle
1<k<nundn>1 ein Pfad P in G.

Ein Pfad P, , zwischen zwei beliebigen Punkten x,y € G ist ein Pfad P = (x,vo,v1, - Un, Y)-
Gilt zudem x # v; # vj # y fiir alle 1 <14,5 < n, so heifit P,, Weg.
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Mit Hilfe der Pfaddefinition kénnen wir erkléren, wann wir einen metrischen Graphen als

zusammenhangend betrachten.

Definition 3.3. Ein metrischer Graph G heifit zusammenhdngend, wenn fir alle x,y € G

ein Pfad existiert, der x und y verbindet.

Entscheidend an dieser Definition ist, dass P nach der Definition 3.2 stets eine endliche
Folge ist. Dadurch kénnen wir im Folgenden den Abstand zwischen zwei Punkten z,y € G
definieren.
Fiir die Linge eines Pfades P = (vg,v1,...,v,) wihlen wir die intuitive Definition der
Lénge als
L(P) =Y _Ae)
ecP
und somit der Summe der Kantenlingen entlang des Pfades. Besteht der Pfad nur aus
einem Knoten, so setzen wir L(P) = 0. Die Lénge eines Pfades P, , = (x,v0,v1, - Un, y)

ergibt sich dann naheliegend als

L(Pyy) = & —vol + |y — val + D> _ Ae).
eeP

Die obige Definition 3.1 eines Graphen ist noch zu allgemein, um auf diesen sinnvoll wei-
tere Strukturen definieren zu kénnen. Zum Beispiel ist noch nicht ausgeschlossen, dass ein
Knoten unendlich viele benachbarte Knoten haben kénnte. Zudem sind fiir uns nur zu-
sammenhangende Graphen von Interesse. Wir vereinbaren daher in dieser Arbeit folgende

Standardannahmen.

Vereinbarung 1. Der Graph G ist zusammenhdngend und lokal endlich, das heifit jeder

Knoten hat héchstens endliche viele Nachbarknoten.

Auf einem solchen lokal endlichen Graphen lassen sich verschiedene Metriken definieren,

als die natiirliche betrachtet man hiufig die Metrik des kiirzesten Pfades.

Definition 3.4. Fir zwei beliebige Punkte x,y € G mit ©x € e, oder v € V und y € e,
oder y € V definieren wir die Abbildung

x — e, =e
1GxG R day) =4 Y v

inf pep(q,y) L(P)  sonst

mit P(x,y) als der Menge aller Pfade von x nach y. Wir bezeichnen d als Metrik des

kiirzesten Pfades.
Dass d tatsédchlich eine Metrik ist, ldsst sich einfach tiberpriifen.

Lemma 3.5. Die Abbildung d aus Definition 3.4 ist eine Metrik.
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Beweis. Da nur ungerichtete Graphen betrachtet werden, ist zunéchst die Symmetrie von
d gegeben.

Ist x = y so folgt fiir x,y € V, dass L(P) = 0, da es sich um einen Pfad handelt, der nur
aus einem Knoten besteht. Sind z,y € e, so ergibt sich d(x,y) = 0 aus den Eigenschaften
der euklidischen Metrik.

Sei nun d(x,y) = 0. Angenommen, es ist x # y. Liegt = im Inneren der Kante e, so folgt
aus den Eigenschaften der euklidischen Metrik, dass y nicht in e, liegen kann. Dann sind

aber x,y iiber einen Pfad verbunden und wir erhalten

d(z,y) = inf L(P)>min{|z|,|z — A(e)|} > 0.
PeP(x,y)

Wenn nun x,y € V mit x # y sind, so ist inf pep(y,,) L(P) > infy,~p A(7,v;). Da der Graph
lokal endlich ist, ist das Infimum ein Minimum und damit min,, . A(z,v;) > 0. Also ist
d positiv definit. Ist P; ein Pfad von x nach z und P, ein Pfad von z nach y, so ist die
Zusammensetzung am artifiziellen Knoten z ein Pfad von x nach y und da das Infimum
betrachtet wird, folgt mit d(z,y) < d(x, 2) + d(z,y) die Dreiecksungleichung fiir d.

O

Mit Hilfe der Metrik konnen wir nun auch erkldren, was wir unter dem Durchmesser eines

metrischem Graphen verstehen.

Definition 3.6 (Durchmesser eines Graphen). Sei G ein metrischer Graph und d die
Metrik des kiirzesten Pfades. Dann heifft

D(G) = sup d(z,y)
z,y€G

der Durchmesser des Graphen.

In den folgenden Ausfithrungen werden sowohl endliche als auch unendliche Graphen be-
trachtet. In den Fillen, in denen wir endliche Graphen betrachten, wird dies explizit ge-
nannt. Viele Definitionen, die fiir unendliche Graphen eingefiihrt werden, sind im endlichen

Fall nicht sinnvoll. Daher gilt in dieser Arbeit folgende Vereinbarung:

Vereinbarung 2. Der Graph G hat unendlich viele Knoten. Sofern es sich (auch) um

einen endlichen Graphen handeln kann oder soll, wird dies explizit genannt.

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir funktionalanalytischen Strukturen definieren. Fiir
eine Kante e bezeichne L?(e) den Hilbertraum der auf dem offenen Intervall (0, A(e)) qua-
dratisch integrierbaren Funktionen; die Sobolevriume H'(e) bzw. H?(e) auf den Kanten

erhalten wir analog als

H'(e)={f € AC(e) | f' € L*(e)}  H*(e)={f € H'(e)|f' € H'(e)},
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wobei AC(e) den Raum der absolutstetigen Funktionen auf e bezeichnet. Dann definieren
wir [5, 2.3]:

Definition 3.7. Fiir einen metrischen Graphen G bezeichnen wir mit (L?*(G), (-, '>L2(g))

den definterten Hilbertraum

LQ(Q’) = @LQ(e) = {f = {fe}eEE ‘fe € L2(6>7 ZHfEH%2(e) < OO}

ecE eckE

mit dem Skalarpodukt

<f,g>L2(g) = Z <feage>L2(e) fir f,g € L2(9)~

eckE

Analog definieren wir den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen mit kompaktem Tra-

ger auf G als
L2(G) = {fe L*(G) | f # 0 auf hichstens endlichen vielen Kantene € E}.

Bei L?(G) handelt es sich somit um den Produktraum aus den abzihlbar vielen Riumen
L?(e). Der Raum ist wohldefiniert und ein Hilbertraum, was eine Folgerung aus Satz 2.1
ist. Es wiire nun naheliegend, den Sobolevraum H!(e) auf den Kanten ebenso durch Pro-
duktbildung auf dem Graphen zum Raum H!(G) zu verallgemeinern. Eines der Merkmale
des Raumes H!((a,b)) auf einem Intervall (a,b) ist, dass in Folge des Sobolev’schen Ein-
bettungssatz (siehe 2.4) H'((a,b)) C C([a,b]) gilt. Daher sollte eine Funktion des Raumes
H'(G) auch auf dem Graphen stetig sein. Daher miissen wir kliren, wann eine Funktion f

auf einem Graphen G stetig ist.

Definition 3.8. Sei f eine Funktion auf dem metrischen Graphen G = (V, E,;\). Dann
heifit f stetig auf G, wenn
1. f auf jeder Kante e € E als Funktion auf dem offenen Intervall (0, \(e)) stetig ist und
2. fiir jeden Knoten v mit {ey,,...e,,} als Menge der zu v inzidenten Kanten gilt:

lim f(z) = f(v) fir alle 1<i<n.

T—v
:1,‘661)7;

Den Raum der auf dem Graphen G stetigen Funktionen bezeichnen wir mit C(G).
Den Raum H'(G) definieren wir nun folgendermafen |5, 3.1].

Definition 3.9. Fiir einen metrischen Graphen G bezeichnen wir mit (H'(G), (-, VH(g))

den Vektorraum

H'(G) = {f € LX(G)NC(G) |fe € H' (e)Ve € B, Y | fellf(o) < OO}

eckE
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mit dem Skalarprodukt

<f79>H1(g) = Z <fevge>H1(e) fdr fag € Hl(g)

ecE

Wir miissen zeigen, dass der so definierte Raum (H'(G), (-, -) m1(g)) ein Hilbertraum ist. In
diesem Fall folgt das nicht unmittelbar aus Satz 2.1, da es sich nicht um den Produktraum
@D, H' (e) handelt.

Proposition 3.10. Der Raum (H(G), (-, Y ii(g)) ous Definition 3.9 ist ein Hilbertraum.

Vor dem Beweis stellen wir das folgende Lemma voran. Aus diesem geht hervor, dass alle
Funktionen f € H'(G) beschriinkt sind [5, Lemma 3.2].

Lemma 3.11. Sei f € HY(G). Dann ist f beschrinkt und es existiert eine Konstante Cg,

sodass

suplf ()] < Cg|| fllzr(g)
zeg
fiir alle f € HY(G) gilt.

Beweis. Wir wihlen einen Weg auf G, also einen Pfad P = (v, ... v,), der sich in keinem
Knoten schneidet. Sei nun x € P ein Punkt auf diesem Pfad und f € H'(G) eine beliebige
Funktion. Die Einschrinkung von f auf den Pfad P kénnen wir mit einer Funktion f auf
dem Intervall Ip = (0, L(P)) identifizieren, fiir die f € H'(Ip) und

F=te F=1p
gilt. Fiir das Intervall mit der Lange @ garantiert der Sobolev’sche Einbettungssatz 2.4

die Existenz ciner Konstante Crcp), sodass fiir alle f € H'(Ip) und somit auch fiir alle
2

feHY(G)

[f(2)] < C@Hf”fp(fp/z) < C@Hf\\mup) < C@HfHHl(g)

gilt. Sei nun z € G\P. Dann verbinden wir x mit vy oder v,, sodass ein Pfad P, ohne
Schnittpunkte entsteht, fiir den L(Py) > %P) gilt. Mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz

folgt die Existenz einer Sobolevkonstante Cp, < Cr(r), sodass die Abschétzung
2

@) < Crllflin s,y < Cmlf s, < Cun £ lm

fiir alle f € H(G) erfiillt ist. Da 2 € G beliebig war, erhalten wir insgesamt, dass fiir alle
feHYG)

sup|f(z)| < Cre) | fll 1 (g)
z€g 2

zutrifft und damit alle Funktionen aus H'(G) beschrinkt sind. O
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Mit Hilfe des Lemmas folgt der Beweis von Proposition 3.10.

Beweis von Proposition 3.10. Der Raum H'(G) unterscheidet sich vom Raum @, H'(e)
dadurch, dass eine Funktion f € H'(G) auf den abzihlbar vielen Knoten stetig sein muss.
Da fiir zwei Funktionen f,g € H'(G) auch die Funktion a(f + g) mit einem a € K stetig
ist, ist der Raum H'(G) ein Vektorraum. Jede Funktion f € H'(G) kann als Funktion in
@D, H' (e) aufgefasst werden und es gilt

<f, g>H1(g) = <f, g>@€€E Hl(e) fiir alle f, g c Hl (g)

Da (-, ") g _p H(e) Mt Satz 2.1 ein Skalarprodukt ist, folgt dies ebenso fiir (-, -) y1(gy. Damit
ist HY(G) ein Prihilbertraum. Wir miissen nur noch die Vollstindigkeit beweisen. Sei dazu
(fn)nen eine Cauchyfolge in H(G). Mit Lemma 3.11 erhalten wir

[ frn = finlloo < Cgllfn — fm”Hl(g)

Also ist (f,) auch beziiglich der Supremumsnorm eine Cauchyfolge und konvergiert somit
gegen eine eindeutig bestimmte Funktion g € C(G). Die Einschriankung eines Folgengliedes
fn auf eine Kante e bezeichnen wir mit f,.. Auf jeder Kante e konvergiert die Folge
(fn.e) gegen eine stetige Funktion f. € H'(e). Auf jeder Kante stimmt diese aufgrund des
Sobolev’schen Einbettungssatzes 2.4 mit g tiberein , also g, = f. fiir alle e € E. Damit
konvergiert (f,) aber auch beziiglich der Norm H!(G) gegen g und g liegt damit in H'(G).

O

Ein Merkmal von Funktionen aus Sobolevriumen der Art H'((a, b)) ist, dass eine sinnvolle
Fortsetzung auf die Randpunkte definiert werden kann. Um dies auch fiir flir Funktionen
aus dem Raum H'(G) erkliren zu kénnen, miissen wir ausfiihren, was wir unter den En-
den eines unendlichen Graphen verstehen. Zu diesem Zweck flihren wir zwei verschiedene

Definitionen von Graphenenden ein [5, Definition 2.2 und 2.3].

Definition 3.12 (Graphenende). Eine Folge von paarweise unterschiedlichen Knoten (vy,)
mit n € N bezeichnen wir als Strahl R, wenn vy, ~ vpy1 fiir alle n € N. Zwei Strahlen R4
und Ro heiffen dquivalent, wenn ein dritter Strahl existiert, der unendlich viele Knoten von
Ry und Ro enthilt. Eine Aquivalenzklasse von Strahlen bezeichnen wir als Graphenende
w und die Menge alle Aquivalenzklassen von G mit Q(G). Zwei Strahlen R1 und Ro aus
unterschiedlichen Aquivalenzklassen, die den gleichen Startknoten vy besitzen, lassen sich

an diesem Knoten verschmelzen. Wir bezeichnen dies als Doppelstrahl.

Wir iiberpriifen kurz, dass es sich in der Definition tatsichlich um eine Aquivalenzrelation
handelt. Ein Strahl R enthélt unendlich viele Knoten von sich selbst, also ist er zu sich
selbst dquivalent. Ist der Strahl Ry dquivalent zu Ro, so existiert ein dritter Strahl Rs,
der unendlich viele Knoten von R1 und Ro enthélt. Also ist auch Ro dquivalent zu R;.

Ist auferdem R; dquivalent zu Re und Ro dquivalent zu Rs3, so existiert ein Strahl, der
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unendlich viele Knoten von Rq und Ro als auch Ro und R3 enthilt. Also sind auch Rq

und Rg3 aquivalent.

Definition 3.13 (Topologisches Ende). Sei U = (U,,) eine Folge nicht leerer zusammen-
hdngender Komponenten von G mit kompakten Rindern, sodass U,+1 C Uy, fiir alle n € N
und N,en Un = 0 gilt. Zwei solcher Folgen U = (Uy) und U' = (U},) heiffen dquivalent,
wenn fir alle n € N Indizes j, k existieren, sodass Uj’- C U, und Uy C U},. Eine Aquivalenz-
klasse v von Folgen nennen wir topologisches Ende von G. Die Menge aller topologischen

Enden bezeichnen wir mit €(G).

Auch fiir diese Definition iiberpriifen wir zunichst die Aquivalenzrelation. Eine Folge U =
(U,) aus der Definition ist offenbar zu sich selbst dquivalent. Aus der Aquivalenz von
U = (U,) zu U = (U) ergibt sich die Aquivalenz von U’ zu U unmittelbar aus der
Definition. Ist U dquivalent zu U’ und U’ dquivalent zu U”, so gibt es auf Grund der

Definition Indizes 4, j, k, [, sodass fiir alle n € N
U'cU;cU, und U, cCU CU)

gilt. Also ist auch U Aquivalent zu 4" und alle Bedingungen einer Aquivalenzrelation sind
erfiillt.
Wenn wir iiber die Linge eines Strahls R sprechen, verstehen wir darunter die Summe der

zum Strahl gehérenden Kanten
oo
L(R) =) M(vi, vis1))-
i=0

Analog betrachten wir fiir ein U, aus Definition den Graphen U,, und setzen L(U,) :=
L(U,). Es stellt sich die Frage, wie die beiden Definitionen 3.12 und 3.13 zusammenhéingen.
Im Fall lokal endlicher Graphen besteht eine Bijektion zwischen €(G) und Q(G). Es gilt

aber sogar mehr, wie folgender Satz zeigt |5, Satz 2.3].

Satz 3.14. Fir jedes topologische Ende v € €(G) eines lokal endlichen metrischen Graphen
G existiert ein eindeutiges Graphenende w, € Q(G), sodass fiir jede Folge U = (U,,), die
vy reprisentiert, jedes Uy einen Strahl R aus w. enthdlt. Die Zuordnung v — w., definiert
eine bijektive Abbildung zwischen €(G) und Q(G).

Auf den Beweis wird wegen seiner rein graphentheoretischen Natur verzichtet, Details
finden sich zum Beispiel in [11]. Im Folgenden werden wir zwischen beiden Definitionen
nicht mehr unterscheiden und je nach Beweis die eine oder andere verwenden. Analog den
Pfaden in Definition 3.2 erweitern wir die Definition eines Strahls auf den Fall, dass der
Startpunkt kein Knoten ist |5, S.7] .
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Definition 3.15. Sei R ein Strahl in G und x € e € E,, mit e # (vo,v1). Dann definieren
wir die Folge (x,vp,v1,...) als Strahl R,. Die Menge aller Strahlen von G, die nicht an

einem Knoten starten, bezeichnen wir mit R(G).

In diesen Zusammenhang fiihren wir noch den hiufig bendtigen Begriff einer kompakte

Ausschopfung eines Graphen ein [5, S. 8].

Definition 3.16. Sei (Gy,)nen eine Folge von zusammenhdangenden Teilgraphen von G,
sodass jedes G, endlich viele Knoten und Kanten enthdlt, G, C Gn+1 fiir alle n € N und
Unen 9n = G gilt. Dann heift (Gn) eine kompakte Ausschopfung von G.

Des Weiteren werden wir im Folgenden Funktionen iiber einem Graphen oder einem Teil-
graphen integrieren. Ein Integral iiber den Graphen G = (V, E) ist hierbei kantenweise zu

verstehen, also im Falle einer integrierbaren Funktion f heifst dies

[r=X]s

e€ER

Wir wollen nun den Wert einer Funktion auf dem Graphenende definieren. Hierfiir miissen
wir an f € L%(G) zusétzliche Voraussetzungen formulieren, damit eine Fortsetzung auf das
Graphenende auch wohldefiniert ist [5, Definition 3.3].

Lemma 3.17. Sei f € HY(G) und w € Q(G) ein Graphenende. Fiir einen beliebigen Strahl

R € w existiert der Grenzwert

f(R) = lim f(vn)'

n—oo
Ist R ein weiter Strahl aus der gleichen Aquivalenzklasse wie R, so gilt zudem f(R) =

f(R).

Beweis. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch. Wir nehmen zunfchst an, dass das
Graphenende endliche Lénge hat. Sei ¢ > 0. Wir wahlen ein N so grof, dass fiir alle
Knoten {vy,, vy} aus dem Strahl mit n,m > N die Abschitzung L(Py, ) = d(vn, vp) < €
zutrifft. Auf dem Pfad P, kénnen wir die Einschrinkung der Funktion f € H(G) auf
P, mit einer Funktion f € H'([0, L(P,,)]) identifizieren. Daraus schlussfolgern wir mit

der Dreiecksungleichung sowie der Holder-Ungleichung

’f(vn) - f(vm)’ = |f(0) - f(L(Pn,m))’

L(Pn,m)

0
< el fll 2o, (B ) -

Da Hf,||L2([0’L(Pn7m)] durch || f|| g1(g) beschréinkt ist, impliziert dies, dass die Folge (f(vn))

eine Cauchyfolge ist und damit gegen einen eindeutig bestimmten Grenzwert konvergiert.
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Habe das Graphenende nun unendliche Linge. Dann kénnen wir die Einschrinkung der
Funktion f auf R mit einer Funktion f € H'([0,00)) identifizieren, wobei die Folge der
Knoten (v,) des Strahls R einer reellen Folge (a,) im Intervall [0, 00) mit a,, — oo ent-

spricht. Wir miissen also
lim f(an) = lim_ f(vn)

n—oo
bestimmen. Mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz koénnen wir fiir jedes Teilintervall

[an,00) die Abschitzung
| fian,00) loo < CUF N &1 (jan,00))

schlussfolgern. Da jedes Intervall unendliche Linge hat, ist das gewdhlte C' unabhingig
vom Laufindex n. Da nach Voraussetzung an f die rechte Seite fiir a, — co gegen Null
konvergiert, impliziert dies lim, o f(a,) = 0 und auch die Konvergenz von f(v,) gegen
Null. Also existiert auch in diesem Fall der Grenzwert.
Wir zeigen noch die Eindeutigkeit. Betrachtet man zwei Strahlen Rq, Ro, die zur gleichen
Aquivalenzklasse w € (G) gehoren, so existiert ein dritter Strahl R3, welcher unendlich
viele Knoten der Strahlen Ri, Ro enthdlt. Daraus folgt unmittelbar f(R1) = f(R3) =
f(R2).

O

Wir benétigen nun noch eine Formulierung fiir die topologischen Graphenenden. Wir fassen

dies in der folgenden Definition zusammen |5, Definition 3.3].

Definition 3.18. Sei f € HY(G) und w € Q(G) ein Graphenende. Fiir einen beliebigen
Strahl R € w definieren wir

f(R):= lim f(vy)

n—o0

Fiir das zu w gehirige Graphenende v € €(G) definieren wir

Dass diese Definition auch fiir v sinnvoll ist und der Grenzwert existiert, ist eine Konsequenz

aus dem nachfolgenden Lemma [5, Lemma 3.4].

Lemma 3.19. Sei G ein metrischer Graph und v € €(G). Ist f € H(G), so gilt

lim sup |f(z) = f(7)] = 0

n—oo IEUn
fiir jede Folge (U,), die v reprasentiert.

Beweis. Sei vy € €(G) und (Up)nen eine Folge, welche v reprasentiert. Mit

R, ={ReR(G)|RCU,}
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bezeichnen wir die Menge aller Strahlen, die in U, liegen und nicht an einem Knoten
beginnen. Angenommen, wir kénnen n so grofs wihlen, dass L(R) < 1 fiir alle R € R,,. Fiir
beliebiges x € U, kénnen wir dann mit Satz 3.14 ein (z, v, ...) = Ry € R, wihlen, sodass

R = (vo, v1,...) € wy ein zu y gehodriger Strahl ist. Daraus ergibt sich die Abschétzung
[f(v) = f@)] = f(R) = f(2)]

(
= /f’(y) dy (1)

IN

111 2(R.) (2)
< N N2 w)-

Die Anwendbarkeit des Hauptsatzes der Integralrechnung in (1) folgt aus der Stetigkeit
von f, die Abschiatzung (2) folgt aus der Holder-Ungleichung. Da x beliebig gew#hlt war,
impliziert dies

sup |f(7) — f(@)| < [1f 2 w,,)-

xely,

Da aus Definition 3.13 (), Un = 0 gilt, folgt L(U,) — 0 fiir n — oo. Damit erhalten wir
£l 2w,y — O fiir n — oo und so die zu beweisende Abschétzung.

Angenommen wir kénnen n nicht wie im ersten Teil wihlen. Dann existiert fiir alle n € N
ein Strahl R € R, mit L(R) > 1. Wir wihlen ein beliebiges n und ein x € U,. Dann
konnen wir einen Weg P, C U, mit L(P,) = % wihlen. Daraus folgt mit Lemma 3.11

[f @)l < sup | (W)l < Cp |l (p.y = Opy Il )
yEPg 2 2

Da x € U, beliebig war folgt somit

sup | f ()| < Cp, 1 Fllmrw,)-
IGUn 2

Da wiederum (1, U, = ) muss
lim sup |f(z)] =0

n—oo IGUn

gelten. Es bleibt noch zu zeigen, dass auferdem f(v) = 0 gilt. Wir betrachten einen zu
gehorigen Strahl R,, mit R, C U,. Dann folgt aus Satz 3.14

[f() = 1f(Rn)| < sup [f ()]

zeUy,

und damit f(v) = 0.
Ul

Aus dem Lemma, 3.19 folgt zusammen mit Lemma 3.17 unmittelbar, dass der Grenzwert fiir
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jedes topologische Graphenende existiert und mit demjenigen fiir das Graphenende iiber-
einstimmt. Diese Definitionen erlauben es uns kiinftig, Randbedingungen zu formulieren,
wenn wir Funktionen f € H'(G) untersuchen, was fiir das Spektrum des Laplace-Operators

auf einem Graphen wesentlich ist. Dieser wird im folgenden Kapitel eingefiihrt.

3.2 Der Laplace-Operator auf Quantengraphen

Da der Laplace-Operator H Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein soll, wird dieser

auf einem Graphen definiert.
Definition 3.20. Auf einer Kante e bezeichnen wir mit

d2
da2

e

He,max - - dOm(He’max) - H2(6)
den negativen Laplace-Operator mit dem mazimalen Definitionsbereich H?(e) und den zu-

gehérigen Produktoperator mit
Hunax = D He max-
e€E

Man kénnte den Laplace-Operator H nun auf dem Produktraum €, H?(e) als Defini-
tionsbereich dom(#) betrachten. Allerdings beriicksichtigt man auf diese Weise nicht die
spezielle Struktur des Graphen. Daher fordert man zunéchst, dass fiir f aus dom(#) auch
fin C(G) liegt. Damit muss f nicht nur auf den Kanten stetig sein, sondern auch auf allen
Knoten v. Zusétzlich fordern wir, dass f die sogenannte Kirchhoffbedingung erfiillt. Da
/" ein Element von AC/(e) ist, konnen wir f’ auf den zu einer Kante e gehorigen Knoten
v stetig fortsetzen. Da der betrachtete Graph ungerichtet ist, kann ein Knoten v, der zu
der Kante e gehort, als ein Anfangsknoten oder Endknoten betrachtet werden. Bezeichnet
ve den Einheitsvektor, der vom Knoten v in die Kante e weist, dann bezeichnen wir die
Ableitung in Richtung des Normalenvektors v, mit 8%:. f(v). Bezeichnet nun E, die Menge

der zu v inzidenten Kanten, so lautet die Kirchhoftfbedingung

d
> ayef(v):() Vv € V.
eckE,

Das bedeutet also dquivalent, dass sich alle Ableitungen in Richtung des Knotens v zu Null
aufsummieren. Mit diesen Standardbedingungen definieren wir den Laplaceoperator [5,
2.3].

Definition 3.21. Auf einem Graphen G sei der Operator H definiert als

H = Humax 4 dom(H)

OV,

eckE,

dom(H) = {f € dom(Humax) N L2(G) | f € C(G), Z if(v) =0 Ywe V} )
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Dann heifit H mazimaler Kirchhoff ’scher Laplace-Operator auf G.

Von besonderem Interesse sind Operatoren, die ein rein reelles Spektrum haben, also ge-
rade die selbstadjungierten Operatoren. Fiir diese sind weitreichende Aussagen, wie der
Spektralsatz 2.9 bekannt, die zur Untersuchung der Operatoren genutzt werden kdnnen.
Der oben definierte Operator ‘H ist im Allgemeinen allerdings nicht selbstadjungiert, was
die Aussage folgenden Lemmas ist. An dieser Stelle sei noch einmal auf die Vereinbarung
hingewiesen, dass wir nur unendliche Graphen betrachten, wenn es nicht explizit anders

genannt ist.

Lemma 3.22. Sei G ein metrischer Graph mit endlicher Linge. Dann ist H nicht selbst-

adjungiert.

Fiir den Beweis benttigen wir noch einige Voraussetzungen, dieser folgt daher weiter unten.
Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit soll sich mit spektralen Abschéitzungen fiir einen selbst-
adjungierten Laplace-Operator auf Graphen endlichen Volumens beschéftigen. Daher miis-
sen wir einen Definitionsbereich finden, auf welchem die Einschrinkung des Operators
Humax im Falle Graphen endlichen Volumens selbstadjungiert ist. Um einen solchen Defini-
tionsbereich zu finden, schrinken wir den Bereich dom(Hmax) so ein, dass dieser in L?(G)
enthalten ist. Im niichsten Schritt erweitern wir diesen dom(HJ)) genannten Bereich wieder,
sodass die Einschrinkung von Hpax darauf selbstadjungiert ist. Wir definieren zunéchst
HY [5, 2.3].

Definition 3.23. Auf einem Graphen G sei der Operator HY) definiert als

HY = Hunax | dom(HY)

dom(H) := {f € dom(Hmax) N L2(G) | f € C(G =0 Wwe V}

8

eEEu

Dann heifst

minimaler Kirchhoff ’scher Laplace-Operator, wobei der Abschluss beziiglich L*(G) erfolgt.

Bemerkung 3.24. An dieser Stelle wird deutlich, warum wir uns nur auf unendliche
Graphen beziehen. Im endlichen Fall fallen die Riume L*(G) und L?(G) zusammen, sodass

sich identische Operatoren ergeben.
Folgende Proposition fasst zwei wichtige Eigenschaften von HJ zusammen.
Proposition 3.25. Der Operator ”Hg aus Definition 3.23 ist positiv und symmetrisch.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Symmetrie. Es bezeichne E. die endliche Menge an Kanten
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fiir die f ungleich Null ist. Wir erhalten dann fiir f, g € dom(?-lg):
<H8f7g>L2(g) = _/f//(-%") -g(w)d:r
g

—- > [ 1@ aw@d

e€lbc %
—- > @) w@)| Y [ i) g@d
eclbe ' e€E. Y

:/f@»ymwx (3)
g

=(f, H89>L2(g)' (4)

Die Gleichheit von Zeile (3) und (4) folgt hierbei wieder mittels partieller Integration und
Ausnutzung der Standardbedingungen an f, g. Die Positivitiit von HJ ist einsichtig, wenn
in Zeile (3) g durch f ersetzt wird. O

Damit ist Ho als Abschluss von H{) ebenfalls symmetrisch und positiv. Allerdings ist Ho

im Allgemeinen nicht selbstadjungiert, wie folgendes Lemma zeigt [5, Lemma 2.7].

Lemma 3.26. Sei G ein metrischer Graph. Dann ist

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit stellen wir folgendes Lemma voran [12, 1.4]. Dabei sind

im Folgenden alle Ableitungen im schwachen Sinne zu verstehen.

Lemma 3.27. Sei H der im Hilbertraum L?((a,b)) definierte Operator der negativen zwei-
ten Ableitung:
Hf:=—f" firalle f€dom(H)=H((a,b)).

Dann gilt fiir den zu H adjungierte Operator H*:
H f=—f" firale f¢cdom(H*)= H?((a,b)).

Beweis. Wir zeigen als Erstes die Beziehung ran(#H)*+ C C1 + Cx, wobei hier 1 und z die
Funktionen fi(z) = 1 und fa(z) = =z fiir alle x € (a,b) bezeichnen. Dafiir geniigt es zu
beweisen, dass (C1+Cx)* C ran(H) gilt. Sei also h € (C1+Cz)*. Auf dem Intervall (a, b)

definieren wir
k(z) = / / h(s)ds | dt. (5)
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Mit h € L?((a,b)) C L*((a, b)) kénnen wir k € H?((a,b)) sowie k" (z) = h(z) und

K () = / h(t)dt

fiir € (a, b) schlussfolgern. Es gilt auferdem k(a) = k'(a) = 0. Des Weiteren erhalten wir

b
K (b) = / B(E)dt = (1) 2 o) = O

a
nach Voraussetzung an h. Daraus schlussfolgern wir iber partielle Integration

b b

k(b) = / kK (t)dt = — / K'(t)tdt = — (K", x) r2(any) = — ) p2(ap) = 0-

a a

Also liegt k € H2((a,b)) und somit —h = Hk im Bild von H.
Sei nun g € H?((a,b)). Mittels partieller Integration erhalten wir dann fiir f € H3((a,b))
unter Beachtung der Nullrandbedingungen

b
(Hf, 9) 12((a ) /f" 9(t)dt = /f :_/f(”g"(t)dt: (29" 2oy

Damit ist H?((a,b)) C dom(H*) und H*g = —g" fiir alle g € H?((a,b)).
Sei nun g € dom(H*). Wir definieren h := H*g und k wie in (5). Mit dem bereits Be-
wiesenen folgt k” = h und k € H?((a,b)). Fiir f € H3((a,b)) erhalten wir dann unter

Beachtung der Nullrandbedingungen und partieller Integration

5B 2oy = F R 2oy = 5 H D 20y = 0 naay) = 190 paany

Das impliziert dann (f”,k-l-g)Lz((a,b)) =0, also k + g € ran(H)* c C1 + Cz. Da die
Funktionen &, 1 und = Elemente aus H?((a, b)) sind, muss auch g in H?((a, b)) liegen. Also

gilt zusammengefasst
H*f:=—f" fiiralle fe€ H?*((a,b)) = dom(H*)

die Behauptung.

Wir beweisen nun das eigentliche Lemma.

Beweis von Lemma 3.26. Wir zeigen zunichst die Inklusion H C Hj. Sei f € dom(H))
und g € dom(H). Es bezeichne E. die endliche Menge an Kanten fiir die f ungleich Null
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ist, so erhalten wir

<%ﬁ@w®=/f@»mww siche (3)
g

Die Gleichheit folgt hier wiederum unter Anwendung der partiellen Integration und der
Bedingungen an f,g. Damit ist ¢ € dom((HJ)*) und somit wegen (HJ)* = Hj auch
g € dom(Hy).

Fiir die andere Inklusion wihlen wir ein g € dom(7() beliebig und betrachten eine Kante
e € E. Wir wihlen eine Funktion f € dom(HY) die iiberall verschwindet aufer auf der
Kante e. Damit miissen f und f’ an den Knoten von e Nullrandbedingungen erfiillen, das
heiRt also f € HZ(e). Wir kénnen somit Lemma 3.27 verwenden und schlussfolgern, dass
gle in H 2(e) liegt und H} auf dieser Kante operiert als Operator der negativen zweiten
Ableitung. Das bedeutet also

(H81.9) 12g) = !/ﬂ dw—/f /? 7@ = (£

Da e beliebig war, muss g fiir alle e ein Element von € H?(e) sein und der Operator
H ist der negative Ableitungsoperator mit Hig = —g”. Damit ist g € dom(Hmax) und
Hy = Hmax 4 dom(H). Wir miissen somit als Letztes noch beweisen, dass g stetig auf
dem Graphen ist und die Kirchhoffbedingungen auf allen Knoten erfiillt. Sei dazu v ein
beliebiger Knoten.

Wir betrachten als Erstes den Fall, dass v nur zu einer Kante e = (v, w) gehort. In dem Fall
ist g stetig fortsetzbar auf v. Wir miissen also noch beweisen, dass ¢'(v) = 0 gilt. Sei dazu
f eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit f(v) = 1 und f'(v) = f'(w) = f(w) =0

und f = 0 fiir alle x € G\e. Dann erhalten wir wegen

(F",9) 1209) = (HoF, 9) 12(g) = (1 H09) 126y = {F19") 12(0)
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die Bedingung

0= <f,/ag>L2(g) - <f7 9H>L2(g)

_ / F(2)g(@) da — / f(@)g"(x)

= f'(w)g(w) — f'(v)g(v) — /f’(w)g’(x)dx = f(w)g'(w) + f(v)g'(v

+
—
=
S
S~—
Q\
&
QU
S

Daher muss ¢'(v) = 0 gelten und die Bedingung ist erfiillt.
Habe nun der Knoten v endlich viele Nachbarkanten. Fiir zwei Kanten eq, e5 € E,, wiahlen
wir eine Funktion f mit f = 0 auf G\{e1,e2} und f(v) = 0 sowie f/ (v) = —fi, (v) = 1.

Dann erhalten wir wieder nach Anwendung partieller Integration

0= <f//7 g>L2(g) - <f7 g”>L2(g)
2
=3 £, W)Fe, (W) — fer (), (v)
n=1
= 1 (V) = Jep (V).

Also ist der Wert g(v) nicht abhéngig von der Kante e. Das wiederum bedeutet, dass g auf
v stetig ist. Da v beliebig war, haben wir g € C(G) gezeigt.
Wir miissen nun noch zeigen, dass g auf v die Kirchhoftbedingung erfiillt. Dazu betrachten

wir eine Funktion f € dom(#H)) mit f = 0 auf G\E, und f(x.) = 1 wenn d(v,z.) < %

und f(z.) =0 wenn d(v, z¢) > ‘—;' . Dann ist insbesondere f’(v) = 0 und damit

0= (") 1) = (116" ) 12)
=Y fl©)7.) — fo(v)Fh(v)

GEEU

=) g.(v).

eckE,
Also ist g € dom(#H) und der Beweis vollsténdig. O

Zusammen mit Lemma 3.22 folgt damit, dass im Fall von Graphen endlichen Volumens Hg
nicht selbstadjungiert ist. Um nun geeignete Erweiterungen von Hg zu finden, benotigen wir
als Werkzeug die Theorie der quadratischen Formen. Dabei ist der Weg folgendermafsen:
statt der Operatoren betrachten wir sogenannte quadratische Formen auf Funktionenriu-
men wie zum Beispiel H1(G). Wir werden feststellen, dass wir diese Formen eindeutig mit
einem selbstadjungierten Operator assoziieren kénnen, dessen Definitionbereich dicht im

Bereich der Form liegt. Uber die Betrachtung geeigneter Formen erhalten wir dann die ge-
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suchten Erweiterungen von Ho. Im Zuge dessen werden wir auf den Raum H{(G) stofen,

den wir in folgender Proposition einfiihren |5, Satz 3.11].

Proposition 3.28. Es bezeichne Hi(G) den Abschluss von dom(HY) beziiglich der Norm

o |
— - H (G
H}(G) := dom(Hg)H @,

Dann ist fir alle f € HY(G) und alle v € €(G)

f(y)=0.

Beweis. Sei f € H}(G) und v ein Graphenende, (U,,) eine Folge, die v reprisentiert und
(fm) eine Folge aus dom(H) die beziiglich der Norm [l 71 (g) gegen f konvergiert. Dann

folgt mit Lemma 3.11 fiir ein n und ein geeignetes C

Fiir m — oo wird die rechte Seite der Ungleichung beliebig klein. Da zudem f,,(v) = 0 fiir
alle m folgt direkt, dass auch f(v) = 0 gelten muss.

O

Wir haben nun fast alle Voraussetzungen, um das Lemma 3.22 zu beweisen. Wir miissten
dazu nur noch wissen, dass dom(Ho) C H(G) ist. Dies wird eine unmittelbare Folgerung
aus Proposition 5.1 sein. Um das Lemma in diesem Kapitel thematisch passend zu beweisen,

nehmen wir dies als gegeben an und fithren den Beweis aus.

Beweis von Lemma 3.22. Im Fall endlichen Volumens von G liegen die konstanten Funk-
tionen in dom(#), aber nicht in dom(Hy), was mit Proposition 3.28 und Proposition 5.1
aus dom(Ho) C HE(G) folgt. Also ist H # Ho, was mit Lemma 3.26 impliziert, dass H
nicht selbstadjungiert ist. O
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4 Quadratische Formen

Dieses Kapitel folgt den Erlduterungen aus der Monographie von Schmiidgen [12]. Wir

beginnen mit der grundlegenden Definition einer quadratischen Form [12, Definition 10.1]:

Definition 4.1. Sei t[-, -] eine Sesquilinearform auf einem linearen Unterraum doml[t] C X
eines Hilbertraums X :
t[-,]: domlt] x dom[t] — C.

Dann bezeichnen wir
t: dom[t] —» C t[z] := t[z, x]

als quadratische Form auf dem Bereich domlt].

Fiir die weiteren Betrachtungen sind vor allem die symmetrischen Formen relevant, da wir
aus diesen ein Skalarprodukt ableiten konnen. Ein quadratische Form nennen wir symme-
trisch, wenn t[x, y] = t[y, z] fiir alle z,y € dom[t] gilt. Die folgenden Ausfiihrungen werden
wir nur flir positive quadratische Formen entwickeln. Diese Eigenschaft liefse sich auch
allgemeiner durch die Halbbeschrinktheit nach unten ersetzen. Darauf kénnen wir aber
verzichten, da dies fiir die Untersuchung des Laplace-Operators nicht benotigt wird [12, S.

222].

Proposition 4.2. Seit eine symmetrische quadratische Form mit dem Bereich domlt] auf
dem Hilbertraum (X, (-,-)). Sei t auf diesem Bereich positiv, das heifst nach unten durch
ein m > 0 beschrdankt

tlx] > ml|z||® fir alle 2 € doml[t].

Dann ist
(@, y)y = t[z,y] + (1 —m) (z,y)

ein Skalarprodukt auf domt]. Des Weiteren gilt fir t beziglich der vom Skalarprodukt (-,-),

induzierten Norm ||-||¢ die Abschdtzung

(@, y),| < (L m)lzllellylle

fiir alle x,y € dom[t].

Beweis. Es ist (-,-), als Summe zweier hermit’scher Sesquilinearformen selbst wiederum

eine solche. Die Abschitzung
(x,z), =tlz,z] + (1 —m) (z,z) >m(z,z) + (1 —m)(z,z) = (z,z) =0

zeigt die positive Definitheit von (-,-),. Damit ist (-,-), ein Skalarprodukt. Die induzierte
Norm lautet ||z]|? = t[z] + (1 — m)||=||?, wobei ||-|| die vom Skalarprodukt des Raumes

(X, (-, -)) induzierte Norm ist. Dariiber hinaus erhalten wir aus ||-|| < ||-||; und der Cauchy-
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Schwarz-Ungleichung die Abschétzung

[tz y]| = [{z, ), — (1 = m) (2,9)]
< @, y)l + (L +m)|(z, )]
< lzllellylle + (L +m)lz[l[ly]
< (L m)zllellylle

fiir alle z,y € dom[t] und somit den Abschluss des Beweises. O

Von besonderem Interesse sind diejenigen Formen, fiir die der Raum (dom[t], (-,-),) voll-
standig, also ein Hilbertraum ist. Solche Formen erhalten eine eigene Definition [12, Defi-
nition 10.2].

Definition 4.3. Fine positive und symmetrische Form t heiffit abgeschlossen, wenn der
Raum (domlt], (-,-),) ein Hilbertraum ist. Eine positive und symmetrische Form t heif§t ab-
schliefbar, wenn eine positive Fortsetzung t von t ezistiert, sodass der Raum (doml[t], (-, -)7)

ein Hilbertraum ist.

Als entscheidend wird sich herausstellen, dass wir positive, abgeschlossene Formen und
positive, selbstadjungierte Operatoren miteinander identifizieren kénnen. Im Folgenden
definieren wir, wie einem gegebenen positiven, selbstadjungierten Operator eine Form zu-

geordnet werden kann |12, Definition 10.3].

Definition 4.4. Sei A = [XdE(\) ein positiver selbstadjungierter Operator auf dem

Hilbertraum (X, (-,-)) mit der Spektralschar E. Dann nennen wir
1 1
tA[xa y] = <A5$,A§y>

mit x,y € domlta] = dom(A%) die zu A assoziierte quadratische Form.

Hier verstehen wir unter A2 den eindeutig bestimmten selbstadjungierten Operator

Az = / g\ dEN)

0 A<0
VA A>0.
Existenz und Eindeutigkeit ergeben sich aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Ope-

ratoren (Satz 2.9). Folgendes Resultat fasst wichtige Eigenschaften der in Definition 4.4

definierten quadratischen Form zusammen [12, Proposition 10.5].
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Proposition 4.5. Sei A ein selbstadjungierter positiver Operator im Hilbertraum (X, (-,-)).
Dann ist ty eine symmetrische, positive, abgeschlossene Form und dom(A) liegt dicht in

dom][t 4].

Beweis. Die Symmetrie von t4 folgt unmittelbar aus der Definition 4.4. Bezeichnen wir
mir Hx||?4l = ||z|]? + HA%xHQ die Graphennorm des Operators A%, so stellen wir fest, dass
2

die von t4 induzierte Norm
o, = tala] + o) = (Abe, A3z + o)

mit der Graphennorm {ibereinstimmt. Da A2 und t4 auf dem Definitionsbereich dom(A%)
definiert sind, folgt daraus mit der Abgeschlossenheit von A2 diejenige von t4. Die Positi-

vitdt von t4 folgt fiir alle z € dom(A) aus
talz,x] = <A%x,A%x> = (Az,x) > 0.

Da dom(A) eine dichte Teilmenge von (dom(A%), Hx||A%) ist, gilt die Abschitzung ebenso

fiir alle x € dom(A%). Des Weiteren liegt dom(A) wegen der Normengleichheit auch dicht
in (dom[ta), 2], )- .

Wir kénnen ebenso den umgekehrten Weg gehen und einer quadratischen Form einen selbst-
adjungierten Operator zuordnen, was wir in der folgenden Definition tun [12, Definition
10.4].

Definition 4.6. Sei t eine dicht definierte, symmetrische und positive quadratische Form
auf dem Hilbertraum (X, (-,-)) mit dem Bereich doml[t]. Wir definieren den zu t assoziierten

Operator A; als

Ay = u, Vo € dom(Ay)
dom(A:) = {x € doml[t] | Ju, € X mit tx,y] = (ug,y) Yy € domlt]}.

Die Voraussetzung, dass dom[t] dicht in X liegt, ist wesentlich. Dadurch wird garantiert,
dass der Vektor u, eindeutig bestimmt ist. Damit ist A; linear und wohldefiniert.

Damit kommen wir zu dem entscheidenden Satz {iber die eindeutige Zuordnung von qua-
dratischen Formen und selbstadjungierten Operatoren. Dieser sagt aus, dass die Zuordnung

aus den beiden Definitionen iibereinstimmen [12, Satz 10.7].

Satz 4.7. Sei t eine dicht definierte, abgeschlossene, symmetrische und positive Form
auf dem Hilbertraum (X, (-,-)) mit dem Bereich domlt]. Dann ist der Operator A; aus
Definition 4.6 selbstadjungiert und t ist genau die Form ta, die zum Operator A; assoziiert
ist (Definition 4.4).

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass t[z] > ||z||? fiir alle € dom][t] ist. Dann erfiillt

mit Proposition 4.2 (x,y), := t[z,y] bereits die Eigenschaften eines Skalarprodukts. Wir
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beweisen im ersten Schritt die Selbstadjungiertheit von A;. Die Symmetrie von A; folgt

aus

t[‘T:?y] = <At$7y> = t[yvx] = <Aty7x> = <‘757Aty>7

sodass mit Proposition 2.5 nur noch die Surjektivitdt von A; gezeigt werden muss. Sei dazu
u € X beliebig. Wir betrachten das Funktional h

h: (dom[t]7 <'7 >t) - R h(y) = <ya U> :

Dieses ist wegen |h(y)| < [ly[/||u|| < ||ull¢|ly|le beschrénkt in (dom[t], (-, -),) und damit stetig.
Da (domlt], (-,-),) ein Hilbertraum ist nach Proposition 4.2, folgt mit dem Riesz’schen

Darstellungssatz (Satz 2.2) die Existenz eines x € dom[t] mit

h(y) = (y,u) = (y,z), = tly, 2]  Vy € domlt].

Damit ist aber x € dom(A;) nach der Definition 4.6 und zudem A;x = wu. Also ist A;
surjektiv und damit selbstadjungiert.

Als néchstes zeigen wir, dass dom(A;) eine dichte Teilmenge des Hilbertraums (dom[t], (-, -),)
ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gibe es ein y € dom][t], das orthogonal
zu dom(A:) ist. Mit der Surjektivitdt von A; folgt die Existenz eines z € dom(A;) mit
Aix = y. Daraus folgt

<y7y> = <At$,y> = t[.fL‘,y] = <x7y>t =0

und damit y = 0. Dies wiederum bedeutet, dass nur der Nullvektor orthogonal zu dom(A;)
ist. Also ist dom(A;) eine dichte Teilmenge von (doml[t], (-,),).

Als letzten Schritt untersuchen wir die zu A; assoziierte Form s und zeigen ¢t = s. Mit
tlz,y] = (Aiz,y) ist auch der Operator A; positiv. Da At% selbstadjungiert und damit

abgeschlossen ist, folgt die Abgeschlossenheit und Positivitit von s aus
1 1 1
slz,y] = <At21:, Afy> x,y € dom[s] = dom (A7)

1
und Proposition 4.5. Damit folgt wegen dom(A;) C dom(A7) weiter

t[ZL‘,y] = <Atxay> = S[‘T’y]

fir alle z,y € dom(A;) und damit (-,-), = (-,-),. Da aukerdem dom(A;) mit Propositi-
) ist, haben wir damit (domlt],(-,-),) =
(doml[s], (-, -),) gezeigt. Das bedeutet aber nicht anderes als ¢ = t4, die Behauptung.

on 4.5 eine dichte Teilmenge von (dom[s], (-, )

Ist nun ¢ > 0, so betrachten wir stattdessen die Form (t+1)[z,y] := t[z,y] + (x,y) mit dem
zugehorigen Operator A;r; = Ay + 1. Aus der Selbstadjungiertheit von A;41 folgt sofort
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diejenige von A;. Ebenso folgt mit dem Bewiesenen, dass in diesem Fall auch t =t 4, gilt,

sodass der Beweis vollstandig ist.
O

Mit diesen Resultaten konnen wir statt des Operators den Formbereich analysieren, was
sich technisch als deutlich einfacher erweisen wird. Ein Operator kann mehrere selbstad-
jungierte Erweiterungen haben. Uber den folgenden Weg findet man die kleinste dieser

Erweiterungen [12, Definition 10.6].

Definition 4.8 (Friedrich’sche Erweiterung). Sei A ein positiver, symmetrischer und dicht

definierter Operator auf dem Hilbertraum X. Dann ist die Form

s(z,y) = (Ax,y)

mit z,y € dom(A) abschliefbar mit t :== 5. Den zu t assozierten Operator A; bezeichnen

wir mit Ap := Ay als die Friedrisch’sche Erweiterung von A.

Wir miissen zeigen, dass die Definition sinnvoll ist, die Form s also tatsdchlich immer
abschliefsbar ist [12, Lemma 10.16].

Beweis. Es bezeichne X, die Vervollstdandigung des Préhilbertraums (dom[s], (-, -),). Wir
betrachten die Einbettung Z: dom[s] — X. Diese ist wegen Proposition 4.2 beschrankt
und damit stetig. Folglich existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von Z auf Xj, die
wir mit Zs; bezeichnen. Wir zeigen zunéchst, dass Zs injektiv ist. Sei dazu z € X, mit
Zsx = 0. Dann existiert eine Folge x,, € dom[s], die gegen z € X konvergiert und mit der
Stetigkeit von Zs folgt

lim z, = lim Zsx, =Zsx =0
n—o0 n—oo

beziiglich der Norm von X. Mit der Symmetrie von A folgt fiir beliebiges y € dom(A)
(€,y) = Tim (zn,y),

:nh_{x;o s[:En, ] <$my>)

(
(
= lim_ ((Azn,y) + (¥n,y))
:1m1w%4A+I)»

= (0,(A + I)y) = 0.

Da dom(A) = dom[s] dicht in X liegt und y beliebig war, folgt x = 0. Also ist Z; injektiv.
Im zweiten Schritt zeigen wir nun, dass hieraus die Abschlieltbarkeit von s folgt. Da die
Einbettung Z, injektiv ist, konnen wir jedes x € X mit Z,z € X identifizieren. Also ist X
ein Unterraum von X, der dom[s] enthélt. Da s beschrinkt und somit stetig auf dom][s]

ist, kénnen wir s eindeutig und stetig zu s auf X, fortsetzen. Dann sind das Skalarprodukt
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()5 als auch das Skalarprodukt (-,-) v von X eindeutige stetige Fortsetzungen des Ska-
larproduktes (-, -), und somit identisch. Da X, vollsténdig ist, folgt die Abgeschlossenheit

von 5 und der Beweis ist vollsténdig.
O

Der Operator aus Definition 4.8 hat die gewiinschten Eigenschaften [12, Satz 10.17].

Proposition 4.9. Sei A ein dicht definierter, symmetrischer und positiver Operator auf
ewnem Hilbertraum. Dann gilt:
1. bei Ap handelt es sich wm einen positiven Operator und

2. fiir jede andere selbstadjungierte, positive Erweiterung B von A gilt
dom][t4] C dom[tg].

Beweis. 1. Da A ein positiver Operator ist, folgt dies aus der Definition auch fiir die
zugehdrige Form t4 und damit auch fiir deren Abschluss. Somit ist die Friedrich’sche

Erweiterung assoziiert zu einer positiven Form ¢. Es folgt mit der Definition 4.8
(Az,x) = t[z,z] > 0.
Also ist Ap ein positiver Operator.

2. Sei B eine andere positive, selbstadjungierte Erweiterung von A. Da B selbstadjun-
giert ist, ist Bp = B, also gilt auch tgp = tp, = 5p nach Definition der Friedrich’schen
Erweiterung. Da dom(A) C dom(B), gilt mit der Bezeichnung aus der Definition 4.8
dom[s4] C dom[sp], also auch dom[t4] = dom[ts,] C dom[tp,] = dom]tp].

O
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5 Selbstadjungierte Erweiterungen von

5.1 Die Friedrich’sche und Neumann’sche Erweiterung

Wir wissen durch Lemma 3.22 und Lemma 3.26, dass bei unendlichen Graphen im Fall
endlicher Lénge der Operator Hg nicht selbstadjungiert ist. Daher werden wir nun mit Hilfe
der quadratischen Formen den Operator 7—[8 nicht nur abschliefsen, sondern so erweitern,
dass wir eine selbstadjungierte Fortsetzung erhalten. Dabei gilt fiir eine solche Erweiterung,
dass diese als Operator der zweiten negativen Ableitung fungiert und der Definitionsbereich
in dom(#) enthalten ist. Ist ndmlich H s eine selbstadjungierte Erweiterung von Hp, so

folgt aus den Eigenschaften des adjungierten Operators und Lemma 3.26
HoCHv = Hm=Hy CHy=H,
wobei fiir zwei Operatoren A, B in einem Hilbertraum die Inklusion A C B
dom(A) C dom(B) und Af=DBf fir alle  f € dom(A)

bedeutet.
Die kleinste Erweiterung im Sinne der Proposition 4.9 von Hg lasst sich konstruktiv aus
der Theorie der quadratischen Formen gewinnen. Hierzu miissen wir nur den Bereich des

Abschlusses der Form

S[f] = (HOF. F) / ()T @) de = /\f (@) de

fiir dom[s] := dom(HY) beziiglich des von der Form induzierten Skalarproduktes betrach-

ten. Mit der Proposition 4.2 gilt dann fiir die vom Skalarprodukt (-, -), induzierte Norm

LFIIS == 112 + £ = /If’(w)lzdwr/\f(x)\?dx-
g g

Dies ist genau die Norm des Hilbertraums H'(G). Also ist

dom(3) = dom(’Hg)Hl(g) = H)(G).

Wir halten somit fest |5, Bemerkung 3.1]:

Proposition 5.1. Auf einem Graphen G ist der Formbereich der Friedrich’schen Erwei-
terung Hr von HY der Raum H(G).

Hieraus folgt unmittelbar dom(#Hg) C dom(Hp) C Hi(G) N dom(G), was in den Beweis
von Lemma 3.22 zunéchst ohne Beweis eingegangen war. Wir sind nun an einer weiteren

selbstadjungierten Erweiterung interessiert, und zwar betrachten wir die quadratische Form
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im Hilbertraum L?(G), die H'(G) als Formbereich hat:

tﬂﬂ:/W@Ww domfty] = HY(G).
g

Dann ist ¢ positiv und abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit ergibt sich aus der Vollstin-
digkeit des von der Form induzierten Préahilbertraums. Geméfs Definition 4.2 induziert ¢y

die Norm

1913, = talf) + 17220 = [17@)F + [1£@P = 171Bno)
g g

Damit ist (dom[ty], ||]lsx) = (H'(G), || z71(g)) und mit Proposition 3.10 ein Hilbertraum.
Also ist ¢ abgeschlossen. Damit kdnnen wir mit Satz 4.7 eindeutig den selbstadjungierten

Operator Hy aus Definition 4.6 zuordnen. Mit dem eingangs Erlauterten folgt hieraus
Hnf=—f" firalle fcdom(Hy)C HY(G)Ndom(H).

Bemerkung 5.2. Mit der Theorie der quadratischen Formen sind wir natirlich nicht an
die Vereinbarung gebunden, dass G ein unendlicher Graph ist. Der so konstruierte Ope-
rator Hy wdre auch im Fall eines endlichen Graphen selbstadjungiert. Da im endlichen
Fall bereits dom(H]) = dom(H) gilt, folgt unmittelbar, dass H als der mazimale Laplace-
Operator im Falle endlicher Graphen selbstadjungiert und zudem der einzige selbstadjun-
gierte Laplace-Operator ist. Daher sprechen wir im endlichen Fall auch einfach vom selbst-

adjungierten Laplace-Operator H.

Bemerkung 5.3. Die beiden dargestellten Erweiterungen sind nicht zufdllig gewdhlt. Zum
einen liegen die Definitionsbereiche von beiden in H'(G). Diese Bedingung wird fiir die
kompakte Einbettung der Definitionsbereiche in L?(G) und damit fir das Spektrum eine
entscheidende Rolle spielen. Zum anderen ldsst sich zeigen, dass fiir alle selbstadjungierten
Erweiterungen H von Ho mit dom(?’:l) C HY(G) fiir die Definitionsbereiche der zugehdrigen
quadratischen Formen

dom([ty,,] C dom[ty] C domlty,]
gilt [5, Satz 5.4].

Die Erweiterung Hx bezeichnen wir als Neumann’sche Erweiterung. Unter einer Neu-
mann’schen Randbedingung versteht man in der Regel, dass die Normalenableitung einer
Funktion auf dem Rand des Definitionsbereiches den Wert Null annimmt. Wir wollen
zeigen, dass dies unter gewissen Voraussetzungen ebenso fiir Funktionen aus dem Defini-
tionsbereich des Operators Hy gilt. Auf Grund der Kirchhoffbedingungen addieren sich
fiir jede Funktion f € dom(Hy) die Normalenableitungen in jedem Knoten zu Null auf.

Wir betrachten nun zu einem Graphen G einen Teilgraphen G. Wir bezeichnen mit deg(v)
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die Anzahl der zu einem Knoten v inzidenten Kanten. Unter einem Randknoten von QN

verstehen wir dann die Knoten, an denen sich G zu G fortsetzen ldsst, also [5, (6.1)]
9G = {v € V |degg(v) < degg(v)}.
Dann definieren wir die innere Normalenableitung auf einem Knoten folgendermafsen [5,

(6.2)].

Definition 5.4. Sei G = (V, E) ein Teilgraph von G und v € V ein Knoten auf dem Rand

von G. Fiir ein beliebiges f € dom(H) definieren wir mit

of
Qng

(0) =) felv)

GGEU
die innere Normalenableitung von v € aG.

Wir wollen nun diese Definition auf Graphenenden fortsetzen, &hnlich wie wir den Wert
einer Funktion auf dem Graphenende definiert haben. Hierfiir miissen die Graphenenden
eine endliche Lénge haben. Dies ist automatisch gegeben, wenn der Graph endliche Linge
hat. Da wir die Neumann’sche Erweiterung auch nur auf solchen Graphen weiter untersu-
chen werden, werden wir die endliche des Graphen im Folgenden stets annehmen.

Wir beginnen mit folgender Proposition [5, Proposition 6.2].

Proposition 5.5. Sei G ein Graph endlicher Linge, der nur iber ein Graphenende vy €

&€(G) wverfigt. Sei (Gi) eine kompakte Ausschépfung von G. Dann existiert der Grenzwert

und ist unabhdngig von der Wahl der kompakten Ausschépfung.

Im folgenden Text werden wir héufig Differenzen von Graphen bilden, also fiir einen Teil-
graphen G des Graphen G die Menge G = G\ Gi betrachten. In einem solchen Fall kénnen
wir den topologischen Abschluss der Menge G beziiglich des metrischen Graphen G bilden
und erhalten somit einen Graphen Q Vereinfacht gesagt werden die Knoten an den ent-
stehenden ,losen Enden wieder eingefiigt. Wir werden die Bildung dieses topologischen

Abschlusses nicht explizit erwihnen, sofern keine Missverstindnisse zu erwarten sind.

Beweis von Proposition 5.5. Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Graphen G, = G\ G;,
fiir alle k € N zusammenhzngend sind. Wir betrachten nun den Graphen G’ = G}, \ g mit
k < j. Wir zeigen, dass in diesem Fall G’ ein endlicher Graph ist. Wir nehmen zu die-
sem Zweck an, dass G' unendliche viele Kanten hiitte. Dann kénnten wir eine Folge (en)
paarweise unterschiedlicher Kanten und auf jeder Kante einen inneren Punkt x, wéh-

len. Wir betrachten nun die Menge G U ~. Als metrischer Raum ist G mit der von der
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Metrik induzierten Topologie ein nichtkompakter, lokal kompakter T2-Raum. Uber die
Alexandroff-Kompaktifizierung erhalten wir eine Topologie T auf G U ~, sodass alle in G
offenen Mengen auch in 7 enthalten sind, es sich bei 7 aber um einen kompakten topo-
logischen Raum handelt (siehe zum Beispiel [13, Satz 7.3.5]). In G U v hat die Folge (z,)
daher einen Haufungspunkt z. Nach Konstruktion ist ¢ G und somit wére z = 7, denn
v ist ein Element des topologischen Raums (G U ~, 7). Dies ist aber ein Widerspruch zu
z, € G|, fiir alle n und G = gr. \ Q]’-. Also ist G/ endlich.

Der Rand 0G’ besteht nun genau aus der Vereinigung der Randknoten von G und g;. und

unter Beachtung der Orientierung der inneren Normalenableitung erhalten wir

3f
8ngk B Z

veﬁg’ j

veag' g vedT),

Uber partielle Integration ergibt sich

und so mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/ £"(x) da| < LGY 1Ml 220

ve@gk k' UE(‘)QI J Ilc\g/
J

fir alle & < j. Da L(G},) fiir K — oo gegen Null konvergiert, handelt es sich bei der Folge
der inneren Normalableitungen um eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstdndigkeit des zu
Grund liegenden Raums gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergiert.

Wir miissen nur noch begriinden, dass der Grenzwert unabhingig ist von der Wahl der kom-
pakten Ausschépfung. Zum topologischen Graphenende v gehort ein eindeutig bestimmtes
Graphenende w, welches durch einen Strahl R reprisentiert wird. Dann ist R N G], ebenso
ein Strahl fiir jedes n. Folglich kénnen wir wiederum eine Folge (U,,) wihlen, die v re-
préasentiert und U,, C G, fiir alle n erfiillt. Wegen der Bedingung der kompakten Randes
fiir jedes U, kénnen wir dann auch zu jedem n ein k wihlen, sodass G, C U,. Aus der
Inklusion folgt dann die Unabhéngigkeit von der Wahl der Ausschépfung.

Angenommen G/, = G\ G, ist nicht zusammenhingend fiir alle n. Dann enthilt G/, genau
eine Komponente Qf{/ mit unendlichen vielen Knoten und endlich viele Komponenten mit
endlich vielen Knoten. Wir fiigen diese zu G,, hinzu und erhalten eine kompakte Ausschop-
fung (G,,) mit Gy = G\ G, fiir alle n € N. Mit dem zuvor Bewiesenen existiert auch hier der
Grenzwert und ist insbesondere unabhingig von der Wahl der kompakten Ausschépfung.

Damit ist der Beweis vollstindig. O

Wir koénnen diese Proposition sofort auf den Fall verallgemeinern, in dem der Graph G
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endlich viele Enden hat, die sich durch die Entfernung eines endlichen Graphen aus G
strennen lassen. Solche Graphenenden werden wir im Folgenden als frei bezeichnen [5,
Definition 2.4].

Definition 5.6. Sei G ein Graph und sei vy ein topologisches Graphenende. Es existiere
ein endlicher Teilgraph Gy, sodass fiir jedes von v verschiedene Graphenende v und den
beliebig gewdhlten Reprasentationen (Uy), (U,) C G\ Go zudem U, NU}, = 0 fir alle
n,m € N gilt. Dann heifst v ein freies Graphenende von G.

Diese Definition l&sst sich auch dquivalent fiir das zu v gehdrige Graphenende w formulie-
ren.

Hat ein Graph G nur ein Graphenende wq, so ist dieses stets frei. Fiigen wir zu G ein weite-
res Graphenende wsy hinzu, so kdnnen beliebige Reprisentanten R von wi und Re von wa
stets nur endlich viele Knoten gemeinsam haben, denn ansonsten wiirden sie definitions-
gemif der gleichen Aquivalenzklasse angehéren. Das impliziert, dass jeder lokal endliche
Graph mit endlich vielen Graphenenden, nur freie Graphenenden haben kann. Damit ist
fiir solche Graphen die Wahl eines endlichen Teilgraphen Gy, der alle Graphenenden wie in
Definition 5.6 voneinander trennt, stets moglich.

In dem Fall, dass G nur iiber endlich viele und damit nur freie Graphenenden verfiigt,
kénnen wir die Argumentation aus dem Beweis von Proposition 5.5 fiir jedes Graphenen-
de anwenden und den Grenzwert bilden. Bei einem solchen Graphen erhalten wir durch
G \ Go endliche viele Teilgraphen, die jeweils {iber genau ein Graphenende verfiigen. Wir
bezeichnen diese Graphen kiinftig mit G7 und analog die Knoten dieser Graphen mit V7.

Wir kommen somit zu folgender Definition [5, Definition 6.3].

Definition 5.7. Sei G ein metrischer Graph endlicher Lange. Sei v € €(G) ein freies
Graphenende. Sei (G) mit k > 1 eine kompakte Ausschopfung des Graphen GY. Dann
definieren die innere Normalenableitung O f () fir jedes f € dom(H) als

of

.
veEIG} Ik

- on V= k—o0

Darauf aufbauend kénnen wir nun folgende Proposition formulieren [5, Proposition 6.6].

Proposition 5.8. Sei G ein Graph endlicher Linge mit endlich vielen Graphenenden und
|€(G)| = m. Fiir FPunktionen g € HY(G) und f € dom(H) N HY(G) sind

Log := (9(V)yee@)  Tif = (Onf(7))yee9)

Vektoren aus dem endlich-dimensionalen Vektorraum C™. Bezeichnet (-, )cm das Stan-

dardskalarprodukt, so gilt die folgende Gauf-Green’sche-Formel

<Hf7g>L2(g) = <f/ag/>L2(g) - <F1f) Fog>@m . (6)



37

Vor dem Beweis dieser Proposition stellen wir zwei Lemmata voran [5, Satz 3.9].

Lemma 5.9. Sei G ein Graph endlicher Linge. Seien {v1,...,vm} die Graphenenden von
G. Dann emistiert eine Funktion f € dom(H) N HY(G) mit

f(’h) =1 wund f(’}/Q) =...= f(’ym) =0.

Beweis. Wir wihlen einen endlichen Teilgraphen, der die Graphenenden in G trennt. Sei
dann G der unendliche Teilgraph, der v; enthilt. Mit ¢ € H?(0,1) bezeichnen wir eine
beliebige Testfunktion, die ¢(0) = ¢'(0) = ¢'(1) = 0 und (1) = 1 erfiillt. Dann definieren
wir auf dem Graphen G die Funktion f als

1 Te € e = (u,v), u,v€ G undu,v ¢ IGN
fze) = (P<\l“7;|u|) Te €e=(u,v) u€dGM" vegGn ve Ign.
sonst

Damit liegt f auf jeder Kante in H?(e). Zudem ist f auf dem gesamten Graphen stetig.
Die Normalenableitungen an jedem Knoten sind jeweils Null, also erfiillt f die Kirchoff-
bedingungen. Wegen der endlichen Linge des Graphen folgt unmittelbar f € L?(G) und
da die Ableitung von f nur auf endlich vielen Kanten nicht identisch verschwindet auch
f € HY(G). Also erfiillt f die Bedingungen des Lemmas. O

Das zweite Lemma stellt eine Erweiterung von Proposition 3.28 dar [5, Satz 3.11].

Lemma 5.10. Sei G ein Graph endlicher Linge mit endlich vielen Graphenenden. Dann
gilt
Hy(G) ={f € H'(9)| f(7) = 0¥y € €(G)}.

Beweis. Die erste Inklusion ist eine direkte Folge aus Proposition 3.28.

Fiir die andere Richtung sei nun f € H'(G) mit f(y) = 0 fiir alle v € &(G). Wir neh-
men zunichst an, dass f reellwertig und positiv ist. Wir konstruieren eine Folge (f,,) von
Funktionen aus H'(G) N L2(G), welche beziiglich der Norm des Raums H'(G) gegen f kon-
vergiert. Daraus folgt dann f € H}(G) gemiif der Definition dieses Raums. Wir definieren
1

s — wenn s > +
n — n

On: RT 5 RT on(s) =
0 sonst

und bilden die Komposition f, := @, o f mit n € N. Aus ¢,(s) < s folgt |fn] < |f]-

Zusétzlich impliziert

lon(s) — on(t)] <|s—t| fiiralle s,t€R"
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auch |f}| <|f’| fir fast alle z € G. Dies impliziert wiederum

| fallarg) < N1l o)

und somit ist (fy,) eine Folge in H'(G). Wir miissen zeigen, dass f, in L2(G) liegt. An-
genommen, ein Folgenglied f, wiirde auf unendlichen vielen Kanten nicht identisch ver-
schwinden. Gemifs Annahme und Konstruktion erhalten wir dann eine Folge von paarweise
verschiedenen Kanten (ey), die jeweils einen Punkt x, enthalten, fiir den f(z)) > 1 gilt.
Da wir die Graphenenden durch Entfernung eines endlichen Graphen trennen kénnen,
kénnen wir ohne Einschrinkung eine Teilfolge von (xj) wihlen, die auf dem Graphen G"
liegt. Die Teilfolge bezeichnen wir wiederum mit (xy). Wir kompaktifizieren G mittels
der Alexandroff-Kompaktifizierung und erhalten so den Graphen G Auf diesem muss die
Folge (z) einen Hiufungspunkt = haben. Da jede Kante aus G hochstens ein xy enthilt,
kann der Haufungspunkt nur das Graphenende v, sein. Aus der Stetigkeit von f folgt dann
f(x) > %, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung an f darstellt. Also liegt f, in
L2(G).

Es bleibt die Konvergenz der Folge (f,) beziiglich der H'-Norm zu zeigen. Es gilt nach

Konstruktion

If = an%%g) +f = fr/LH%%g) < Q(HfH%?(g) + an”%%g) + Hf/H%%g) + Hffz”%?(g))

< 4”f”?ql(g)-

Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt damit die Konvergenz beziiglich der H!-
Norm, sofern wir die punktweise Konvergenz fast tiberall von f,, — f und von f] — f’
zeigen konnen. Aus lim, . ¢n(s) = s fiir alle s € Rt folgt die punktweise Konvergenz
von f, gegen f.

Da f auf jeder Kante absolutstetig ist, ist f auf jeder Kante fast iiberall im klassischen
Sinn differenzierbar. Sei nun x ein Punkt auf dem f differenzierbar ist. Angenommen in

diesem Punkt ist f > 0. Dann existiert in Folge der Stetigkeit von f eine offene Umgebung

1

von x, auf der ebenso f > 0 gilt. Damit konnen wir ein N so grok wéhlen, dass f, = f —

fiir alle n > N gilt. Folglich ist f,, in = differenzierbar mit f] (z) = f’(z) fiir alle n > N.
Angenommen im Punkt z gilt f(x) = 0. Dann existiert zu jedem n eine Umgebung U,
sodass f < % auf U, gilt. Folglich verschwindet f, identisch auf U,, und ist damit differen-
zierbar in x mit f] (z) = 0. Es ist aber auch f’(z) =0, da f in 2 ein lokales Minimum hat.
Damit ist die punktweise Konvergenz gezeigt.

Sei f nun eine beliebige Funktion. Dann zerlegen wir f in Real- und Imaginérteil und diese
Teile wiederum jeweils in einen Positiv- und einen Negativteil und argumentieren fiir jeden

Teil wie oben. Damit ist alles gezeigt. O

Bemerkung 5.11. Dieses Lemma gilt nicht nur fir die hier betrachteten Graphen, son-
dern fir alle lokal endlichen Graphen (siehe [5, Satz 3.11]). Fir die allgemeinere Formulie-
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rung ist die hier verwendete Alexandroff-Kompaktifizierung als Argument aber nicht mehr

ausreichend.
Wir kommen nun zum Beweis der Proposition 5.8.

Beweis von Proposition 5.8. Wir wihlen ein Graphenende v € €(G) und die Funktion g
wie im Lemma 5.9 als Funktion g € dom(#H) N H(G), sodass g nur auf endlichen vielen

Kanten nicht konstant ist und zudem

g(v) =1 und g(v')=0 firalle 7 €€(G)\ {7}

erfiillt ist.
Wir wihlen eine kompakte Ausschopfung (Gy) und erhalten

T 9)12g) = (f'9) 12g) = im (Hf19)12q,) —<f/’9'>L2(gk)

= /W m—/f
=, /f dm‘/f o

veIGLNVY

Betrachten wir nun die Folge g,’g = G NGY mit k£ € N, so ist dies eine kompakte Aus-

schépfung von G7. Dann kénnen wir fiir aus reichend grofies n

of of

agk()_a?,z

(v) Yo € dgvGl = G, NV

schreiben. Folglich ist dann mit Proposition 5.5

. of of
lim Z @(U):—%(V)-

k—oo |
veAGLNVY

Fiir die so gewéhlte Funktion g gilt die Gleichung (6), da

(01§, Tog)on = 9o () 1

ist. Die Gleichung trifft auferdem fiir alle Funktionen g € dom(HJ) zu, da in diesem Fall
der Subtrahend der rechten Seite von (6) Null ist und der Rest aus den Kirchhoffbedingun-
gen an f sowie der Stetigkeit beider Funktionen folgt. Da das Skalarprodukt eine stetige
Abbildung ist, folgt die Giiltigkeit der Gleichung dann auch fiir den Abschluss von dom(HJ)
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beziiglich der Norm des Raums H'(G) und somit fiir alle g € H}(G). Sei nun g € H(G)

beliebig. Dann betrachten wir

g=9- Y. 9Ny

v€€(G)

Daraus folgt unmittelbar G(v) = 0 fiir alle v € €(G), also § € H}(G) gemi Lemma 5.10.

Das impliziert wiederum zusammen mit der Linearitdt von I'g
(T1f.Tog) = (T1f.Tog) + <F1f, Ty Y 9(7)f7> = (I'tf, Tog)
v€e(9)
und damit die Gleichung (6) fiir alle g € H'(G). O

Wir kénnen nun fiir solche Graphen wie in obigem Beweis genau den Definitionsbereich

des Operators Hy angeben [5, Korollar 6.7].

Korollar 5.12. Sei G ein Graph endlicher Linge und endlichen vielen Graphenenden.

Dann gilt fiir die Neumann’sche Erweiterung des Operators Ho auf diesemn Graphen
Hy =H | dom(Hy) dom(Hy) = {f € dom(H)N H*(G)|T1f = 0}.

Beweis. Gemils der Definition von Hpy besteht dessen Definitionsbereich genau aus denje-
nigen Funktionen f € H'(G), fiir die eine Funktion h € L?(G) mit

("9 ) 126) = M)

fiir alle g € H'(G) existiert (siche Definition 4.6). Aus Proposition 5.8 folgt somit I'y f = 0.
Da H  zudem eine Einschrinkung des maximalen Laplace-Operators ist, folgt die Behaup-

tung. O

Fiir die beiden angegebenen selbstadjungierten Erweiterungen Hp und Hy sollen als ei-
gentliches Ziel der Arbeit Spektralabschéitzungen gefunden werden. Dazu wird zunéchst

im folgenden Kapitel die Art des Spektrums der beiden Operatoren weiter untersucht.
5.2 Das Spektrum auf Graphen im Fall endlicher Linge

Im Folgenden habe der Graph G stets endliche Lange.

Um zu zeigen, dass die beiden definierten Erweiterungen Hp, Hy auf Graphen endlicher
Lange ein rein diskretes Spektrum haben, zeigen wir, dass der Raum der holderstetigen

Funktionen C%(g) kompakt in L?(G) eingebettet ist. Der Raum C%(g) ist dabei folgen-

dermafien definiert.
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Definition 5.13. Fiir eine Funktion f auf einem Graphen G bezeichne My die Hélderkon-

stante von f zum FEzponenien %, definiert als

My := sup ———="—.
d zyeg  d(x,y)
Dann heifit der Raum
C3(G) = {f € C(G)| My < oo}

Raum der zum Erponenten % hélderstetigen Funktionen. Fir diesen Raum definieren wir
die Norm ||| .1 .. als
¢2(9)
1953 g = 1l + M.

Der Raum (C%(g), Il

1 ) ist ein Banachraum.
Cz(9)

Die Banachraumeigenschaften des Holderraums gilt fiir allgemeine metrische Raume (siehe
z. B. [14]), sodass an dieser Stelle auf den Beweis verzichtet werden kann. Wesentlich
relevanter und interessanter ist an dieser Stelle, dass fiir f € H'(G) auch f € C%(g) gilt
und die Einbettung H'(G) — C2 (G) stetig ist. Dies folgt aus folgender Uberlegung. Seien
xz,y € G und P die Menge der Pfade P von x nach y. Dann ist

/
< jnt, [ b7/ ()
g
<ot | [ixe@pa) | 17 @
g g

1
= d(z,y)2 | f'| 2(g)-

Damit ist My < || f'||z2(g) und somit f hélderstetig zum Exponenten 3. Aus der kompakten
Einbettung von C3 (G) in L?(G) folgt dann die direkt die kompakte Einbettung von H(G)

in L?(G). Der Beweis baut auf folgendem Lemma auf [15, Lemma 1]:

Lemma 5.14. Sei X ein metrischer Raum. Angenommen, zu jedem & > 0 existieren
ein & > 0, ein metrischer Raum Y und eine Abbildung ®: X — Y, sodass ®(X) C Y
totalbeschrankt ist und, fir alle z,y € X mit dy (®(x), ®(y)) < 6 auch dx(x,y) < € gilt.
Dann ist X totalbeschrinkt.

Beweis. Fiir ¢ > 0 wahlen wir 6,Y und die Abbildung ® wie im Lemma gegeben. Nach

Voraussetzung ist ®(X) totalbeschrinkt, wir konnen daher eine endliche J-Uberdeckung
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{V1,Va,...V,} mit V; C Y wihlen. Nach den Voraussetzung ist dann aber auch
{27'(1), @7 (12),... @7 (Va)}

eine endliche e-Uberdeckung von X. Damit ist X totalbeschrinkt. O
Aufberdem benétigen wir die Totalbeschrinktheit von G.
Lemma 5.15. Sei G ein Graph endlicher Linge. Dann ist G totalbeschrankt.

Beweis. Sei € > 0. Wir zeigen, dass G totalbeschrénkt ist. Wir wahlen eine endlichen Teil-
graphen G, sodass L(G\G,) < . Da G, endlich ist, existiert eine e-Uberdeckung mit den
Kugeln {Uc(z1),...Us(zp)} von Gy,. Der Graph G, hat endlich viele Knoten {vy,...,vn},

an denen sich der Graph zu G fortsetzen ldsst. Wir wahlen dann auf G die Kugeln

{Ue(z1), ... Ue(n), Ue(v1), ... Us(vm) }

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt y € G. Ist y € G, so existiert ein x; mit
d(zi,y) <e.Ist y € G\Gp, so ist wegen L(G\G,) < €. auch d(v;,y) < € fiir ein v;. Folglich

kénnen wir G mit endlich vielen e-Kugeln iiberdecken. Also ist G totalbeschrankt. O
Wir formulieren den zentralen Satz dieses Kapitels.

Satz 5.16. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Lange L(G). Dann ist der Raum
C%(g) kompakt in L*(G) eingebettet.

Beweis. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Lange L(G). Sei B C C%(g) die Ein-
heitskugel beziiglich der Holdernorm. Dann gilt also fiir ein M € N und alle f € B

f(x) = fy)| < d(z,y)°M  Va,y€G.

Fiir 0 < € < L iiberdecken wir nun G mit endlichen vielen Kugeln U _ (x;) mit dem
9M2L2
Durchmesser 32]5[72%2 und dem Mittelpunkt z;, was wegen der endlichen Lénge und Lemma

5.15 moglich ist. Auferdem definieren wir

f(fﬁl)
®: B = (R [[lc) (f) = | :

f(@n)

Dann ist ® wegen f € B beschrinkt. Wéhlen wir nun § = 57, so gilt fiir f, g mit

[2(f) = ®(9)lloc <0
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und einen beliebigen Punkt y € U. 2 (x)
1f (W) =9l = 1f () = flzi) + fi) — g(i) + g(x:) — 9(y)]
< |f() = fl@)l + |f (@i) — g(@)| + |g(xi) — 9(y)]

1
< d(zi,y )2M—|—3—L—|—d(:zl, y)2M
g g
< 3MLM+?TL+ 3ML

L'
Da y beliebig war, erhalten wir

g
If =9l < I

2
/|f g < /!f olZ <Ly <<

Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas 5.14 erfiillt und C’%(g) ist kompakt einge-
bettet. O

und somit schlielich

Wir kénnen nun folgendes Korollar einfach schlussfolgern.

Korollar 5.17. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Linge L und Hys eine selbst-
adjungierte Erweiterung von Ho mit dom(Hpy) C HY(G). Dann hat Hys ein rein diskretes
Spekirum.

Beweis. Wegen der Abschiitzung (7) ist H'(G) in C’%(g) stetig eingebettet. Folglich ist
H'(G) kompakt in L?(G) eingebettet. Ist nun A\ € p(H,s) ein Element aus der Resolven-
tenmenge von Hys, so folgt fiir eine beschriinkte Menge M C L?(G), dass (Har — M) ™' M
eine beschriinkte Menge in H'(G) ist. Aufgrund der kompakten Einbettung folgt die Pri-
kompaktheit der Menge (Hy; — AM)~'M in L?(G). Also ist die Resolvente ein kompakter
Operator in L?(G). Mit Satz 2.11 hat Hj; ein rein diskretes Spektrum. O

5.3 Das Spektrum auf Graphen im Fall unendlicher Linge

Im Falle von Graphen mit unendlicher Linge werden die Definitionsbereiche der selbst-
adjungierten Erweiterungen H von H{) im Allgemeinen nicht kompakt in L?(G) haben,
nicht einmal in dem Fall, dass der Graph endlichen Durchmesser hat. Sei namlich G der
Graph, der von dem Intervall [0, 1) gebildet wird, wobei wir einen Knoten an jedem Punkt
1-— % einfiigen und hier eine Kante e, der Linge 1 anfiigen (siehe Abbildung 1). Dann
ist D(G) = 3 und L(G) = oco. Wir wihlen eine beliebige Testfunktion ¢ € Cg°(0,1) mit



44

€ e, | esfed |es

o— 00— 00—
0 1

Abbildung 1: Der Graph G mit der Darstellung der ersten 5 senkrechten Kanten. Diese

Kanten werden jeweils im Abstand von 1 — % zum Nullpunkt eingefiigt.

f01|<p|2 = 1. Wir definieren nun eine Folge von Funktionen (f,) mit n > 1 :

o(r) ze€e,=(0,1) .

0 sonst

fn(x) =

Dann ist f, € dom(H) fiir alle n und somit auch ein Element des Definitionsbereichs jeder
selbstadjungierten Erweiterung H von H3. Es gilt fiir die beschriinkte Folge (f,)nen dieser
Testfunktionen

[fo = fmlli2gy =1  Vn#m.

Also gibt es keine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist. Damit kann aber dom(H) nicht
kompakt in L?(G) eingebettet sein.
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6 Spektrale Abschatzungen

Als néchstes sollen verschiedene Abschitzungen fiir das Spektrum gefunden werden. Aus
obigen Beweisen folgend, beschranken wir uns auf Graphen mit endlicher Lainge und die bei-
den Erweiterungen Hp und Hyvon Ho. Fiir die Abschétzungen werden wir das Rayleigh-
Prinzip (Satz 2.12) verwenden. Hierbei diirfen wir statt des Definitionsbereichs des Ope-
rators den Formbereich der assoziierten quadratischen Form untersuchen, was technisch

einfacher ist. Wir formulieren dies als Lemma.

Lemma 6.1. Auf einem Graphen G endlicher Linge sei H die Neumann’sche oder Fried-
rich’sche Erweiterung von Ho. Bezeichne doml[ty| den Definitionsbereich der assoziierten
quadratischen Form. Set A\ der k-te Figenwert mit der Figenfunktion ug. Dann gilt fir
k=0:

Ao(H) = min { gl ((x)) -0 # u € dom(H); }
= min { fg v’(a:)| O # v € doml[tg]; }

und fir k> 1

Ak(H) = min {ffiz(;c)\ 10 # u € dom(H); ul{ug,--- ,uk_l}}

|u(x)[*d

Jolv'(@)Pda

= min ;0# v e domltg]; vi{ug, -, up_1} ¢ .
{ fg‘”(x”

Beweis. Die erste Gleichheit ist die Formulierung des Rayleigh-Prinzips. Angenommen, es

gebe eine Funktion v € dom[tg], welche die Bedingungen erfiillt, aber

fg|v r)|%dx

A
Jglv(z)|2dx <

gilt. s liegt dom(#) dicht in dom[t;] beziiglich der von der quadratischen Form induzier-
ten Norm. Diese ist dquivalent zur Norm H'(G). Somit kénnen wir eine Folge u,, € dom(#)
wihlen, sodass
el zr gy — el gy) < lln — oll gy = 0

und damit auch . ) 2

Jolun(@)Pdz - Jglv'(z)*de -

3 2 < )\k(H)
Jolun(@)Pdz " fglo(a) Pdz

zutrifft. Dies ist aber ein Widerspruch zum Rayleigh-Prinzip, also muss auch fiir v €
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dom[t;] im Fall &k > 1

H
- V' (z)Pdx
Ak(H) = min {W;O # v € domlty]; vLl{ug,--- ,uk_l}}

und im Fall k=0

. V' (z)|2dx
Ao(H) = min {M;O # v € doml[tg]; }

gelten. O
Fiir die Spektralabschitzungen werden wir fiir Hr und Hx zu unterschiedlichen Resultaten
gelangen. Wir beginnen mit der Neumann’schen Erweiterung.

6.1 Spektralabschiatzungen fiir die Neumann’sche Erweiterung

6.1.1 Spektralabschitzung von unten in Abhingigkeit von der Linge

Es ist fiir Hy zunéchst Ay = 0 mit den konstanten Funktionen als Eigenfunktionen. Wir

wollen als Hauptresultat dieser Arbeit folgende Abschétzung beweisen.

Satz 6.2. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Lange L(G) und Hy die Neu-

mann’sche Erweiterung von Ho auf diesem. Dann gilt fiir den k-ten Figenwert mit k > 1

(k +1)%x2

Ak(Hn) > LGP

und damit speziell fiir die Spektralliicke von Hy

M(HNn) >

L(G)*

Der erste Beweis fiir diese Abschétzung folgt der Argumentation von Friedlander [3] und
wird mittels der Ausschépfungsmethode vom Fall endlicher Graphen auf den Fall der un-
endliche Graphen erweitert. Wir formulieren ein erstes Lemma aus genannter Veroffent-
lichung fiir den dort bewiesenen endlichen Fall [3, Lemma 3]. Der folgende Beweis folgt
nicht dem Symmetrisierungsargument von Friedlander, sondern benutzt Eulertouren, was

auf Ideen von Nicaise [2] und Kurasov [16] zuriickgeht.

Lemma 6.3. Sei G ein endlicher, zusammenhdngender Graph und y € G. Sei H;(Q)
der Raum der Funktionen aus H'(G), die am Punkt y verschwinden. Dann gilt fiir alle
f € Hy(G)

7[.2

Jir@r s> s [ .
g

g
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Beweis. Fir f € Hyl(g) gelte zunéichst zusiitzlich fi. € H?(e) fiir alle e € E. Ist y kein
Knoten, so betrachten wir y als einen artifiziellen Knoten. Sei G = (V, E) der Graph der
aus G = (V, E) entsteht, indem wir alle Kanten von G verdoppeln, siche Abbildung 2. Zu

jeder Kante e € F erhalten wir das korrespondierende Kantenpaar {e, €}, mit e,e € E.

Abbildung 2: Links ein Graph G und rechts der zugehorige Graph G nach Verdopplung
aller Kanten. Der rechte Graph ist eulersch.

Der Graph G ist eulersch, da alle Knoten eine gerade Anzahl inzidenter Kanten haben.
Zudem gilt L(G) = 2L(G). Wir bezeichnen mit f € H,(G) die zu f korrespondierende
Funktion, das heiftt

?IE = 7\3 = fle fiir allee € E.
Wir wihlen eine Eulertour in G mit Anfangs- und Endknoten 3. Dann kénnen wir die
Funktion f mit einer Funktion f auf dem Intervall [0,2L(G)] identifizieren. Es folgt

2L(G)

Jie= [177 /\f|2=27g)!f!2-
I 0 4 0

Die Funktion f erfiillt die Bedingungen f(0) = f(2L(G)) = 0. Folglich stimmt sie fast
iiberall mit einer Funktion f € H2((0,2L(G))) N H((0,2L(G))) iiberein. Der erste echt
positive Eigenwert des Laplaceoperators auf diesem Bereich ist \; = 4L7€7§)2 (siehe zum

Beispiel Kapitel 7 aus [17]). Wir schlussfolgern mit dem Rayleigh-Prinzip die Abschitzung

2L(G) 2L(G)

[ ™ e
Z LGP '
0 0
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Hieraus kénnen wir geméaf der Konstruktion auch auf

2L(9) 2L(G)

/ P2 s [ 1

[0z o [
41(G)?
19 19
schliefen. Gemif der Konstruktion von G als Verdopplung von G folgt daraus
112 7r
>
g

Da H?(e) dicht in H'(e) beziiglich der H'-Norm liegt, gilt diese Abschiitzung fiir alle
fe H;(g) und damit die Behauptung.

und schlieflich

v

fI2.

m\

O

Wir verallgemeinern dieses Lemma nun auf den Fall eines unendlichen Graphen endlicher

Lénge.

Lemma 6.4. Sei G ein zusammenhdangender Graph endlicher Linge L(G) und y € G. Sei
H; (G) der Raum der Funktionen aus H'(G), die am Punkt y verschwinden. Dann gilt

/f s> s /|f )2 da

Jir alle f € Hy(G).

Beweis. Wir betrachten eine kompakte Ausschépfung (G,,) von G. Wir kénnen annehmen,

dass y fur alle n in G, liegt. Wir wihlen eine Funktion f € H;(g) und definieren

flz) ze€g,

fulx) = )
0 WS g\gn

Dann liegt fng, € H?} (Gpn). Mit dem Lemma 6.3 folgt dann

/|f|2 /|f|2_4L /Ifn|2 /Ifn|2

und damit erst recht

Jie= fine= 1002
g g Gn

2 = / Fal?.
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Es ist |f,|? punktweise konvergent gegen |f|? und die Folge wird von |f|? majorisiert. Es

folgt die Konvergenz von fg| fnl? gegen fg| f|2. Wir erhalten damit insgesamt

/\f!2_4L /m?

die Behauptung. O

Mit diesem Resultat kénnte man als Spektralliicke bereits die Abschitzung

71_2

4L(G)?

M(HN) >

gewinnen. Wir wollen aber eine bessere Abschitzung, wie im eingangs formulierten Satz,
erzielen. Hierfiir miissen wir als néichstes begriinden, dass wir uns fiir die Abschétzung der
Spektralliicke auf Bidume beschrinken diirfen. Im Folgenden miissen wir fiir den Beweis
Graphen zerschneiden. Ein Schnitt einer Kante e = (v1, v2) meint hier das Entfernen eines
Punktes z € e und das Einfiigen von zwei Knoten v}, v; an den beiden entstehenden

Schnittenden, sodass die beiden neuen Kanten e; = (v1,v;") und es = (v, , v2) resultieren.

Lemma 6.5. Sei G ein Graph endlicher Linge. Dann kénnen wir G durch abzihlbare viele
Kantenschnitte in einen Baum G’ iiberfiihren und es gilt fiir die Neumann’schen Erweite-

rungen Hy beziehungsweise H'y auf diesen Graphen:
)\k(HN) > )\k('H;V)

Beweis. Wir betrachten zunéchst einen endlichen Graphen G und Hy auf diesem. Zer-
schneiden wir irgendeine Kante e und fiigen am Ende zwei neue Knoten ein, so erhal-
ten wir den Graphen G’. Dabei zerschneiden wir nur solche Kanten e, sodass der entste-
hende Graph weiterhin zusammenhingend ist. So erreichen wir durch das Zerschneiden
endlich vieler Kanten, dass der entstehende Graph G’ minimal zusammenh#ingend wird,
das heikt beim Durchtrennen einer weiteren Kante e wire der neue Graph unzusammen-
hingend. Das ist dquivalent dazu, dass der neue entstandene Graph G’ ein Baum ist.
Es gilt dann H'(G) C H(G') und mit dem Min-Max-Prinzip (Satz 2.13) folgt zudem
Ae(Hly) < A(Hy). Damit diirfen wir uns Falle eines endlichen Graphen fiir die untere
Abschitzung auf Bidume beschrinken.

Bei einem unendlichen, lokal endlichen Graphen haben wir abzéhlbar unendlich viele Kan-
ten. Wir konstruieren daraus induktiv wie folgt einen Baum: wir starten mit einem belie-
bigen Knoten vg und betrachten den Graphen G; der aus den endlich vielen zu vy benach-
barten Knoten {wvg1,...,v0i,-..,v0k} besteht mit den zugehorigen Kanten

{(vo,v01),- - -, (v0,v0i), - - -, (Vo, vor) }. Wir zerschneiden nun endlich viele Kanten derart,
dass G{ ein minimal zusammenhéngender Graph ist und fiigen die neuen Knoten v, v{);

ein. Den Folgegraphen Gs erschaffen wir wiederum, indem wir alle zu den Knoten w; be-
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nachbarten Knoten vy; und die zugehérigen Kanten in G zu Gf hinzufiigen. Dieser Graph
ist weiterhin zusammenhéngend und kompakt, sodass wir wiederum einen neuen Baum G/
durch Zerschneiden von Kanten erhalten kénnen. Wir setzen diese Methode nun beliebig
fort. Dann gilt fiir alle f € H(G), dass f fiir alle n € N auch in H'(G!)) liegt. Damit ist
dann aber auch

Ae(HN) = Me((HN)n) = Me((Hw)pg1) Ynoe N

Durch das Zerschneiden von hochstens abzéhlbar vielen Kanten erhalten wir somit einen
Graphen G', sodass \g(Hn) > A\ (HYy) gilt. O

Bemerkung 6.6. Da Bdume minimal zusammenhdngend sind, gilt im Fall, dass G ein
Baum ist \y(Hy) = M\ (Hy), da ein weiteres Zerschneiden von Kanten nicht maglich ist.
Also diirfen wir uns auch im Falle unendlicher Graphen bei der Betrachtung der Spektral-

licke auf Bdume beschranken.

Im Folgenden sei G ein Baum. Fiir einen beliebigen Punkt z € G besteht G\{z} aus
pr zusammenhingenden Komponenten. Dabei sind es genau zwei Komponenten, wenn
x € e flir eine beliebige Kante oder endlich viele Komponenten, wenn z € V ein Knoten
ist. Wir bezeichnen die Abschliisse dieser p, Komponenten mit {G'(z),...GP*(z)}. Diese
Graphen sind dann auch wieder Bdume. Induktiv kénnen wir so auch endlich viele Punkte
{z1,... 25} aus G entfernen. Die Menge der dann entstehenden Graphen bezeichnen wir
mit G(z1,...,x,) und eine beliebiges Element dieser Menge mit k(z1,...,z,) Elementen
mit G7(z1,...2,) fiir 1 < j < k(zq,...,2,).

Um das Ergebnis aus Lemma 6.4 zu verbessern, bendtigen wir eine geeignete Zerlegung
unseres Baums G. Diese garantiert uns das folgende Lemma, welches eine Ubertragung

von [3, Lemma 2| auf den unendlichen Fall darstellt.
Lemma 6.7. Sei G ein unendlicher Baum endlicher Linge L(G) und sein € N mit n > 2.
Dann ezistieren n — 1 Punkte {z1,...xn—1} € G, sodass fir jedes Element der Menge

G(x1, .. xp—1) gilt

; L(g :
L(gj(:vl,...:z:n,l)) SE”L) 1<j<k(z1,...,2p-1).
Um dieses Lemma zu beweisen, benotigen wir noch ein weiteres technisches Lemma. Wir

formulieren dieses zuerst nur fiir endliche Baume [3, Lemma 4].

Lemma 6.8. Sei G ein endlicher Baum mit der Linge L(G). Fir jedes 0 < I < L(G)
existiert ein x € G, sodass fir die Teilgraphen {gl(x),...,gpw(x)} und eine geeignete

Indizierung gilt:
LG z) <L -1 und L(G'(z)) <l firale 2<i<p,

Beweis. Sei yg ein beliebiges, aber fest gewdhltes Blatt in G, das heifit yg ist ein Knoten, der

nur zu einer Kante gehort. Wir suchen nun einen geeigneten Punkt x, der die Bedingung
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des Lemmas zu gegebenem [ erfiillt. Da G nur endlich viele Knoten hat, testen wir zunéchst,
ob {G'(x),...,GP*(x)} fiir ein € V das Lemma erfiillt. Falls ja, sind wir fertig. Falls das
nicht zutriftt, wiahlen wir eine Kante e und ein beliebiges x € e. Dann existieren genau zwei
Komponenten {G'(z),G%(z)} und wir bezeichnen mit G,, diejenige, fiir die yo nicht in G,
liegt. Dann folgt fiir eine beliebige Kante e, dass entweder L(G,) > [ fiir alle x € e oder
L(G,) < [ fur alle x € e. Falls dies fiir eine Kante nicht zutreffen sollte, gibe es auf dieser
Kante einen Punkt  mit L(G,) = [ und wir wéren fertig. Wir bezeichnen nun die Kanten,
fiir die L(G,) < [ gilt, als Kanten erster Art und die, fiir die L(G,) > [ gilt, als Kanten
zweiter Art und die Abschliisse der Vereinigung der Kanten jeweils mit G4 und GZ. Jede
zusammenhingende Komponente ist dann jeweils ein Baum. Des Weiteren ist die Kante,
zu der yo gehort, eine Kante zweiter Art und sdmtliche anderen Kanten, die zu einem
anderen Blatt von G gehoren, sind solche erster Art. Wir wihlen nun y # yo ein beliebiges
Blatt einer Komponente von GZ. Wir betrachten nun die Teilgraphen {Qo(y), e gpy(y)},
wobei wir mit G°(y) denjenigen bezeichnen, der yo enthilt. Wir zeigen nun, dass dieses y
die Bedingungen des Lemmas erfiillt. Wir betrachten die Kante e; der Komponente G*(y)
mit 1 < k < p,, die zu y benachbart ist. Nach Konstruktion ist y ein Blatt fiir alle G¥(y).
Fiir x € eg gilt L(Gz) > [, da e eine Kante zweiter Art ist und damit

L(G°(y) = lim L(G\Go) SL—1 z€eg
I—)’y
Da y ein Blatt aus G ist, gehoren alle anderen Kanten ey, ..., ep, zu GA. Damit folgt

L(G*(y) im L(G,) <1 x €ep, 1 <k < p,.

Ty

Wir iibertragen dieses Lemma auf den unendlichen Fall.

Lemma 6.9. Sei G ein unendlicher Baum mit der Linge L(G) < oco. Fir jedes 0 < [ <
L(G) ewistiert ein z € G, sodass fiir die Teilgraphen {G'(z),...,GP(z)} und eine geeignete
Indizierung gilt

L(G'(x)) S L(G) —1 und L(G'(x)) <1 firale 2<i<p,.

Beweis. Wir wahlen ein ¢ > 0 mit min(L(G) — [,1) < L(G) — e. Wir betrachten eine
kompakte Ausschopfung (G,) von G und wihlen ein n so grof, dass L(G\G,) < ¢ gilt. Wir
betrachten den Graphen G,. Dieser ist endlich und an endlichen vielen Knoten hingen

weitere (ggf. unendliche) Graphen G, deren addierte Gesamtlingen e nicht iiberschreiten

i L(Gy) < e.

k=1
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Wir ersetzen jeden dieser m Graphen G, durch eine Kante e, die genau der Linge L(Gy)
entspricht. Der so entstehende Graph G, erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 6.8 (end-
licher Baum) und wir wéhlen den Punkt x aus diesem Lemma. Der Punkt x kann dann
nicht im Inneren der Kanten € liegen, da dann einer der beiden entstehenden Graphen
eine Lénge von L(G) — ¢ iiberschreiten wiirde. Da x ebenso kein Knoten ersten Grades sein
kann, ist « € G,. Per Konstruktion erfiillt damit  auch im Graphen G die gew{inschten

Eigenschaften. O

Nun kénnen wir das Ursprungslemma beweisen.

LY

Beweis von Lemma 6.7. Wir wihlen | = Ln und wahlen mit Lemma 6.9 einen Punkt x1,

sodass
L(G

und L(gi(m)) < ——= fliralle 2<4i<pg
n n

~—

gilt. Den Teilgraphen G!(x1) bezeichnen wir nun als G; und wiederholen den Schritt. Wir

erhalten einen Punkt xo, sodass

—2)L - L
L(G}(z2)) < =2 | 4 L(Gi(22)) < LO) firalle 2<i< Pas-
n n
Nach n—1 Schritten erfiillen dann alle so konstruierten Graphen der Menge G(z1,...,Zp—1)
die Bedingung des Lemmas. O

Damit haben wir alles zusammen, um den Ursprungssatz zu beweisen.

Beweis von Satz 6.2. Wir bezeichnen mit ¢ die zum Eigenwert A\; mit k& > 0 gehorige
Eigenfunktion. Wir betrachten eine natiirliche Zahl n > 1. Seien ¢y, . .. ¢, die ersten n+ 1
Eigenfunktionen. Dann gibt es fiir beliebige Punkte {x1, ..., x,} des Graphen G eine nicht-
triviale Linearkombination ¢ der n + 1 Eigenfunktionen, sodass ¢(z;) = 0 fiir die Punkte
{z1,...,2,}. Mit dem Rayleigh-Prinzip (Satz 2.12) folgt fiir die so gewéhlte Funktion ¢

dann

Jle@Pds <, [lo@) d.

g g
Wir wihlen die Punkte {xi,...,2,} mit Lemma 6.7. Dann gilt fiir jeden Teilgraphen
GI(x1,..., o) mit 1 < j < k(x1,...,2,) aus der Menge G(z1,...1y,)

L(9)
n+1

LG (x1,...,2,)) < 1<j<k(xy,... o).

Wir wihlen dann eine Komponente aus, auf der ¢ nicht identisch verschwindet und bezeich-
nen diese folgend mit G!. Eine solche Komponente ist stets wihlbar, da ¢ als nicht-triviale

Linearkombination zueinander orthogonaler Funktionen nicht auf dem ganzen Graphen
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identisch verschwinden kann. Mit dem Rayleigh-Prinzip folgt dann

/ (@) Pdz < An(Ha) / (). (s)
gl gl

Da im Graphen G! mindestens einer der Punkte {z1, ..., x,} liegt, hat ¢ auf G! mindestens

eine Nullstelle. Wir konnen daher Lemma 6.4 anwenden und erhalten

7T2
1@t > s [letal (9

Wenn wir nun die Abschétzung (8) mit der Abschétzung (9) vergleichen, erhalten wir mit

S w2 72 (n+1)32
T AL(GYH)? T 4L(G)?

)\n(HN>

die Behauptung.
O

Wir wollen einen alternativen Zugang zu der Abschéitzung der Spektralliicke geben, dieser
folgt approximativ iiber den Rayleigh-Quotienten. Diese Technik hat den Vorteil, dass wir

sie auf weitere Abschétzungen anwenden kénnen.

Satz 6.10. Sei G ein unendlicher Graph mit endlicher Linge L(G) und Hy die Neu-

mann’sche Erweiterung von Ho. Dann gilt fiir die Spektralliicke von Hy

M(HN) >

L(G)*

Beweis. Mit dem Rayleigh-Prinzip existiert v € dom(H ) mit fg u(z)dr = 0, welches den

Quotienten minimiert, also

Jol' ()2
Jglu(@)[?

Wir bestimmen nun eine untere Schranke fiir A;(Hy). Wir wéhlen eine kompakte Aus-

— M (Hy).

schopfung (G,,) von G.
Die Funktion u schrinken wir auf die so gewihlten G, ein. Dann ist v auf G, stetig und

liegt in H(G,). Auf G, erfiillt v im Allgemeinen nicht die Orthogonalitiitsbedingung. Es

/u@ﬂx:%.

gn

gilt

Nach Voraussetzung an u ist ¢, eine Nullfolge. Es gilt n&dmlich

0= /u(x)d:c = /u(:r)dx—l— / u(z)dr = ¢, + / u(z)dz.
g

On G\Gn G\Gn
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Der zweite Summand rechts konvergiert gegen Null, da u beschrankt ist und L(G\G,) — 0
gilt.

Wir konnen also u orthogonalisieren, indem wir

U= g TE Gn
0 HARS g\gn

betrachten. Dann ist w, eingeschrinkt auf G, ebenfalls in H'(G,) und es gilt fgu =
fgn un, = 0. Es gilt dann mit dem Rayleighprinzip, da G,, ein kompakter Graph ist |2, 3]

3

fg|U;L(95)‘2 _ fgn |un (%)
fg|un(x)‘2 fgn|un($)

> _
‘2 = 2

h

Es sind w,, beziehungsweise u! punktweise konvergent gegen u beziehungsweise u’. Zudem
werden die Folgen von |u| beziehungsweise |u’| majorisiert. Mit dem Satz der majorisierten

Konvergenz folgen wir dann

2 ul (z)]? o (z)|?
L Py U .
L2 7 n=oo folun(@)? fglu(z)]
und somit die Behauptung. O

6.1.2 Spektralabschitzung von unten in Abhingigkeit von Durchmesser und

Linge

Aus dem endlichen Fall ist folgende Abschétzung in Abhingigkeit von Durchmesser und
Lange bekannt [4, Satz 7.2]. Mit Bemerkung 5.2 sprechen wir in diesem Satz nur vom

Laplace-Operator H.

Satz 6.11. Sei G ein endlicher zusammenhdngender Graph und H der Laplace-Operator
auf G. Sei L(G) > 2D(G), dann folgt

1
M= 5906)(L6) - DE)

Wir méchten diesen Satz auf unendliche Graphen iibertragen. Dabei wollen wir wieder iiber
eine kompakte Ausschopfung zum Ziel gelangen. Problematisch ist aber, dass fiir eine kom-
pakte Ausschépfung G,, zwar stets L(Gy,) gegen L(G) konvergiert, dies aber nicht fiir D(G,,)
gelten muss, insbesondere konnte liminf D(G,) > D(G) sein, sodass eine Abschétzung der

Art
1 1

2D(G)(L(Gn) — D(Gn)) ~ 2D(G)(L(G) — D(G))

gerade nicht erfiillt sein muss. Daher miissen wir eine zusitzliche Bedingung stellen.
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Satz 6.12. Sei G ein Graph mit endlicher Linge und Hy die Neumann’sche Erweiterung
von Ho. Sei L(G) > 2D(G). Es existiere zudem eine kompakte Ausschipfung (Gn) von G,
sodass D(G,) < D(G) fiir alle n € N. Dann folgt

1
= 3D(G)(L(G) - D(G))

M (Hw)

Beweis. Zunéchst ist die Bedingung L(G) > 2D(G) keine Einschrankung, da die Ab-
schatzung fiir L(G) < 2D(G) mit Satz 6.2 auch zutrifft. Wir kénnen also im Folgenden
bei der Betrachtung der kompakten Ausschépfung davon ausgehen, dass fiir alle G, auch
L(Gn) > 2D(Gy) ist. Mit dem Rayleigh-Prinzip existiert v in dom(Hy) mit [; u(z)dz = 0,
welches den Quotienten minimiert. Wir betrachten die kompakte Ausschépfung (G,,) von
G, fiir die D(G,,) < D(G) fir alle n € N erfiillt ist. Auf G, erfiillt v nicht unbedingt die
Orthogonalititsbedingung. Es gilt
/ u(x)dx = cp.

Gn
Nach Voraussetzung an v ist ¢, wegen
0= /u(az)dm = /u(z:)da:+ / u(z)dr = ¢, + / u(z)dz
g Gn G\Gn G\Gn

eine Nullfolge. Der zweite Summand rechts konvergiert gegen Null, da u beschriankt ist und
L(G\Gn) — 0 gilt.

Wir kénnen also u orthogonalisieren, indem wir

U — L(an) r € g,
0 T € g\gn

Up =

betrachten. Diese Funktion ist dann ebenfalls in H'(G,) und es folgt fgn u, = 0. Das
Rayleighprinzip impliziert dann, da G, ein kompakter Graph ist

Jolun@P _ Jg, i @P i
Jolun(@P = g, lua(@)? = 2D(G)(L(G.) ~ DG.))

Es sind u,, beziehungsweise u!, punktweise konvergent gegen u beziehungsweise u'. Zudem

werden die Folgen von |u| beziehungsweise |u’| majorisiert. Mit dem Satz der majorisierten
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Konvergenz folgern wir dann

1 1
< lim inf

2DG)(LG) — DO) = P S DG (L(G.) — DGn)
(@)
= B T (@)
@)
Jolu(@)P

=AM (HnN)

die Behauptung.
O

Die Bedingung an die Existenz einer kompakten Ausschépfung in Satz 6.12 ist natiirlich
sehr unbefriedigend, da a priori nicht ersichtlich ist, fiir welche Graphen eine solche Aus-
schopfung existiert. Im Folgenden sind zwei Beispiele dargestellt, wann diese Bedingung

erfiillen.

Beispiel 6.13. 1. Sei G ein Baum. Dann gilt wegen des minimalen Zusammenhangs fir
jeden endlichen zusammenhdngenden Teilgraphen G, und zwei Punkte x,y € G,, dass
dg, (xz,y) = dg(z,y) und damit D(G,) < D(G). Dabei bezeichnet dg, den Abstand im Gra-

phen G,,. Somit ist die Voraussetzung erfillt.

2. Sei G ein Graph endlicher Linge, der von einem Startknoten ausgehend aus der Aneinan-
derreithung von Kiirbisgraphen entsteht. Dabei ist ein Kirbisgraph ein Paar von Knoten, die
durch endlich viele Kanten gleicher Linge verbunden sind. Als Graphen G wdhlen wir den
ersten Kirbisgraph und figen fir den nachfolgenden Graphen Go den ndchsten Kiirbisgra-
phen hinzu. Induktiv erhalten wir eine kompakte Ausschopfung Gy, welche D(G,) < D(G)
fiir alle n erfillt.

6.1.3 Spektralabschitzung von oben in Abhingigkeit von Durchmesser und

Linge

Wir suchen nun eine Abschitzung von oben. Aus dem endlichen Fall ist bekannt, dass diese
nicht allein von der Lénge oder dem Durchmesser abhéngen kann [4, (3.2), Satz 5.10, |.
Dafiir ist folgender Satz bekannt [4, Satz 7.1].

Satz 6.14. Sei G ein endlicher, zusammenhdngender Graph mit Linge L(G) und Durch-
messer D(G). Dann gilt fir den Laplace-Operator H

72 4L(G) — 3D(G)
D(@)?*  D(G)

AM(H) <
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Diesen Satz wollen wir auf unendliche Graphen iibertragen. Zuvor zeigen wir folgenden

Zusammenhang, der sich aus dem endlichen Fall iibertragt [4, Lemma 2.3|

Proposition 6.15. Sei G ein (unendlicher oder endlicher), lokal endlicher, zusammen-
hdangender Graph mit der endliche Gesamtlinge L(G), G derjenige Graph, der entsteht,
wenn an einem Knoten v von G ein Graph endlicher Linge angehingt wird und Hy die

Fortsetzung von Hy auf G. Dann gilt
() > Me(Hn).

Beweis. Sei M C dom(Hy) ein beliebiger Teilraum der Dimension k. Da Hy ein rein
diskretes Spektrum hat, berechnet sich A () mittels
Jolf'(@)[Pdx

max

)\ — — .
) = o) o255 T, (x) P

Sei M ein Teilraum, fiir den das Minimum angenommen wird. Wir setzen jede Funktion f
aus M auf Q fort mit
Fla) = f(x) :L‘Eg~ .
fv) zeG\g
Dann folgt
Jolf' () Pda - Jolf' (x)Pda
Jolf@)Pde = 5l f () Pda

und da M auch die Dimension & hat, folgt mit dem Min-Max-Prinzip

M(HN) > Me(H)

Wir schlussfolgern folgendes Korollar.

Korollar 6.16. Sei G ein unendlicher, lokal endlicher, zusammenhdngender Graph mit
endlicher Gesamtlinge, G derjenige Graph, der entsteht, wenn an abzdihlbar vielen Knoten
von G Graphen endlicher Linge angehingt werden, sodass G weiterhin ein lokal endlicher
zusammenhingender Graph endlicher Linge ist. Sei Hy die Fortsetzung von Hy auf G.
Dann gilt

Ae(HN) > Me(Hn ).

Beweis. Durch das sukzessive Anhéngen der abzéhlbar vielen Graphen an G erhalten wir
eine Folge von Graphen (G,,). Bezeichnen wir die Fortsetzungen von Hy auf diese Graphen

jeweils mit ‘H'y; so folgt aus Proposition 6.15 fiir den Eigenwert Ay,

Me(HR) > Me(HETY) fiir alle n € N
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Damit ist (Ax(H}))nen eine monoton fallende, nach unten beschrénkte Folge. Folglich
erhalten wir iber

M(Hn) 2 A(Hy) = lim Ap(Hy) = Ae(HN)
die Behauptung. O
Wir tibertragen Satz 6.14 jetzt auf den unendlichen Fall.

Satz 6.17. Sei G ein lokal endlicher, zusammenhdngender unendlicher Graph mit der
Gesamtlinge L(G) und Durchmesser D(G). Sei Hy die Neumann’sche Erweiterung von

Ho. Dann gilt
72 4L(G) — 3D(G)

D(G)?*  D(9)

Beweis. Im Graphen G existiert eine Folge eines Paars von Punkten (x,,y,), sodass

AM(Hy) <

nh—>r<(>lo dg(:ﬁn, yn) = D(g)

gilt. Es bezeichnet hier dg(xy,yn) den Abstand der Punkte im Graphen G. Wir kénnen
die Folge so wihlen, dass dg(zy, y,) monoton steigend ist. Wir betrachten eine kompakte
Ausschopfung (G,,) von G, sodass x,,y, € G, fiir alle n € N. Da G,, ein endlicher Graph
ist, ist das Infimum dg, (zy,y,) ein Minimum. Es existiert also ein Pfad mit der Linge
dg, (Tn,yn) in G,. Da dieser Pfad auch in G enthalten ist, kann der Abstand der beiden

Punkte in diesem Graphen nicht gréfser sein. Damit gilt fiir alle n

D(Gn) > dg,, (Tn, Yn) > dg(Tn, Yn)- (10)

Die Folge n — D(G,,) ist beschrénkt. Damit hat sie einen kleinsten Haufungspunkt. Daraus
folgt
D(G) = lim dg(xn,yn) < liminf D(G,).
n—oo

n—o0

Damit und aus L(G,) — L(G) folgt die Existenz eine Nullfolge ¢,,, sodass

™ 4L(Gn) —3D(Gn) _ _ 7 4L(G) —3D(9)
D(Gy)? D(Gn) T D@)r D)

fiir alle n und damit

by ™ ALG:) =3D(G) _ x* 4L(G) - 3D(9)
' D(Ga)2 D(Gn) = D(G)? D@9

zutrifft. Es ist \(Hn) < M(Hn 4 Gy) fiir alle n, da G aus dem Anhéngen endlicher vieler
Graphen an G, entsteht. Mit dem Theorem 6.14 folgt dann

72 4L(G,) — 3D(Gy) 7 4L(G) —3D(9)

M(Hy) < 1i_)m M(HwN | Gn) < limsup

MR BGE DGy - DG)? D)
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die Behauptung. O

Fiir den Sperzialfall, dass G ein Baum ist, konnen wir, analog dem endlichen Fall [6, Satz

3.2|, das Ergebnis noch verbessern.

Proposition 6.18. Sei G ein unendlicher, lokal endlicher, zusammenhdngender Baum mit
der Gesamtlinge L(G) und Durchmesser D(G). Sei A\, k > 0 der k-te Eigenwert von Hy.
Dann gilt fir alle k

k%n?

D(G)*

Beweis. Fiir kK = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig, wir gehen daher von k£ > 1 aus.
Da G ein Baum ist, gibt es einen Teilgraphen P C G mit \(P) = D(G) und P ist ein
Pfad oder Strahl oder Doppelstrahl in G. Wegen der Baumstruktur entsteht G aus diesem

M(Hw) <

Teilgraphen, indem an die Knoten von P abzéhlbar viele Graphen angehingt werden. Dann

folgt fiir den selbstadjungierten Operator Hy mit Korollar 6.16

Me(HN) < M(Hnl P) =

Wir miissen noch zeigen, dass fiir einen Pfad oder Strahl oder Doppelstrahl P tatséch-

lich \g(Hn) P) = EZ2 gilt. Tm Fall, dass P ein kompakter Pfad ist, ist dies bekannt.

Einen Strahl oder Doppelstrahl der Linge D eines unendlichen Graphen kénnen wir mit

dem Intervall [0, D) bzw. (0, D) identifizieren. Wir berechnen die Eigenwerte des Laplace-
Operators fiir die Bedingungen «/(0) = 0 und fOD u(z)dr = 0, wobei sich die zweite Rand-
bedingung aus dem Rayleigh’schen Prinzip ergibt und der Tatsache, dass die konstanten
Funktionen Eigenfunktionen sind. Die Randbedingung u/(0) = 0 ergibt sich aus den Vor-
aussetzungen an die Selbstadjungiertheit des Laplace-Operators im Falle endlicher Inter-
valle. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung u”(z) = —Au(z) mit A > 0 lautet
bekanntlich
u(z) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz).

Einsetzen der beiden Bedingungen fiithrt auf

_ Asin(vVAD(G))
B VA

und damit Ay = Ak O

0
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6.2 Spektrale Abschitzungen fiir die Friedrich’sche Erweiterung
6.2.1 Spektrale Abschitzung von unten

Die gefundenen Abschétzungen der Neumann’schen Erweiterungen lassen sich nicht direkt
auf die Friedrich’sche Erweiterung Hp iibertragen. Dies liegt schon daran, dass die kon-
stanten Funktionen nicht in H}(G), also auch nicht in dom(#Hr) enthalten sind. Folglich
ist Ao = 0 kein Figenwert von Hp. Damit wird sich im Folgenden auch ergeben, dass die
spektrale Liicke kleiner ist als bei der Neumann’schen Erweiterung. Wir zeigen dies zu-
néchst fiir das offene Intervall [0, L). Dabei wihlen wir die Knoten jeweils an den Punkten
L — L mit n > 1,n € N . Die Eigenfunktion f € dom(H#r) C H}(G) muss dann die
Randbedingungen f(L) = 0 sowie f’(0) = 0 erfiillen. Aus der ersten Randbedingung folgt
bereits
f(x) = Acos(VAx)

2
4Lz
Wir zeigen, dass dies auch die allgemeine untere Grenze, also die kleinste spektrale Liicke

darstellt.

und mit der zweiten Randbedingung erhalten wir als ersten Eigenwert schlieflich Aj =

Satz 6.19. Sei G ein unendlicher Graph endlicher Linge und Hp die Friedrisch’sche
Erweiterung. Dann gilt fiir die Spektralliicke von Hp:

7r2

M(HE) > LG

Beweis. Sei u € H}(G) eine Funktion, die den Rayleigh-Quotienten minimiert, also

fg]u’ r)|?dx

A
1(Hr) = Jolu(z)|?dx

Wir betrachten einen Strahl R = (vg,v1,...) von G. Wir kompaktifizieren den Strahl,
indem wir dem Strahl beziehungsweise dem Graphen den Endpunkt « hinzufiigen, fiir den
u(y) = 0 nach Voraussetzung an u gilt. Die Integrale entlang des Strahls &ndern sich
nicht, da es sich um das Hinzufiigen einer Nullmenge handelt. Wir wéhlen eine kompakte
Ausschopfung (G,,) von G und betrachten Gn = G, UR U~. Wir definieren dann

u(r) x€G,
0 xeg\?n.

Up(z) =

Dann kénnen wir u,, als Funktion in Hy1 (Gn) auffassen. Es folgt mit Lemma 6.4

/ ) = / > / l? = / Tl
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Wir miissen nun die Konvergenz der Integrale zeigen. Es werden sowohl |w,’| als auch [@;]
von || bzw. |u| majorisiert. Zudem besteht punktweise Konvergenz, also konvergieren die

Integrale links und rechts und wir erhalten mit

2 2
n2 _ ALESET 4 —2_ T 2
/'“‘ nIEEO/W‘ Z Jm AL(G,)? /'“"' 4L(G)2 /’“‘
G G G G

die Behauptung. O

6.2.2 Spektrale Abschitzungen von oben

Im endlichen Fall als auch im Falle der Neumann’schen Erweiterung beruhen die oberen
Abschétzung auf der Tatsache, dass das Anhéngen zusétzlicher Kanten an einen bestimm-
ten Knoten, die Spektralliicke verkleinert, fiir einen Graphen G’, der durch Anhéngen eines
Graphen an einen Knoten des Graphen G entsteht, gilt fiir die Neumann’schen Erweite-
rungen bekanntlich

A(HN) > Me(Hy)-

Dies gilt allerdings im Allgemeinen nicht fiir die Friedrichs’sche Erweiterung, wie folgendes

Gegenbeispiel zeigt.

Beispiel 6.20. Wir betrachten Hr auf dem Graphen G, den wir als Intervall (0, %77] mit
Knoten jeweils an den Punkten % sowie am Punkt %7‘(‘ festlegen. Mit der Randbedingung
f(0) =0 fir alle f € dom(Hp) ist

4
N (Hrp) = - g =3
4

der kleinste Eigenwert. Wir hdngen an den Randknoten be: %ﬂ' das Intervall [%7‘1’,71’) als
Graphen an, wobei hier die Knoten an den Punkten 77—% mit n > 2 gesetzt werden. Damit
ist der neue Graph G' das offene Intervall (0,7) mit den beiden Graphenenden jeweils an
den Rindern. Jede Eigenfunktion von H'y muss an beiden Rindern eine Nullrandbedingung
f(0) = f(m) = 0 erfillen. Dies ist das klassische Sturm-Liouville Randeigenwertproblem

und wir erhalten \i =1 als kleinsten Eigenwert von H'. Damit ist also
M(HE) > M (Hp).

Wir miissen also eine oder mehrere zusétzliche Bedingung an den angehéngten Graphen
stellen, um die Beweise analog der Neumann’schen Erweiterungen iibertragen zu kénnen.
Diese Dinge kénnten Gegenstand weiterfithrender Betrachtungen sein, sollen in dieser Ar-

beit aber nicht weiter vertieft werden.
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7 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die im Fall endlicher Graphen bekannten spektralen Abschét-
zungen des Laplace-Operators auf unendliche Graphen zu verallgemeinern. Besonders er-
folgreich war dies, wenn der unendliche Graph endliche Linge hatte und diejenigen selbst-
adjungierten Erweiterungen des Laplace-Operators betrachtet wurden, deren Formbereich
Teilmenge des Raums H'(G) waren. Im Satz 5.16 wurde die kompakte Einbettung des De-
finitionsbereichs dieser selbstadjungierten Erweiterungen in L?(G) gezeigt. Dies implizierte
wiederum ein rein diskretes Spektrum des Operators. Fiir die Neumann’sche Erweiterung
Hn konnte unter diesen Bedingungen eine untere Abschétzungen fiir den k-ten Eigenwert
im Satz 6.2 gegeben werden, in voller Analogie zu den im endlichen Fall bekannten Re-
sultaten von Friedlander [3]. Dariiber hinaus wurden in den Sdtzen 6.12, 6.17, 6.18 einige
Resultate in Teilen auf den unendlichen Fall geschlussfolgert, wie sie aus [4] oder [6] be-
kannt sind. Offen hingegen blieb beispielsweise die Frage, ob die untere Abschitzung der
Spektralliicke A\p(Hy) = % genau auf denjenigen Graphen angenommen wird, die ein
Strahl oder Doppelstrahl sind. Des Weiteren existieren zum Beispiel fiir doppelt zusam-
menhéngende Graphen im endlichen Fall stérkere Abschitzungen der Spektralliicke [18],
die sich moglicherweise auch auf den in dieser Arbeit untersuchten Fall {ibertragen lassen.
Fiir die Friedrich’sche Erweiterung konnte im Satz 6.19 eine Abschétzung der Spektralliicke
bewiesen werden, welche sich nicht weiter verbessern ldsst. Weitere Analysen des Spektrums
der Friedrich’schen Erweiterung kénnten sich anschliefen, insbesondere die Frage fiir wel-
che Graphen sich auch obere Abschitzungen angeben lassen.

Weitere Ankniipfungspunkte fiir vertiefende Untersuchungen stellt insbesondere die Ana-
lyse des Spektrums von selbstadjungierten Erweiterungen des minimalen Laplaceoperators
Ho im Falle von Graphen mit unendlicher Linge dar. Naheliegend als Untersuchungsobjekt
wéaren Graphen, welche zwar unendliche Linge haben, aber als metrischer Raum dennoch
prakompakt sind, sodass moglicherweise die selbstadjungierte Erweiterung von Hg weiter
ein rein diskretes Spektrum besitzen. Aber auch im Falle, dass der Laplaceoperator ein
essentielles Spektrum besitzt, wire eine aus mathematischer Sicht interessante Frage, ob
auch hier eine Spektralliicke besteht und wie das Spektrum unterteilt ist. Ob dies dann
moglicherweise auch Relevanz fiir das einleitend erwdhnte ,,Buch der Natur® haben konnte,

bleibt abzuwarten.
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8 Notation

N,R,C

Hp, HN
dom(A)
dom]¢t]

Al

o(A),04(A)
p(A)

XA

flg

ran

MJ_

Natiirliche Zahlen, Reelle Zahlen, Komplexe Zahlen
Metrischer Graph

Menge der Kanten eines Graphen

Menge der Knoten eines Graphen

benachbarte Knoten

Menge der zum Knoten v; inzidenten Kanten

Lange oder Volumen des Graphen G

Pfad eines Graphen

Strahl eines unendlichen Graphen

Menge der Graphenenden von G

Menge der topologischen Graphenenden von G

Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen {iber -
Erster Sobolevraum iiber einer Grundmenge

Zweiter Sobolevraum iiber einer Grundmenge
Abschluss von H{ beziiglich der Norm auf H*(G)
Laplace-Operator auf dem maximalen Definitionsbereich
maximaler Kirchhoff’scher Laplace-Operator
Einschrankung von Hpax auf dom(?—[g), Definition 3.23
Abschluss von H beziiglich L?(G)

Friedrich’sche bzw. Neumann’sche Erweiterung von Hg
Definitionsbereich des Operators A

Definitionsbereich der Form ¢

Einschrénkung einer Funktion f auf -

Einschrénkung des Operators A auf -

Produktbildung

Sepktrum bzw. diskretes Spektrum von A
Resolventemenge von A

Charakteristische Funktion auf der Menge A

f orthogonal zu ¢

Bildbereich

Komplement der Menge
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