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Vorwort

Uber diesen Kurs — Mathematische Modellbildung

Dieser Kurs ist ein Beispiel fiir die sogenannte Mathematische Modellbildung — einen Teilbe-
reich der Mathematik, der an ihrem ,,Rand“ zu Nachbardisziplinen angesiedelt ist und auch in
diese hineinreicht. Es geht dabei immer darum, eine Fragestellung, die aulerhalb des Kernbe-
reichs der Mathematik liegt, mathematisch zu beschreiben, ,,zu mathematisieren*, in Formeln
zu fassen. Man erhilt so ein Modell eines Phinomens, das dem ,,wirklichen Leben* entstammt.
Ein Modell ist aber in aller Regel nur eine Approximation an‘das eigentliche Phédnomen.

Ein Beispiel: Im Vermessungswesen (Geodisie) spielen Dreiecke eine grundlegende Rolle. Klei-
ne Dreiecke auf der Erdoberfliche kann man als eben ansehen, ohne mefibare Fehler zu ma-
chen. Das mathematische Modell benutzt dann ebene Dreiecke mit ihrer Theorie (Kongru-
enzsétze), wie man sie aus der Schule kennt. Grofe reale Dreiecke auf der Erdoberfléiche kann
man aber nicht mehr als eben ansehen, sondern man muf} sie als Teile einer Kugeloberfliche
betrachten, um nicht zu grofie Fehler zu machen. Zu deren Beschreibung braucht man andere
mathematische Hilfsmittel (Sphérische!Trigonometrie), die aber so sind, daf sie fiir kleine
Dreiecke wieder in die einfache Dreieckslehre iibergehen. Tatsdchlich ist die Erdoberfliche
aber keine Kugeloberfléiche, sondern yabgeplattet. Wenn man mit noch hoherer Exaktheit
arbeiten will, mufl man auch diese Abweichungen von der Kugeloberflache beriicksichtigen.

Man sieht also, dafl die gewiinschte Genauigkeit im Sinne einer gewiinschten Approximation
des realen Phénomens und seines mathematischen Problems die Modellierung entscheidend
beeinfluit. Je genauer man sein will, umso komplizierter wird die Beschreibung und meist auch
die Mathematik, die man einsetzen mufl. Man kennt eben die ,,wahren“ Gleichungen nicht, die
ein Problem beschreiben — oder es kann sinnvoll sein, Parameter, die in einer konkreten Situa-
tion nur einen geringen Einfluli’haben, zu vernachlissigen. So steht die Mathematik mit ihren
Methoden in engem wechselseitigem Kontakt zu ihren ,, Auftraggebern® aus den Anwendungs-
bereichen (Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften, Medizin, Sozialwissenschaften, . . .).
Man muB sich stets dariiber im Klaren sein, dal ein aulermathematisches Problem nur ap-
proximativ durch die Modellierung erfaf3t wird, aber die Genauigkeit sollte so gut sein, dafl
sie vorgegebenen Genauigkeitsanspriichen geniigt, oder zumindest sollte man die Fehlertole-
ranzen im Griff haben. Fiir einen Parameterbereich kann das eine Modell (ebene Geometrie),
fiir einen anderen Parameterbereich das andere Modell (Kugelgeometrie) und fiir einen drit-
ten Parameterbereich gar das ,,abgeplattete“ Kugelmodell das richtige sein. Dies 148t sich
nur durch Riickgriff auf das urspriingliche Problem entscheiden, indem man beispielsweise
Resultate, die man ,,durch Rechnung* innerhalb des mathematischen Modells gefunden hat,
mit den entsprechenden Grofien des realen Problems vergleicht. Besonders kritisch ist oft der
Ubergangsbereich zwischen verschiedenen Modellen fiir ein Phénomen, weil zuniichst viel-
leicht nicht so evident ist, welches Modell das angemessene ist.
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Ein zweites Beispiel: Bewegungen im téglichen Leben lassen sich mit Hilfe der Newtonschen
Mechanik modellieren, die ein gutes Modell fiir die hier vorliegenden Geschwindigkeiten und
die geforderte Genauigkeit ist. Bei den hohen Geschwindigkeiten (in der Nihe der Lichtge-
schwindigkeit) in der Atomphysik und der Astrophysik mufl man dagegen die Einsteinsche
Relativitétstheorie als Ersatzmodell fiir die Newtonsche Mechanik heranziehen. Wann welches
Modell das geeignetere ist, entscheiden die gewiinschten Genauigkeitsanspriiche. So funktio-
nieren die satellitengestiitzten Ortungssysteme (GPS oder das Konkurrenzprodukt Galileo)
nur, indem man Finstein heranzieht, obwohl die vorkommenden Geschwindigkeiten weit un-
terhalb der Lichtgeschwindigkeit liegen; hier ist die Genauigkeit so hoch, daf} , klassisch® nach
Newton eine mef3bar falsche Position errechnet wird, die den Grund in einer relativistischen
Zeitdilatation hat.

Wir werden in diesem Kurs Phénomene modellieren, die aus der Physiologie stammen — aku-
stische oder optische Vorgénge. Die Beurteilung, ob ein Modell gut oder schlecht ists konnte
man durch physikalische Messungen durchfithren. Da wir aber eigentlich nur an der Giite in-
teressiert sind, die unsere Sinnesorgane anzeigen, werden wir Genauigkeitsschranken an Hand
der in unserem Gehor oder in den Augen feststellbaren Unterschiede formulieren. Die Meflin-
strumente sind unsere Sinnesorgane. Dabei kann es_vorkommen, dafl die' Fehlertoleranz, die
unsere Sinnesorgane tolerieren, um mehrere Zehnerpotenzen oberhalb derjenigen liegt, die
mit physikalischen Mefimethoden erkannt werden kann. Dazu kommt, dafl die Sinnesorgane
eher qualitativ als exakt quantitativ beurteilen: Ob ein Foto als ,,scharf wahrgenommen oder
ein Ton als ,rein“ empfunden wird, ist sehr subjektiv, wobel die physikalischen Mefiparame-
ter (z.B. Frequenz), die in der physiologischen Wahrnehmung zu einer positiven Bewertung
fithren, tiber ein breites Band streuen kénnen.

Was kommt in diesem Kurs auf Sie zu?

> Beschreibung und Analyse periodischer Vorgéinge, beispielsweise Téne oder Klinge,

> Beschreibungund Analyse nichtperiodischer Vorgénge, beispielsweise Gerausche, zeitli-
che Ausschnitte _aus periodischen Vorgingen, zeitlich abklingende (quasi-)
periodische Vorgénge,

> Trigonometrische Interpolation zur Darstellung periodischer Vorgénge und die nume-
risch schnellen Algorithmen der FFT und der DCT,

> Kardinale sinc-Interpolation und das Abtastheorem von Whittacker-Shannon-Kotelnikov,
> Digitalisierung analoger Signale,

> Schwingungen und Wellen — akustische Phénomene,

B> Gedampfte Schwingungen und Resonanz,

> Modellierung des Horens,

> Modellierung des Sehens,

> Kodierung und Komprimierung von Daten.
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Die Stoffauswahl ist sicher subjektiv gefirbt. Aber das Gesamtgebiet ,,Multimedia“ ist zu
grof}, um es in einem einzelnen Kurs mathematisch modellieren zu kénnen. Es sind eher
,Fallstudien“ zu einigen zentralen Teilen des Multimediabereichs entstanden. Damit soll dem
Mathematikstudenten die Moglichkeit gegeben werden, mathematische Modellierung exem-
plarisch zu lernen; dem nichtmathematischen Anwender bietet sich andererseits die Mdglich-
keit, Mathematik fiir seine Probleme kennenzulernen.

Q

In diesem Sinne!







0 Tone, Klange, Gerdusche

Fiir ein Verstidndnis von Geriiten, die akustische Signale (Sprache, Musik) aufnehmen, verar-
beiten, iibertragen oder wiedergeben (Telefon, Hifi-Anlage, ... ), benétigt man gewisse Kennt-
nisse aus der Akustik und der Physiologie der Tonerzeugung und Tonwahrnehmung. Akusti-
sche Vorgénge haben ihren Ursprung in Bewegungen von Luftteilchen, die das Sinnesorgan
,Gehor® aufnimmt, in elektrische Impulse umwandelt und an das Gehirn weiterleitet. Da-
bei findet eine ,, Verarbeitung®, d.h. eine Analyse nach Tonhohe und Lautstéirke, raumliche
Trennung nach unterschiedlichen Tonquellen, Identifikation einer-Tonquelle durch Vergleich
mit bekannten und vom Gedé&chtnis gespeicherten Mustern, <.. teilweise im Ohr und zum
anderen Teil im Gehirn statt.

Am einfachsten zu beschreiben ist ein Ton, der aus einer periodischen Schwingung gleich-
bleibender Frequenz der Luftteilchen gegeniiber einer’ Ruhelage (Schallwelle) besteht. Téne
gleicher Frequenz konnen sich hinsichtlich ihrer Amplitude (Maximalausschlag) unterschei-
den, die ein Ma$B fiir die Lautstirke ist. Fiir die Auslenkung f(¢) der Luftteilchen gegeniiber
der Ruhelage als Funktion der Zeit ¢ gilt alse'(bei geeignet gewihltem Koordinatensystem )

f(t) = asin(27kt) , teR.

Dabei ist a > 0 die Amplitude, und die Frequenz k gibt die Anzahl der Schwingungen pro
Zeiteinheit an. Ist die Einheit der Zeitskala 1sec:; so erhélt man & in der (Pseudo-) Einheit
Hz (Hertz). Es ist allerdings/eine mathematische Fiktion, wenn man einen realen Ton als
periodischen Vorgang beschreibt, da jeder_irgendwie erzeugte Ton nur eine endliche Dauer
hat. Ein realer Ton ist also ein zeitlich begrenzter Ausschnitt aus einem periodischen Vorgang.
Damit man einen realen Ton als solechen wahrnimmt, mufl er mindestens aus mehreren ,,vollen
Schwingungsbtgen bestehen, d. h. die Tondauer mufl wesentlich grofler als die Periodenlénge
sein (Abb. 0.1).

Amplitude
l Ry T T T T T T >

Perioden-
lange

Tondauer
Abb. 0.1. Ton (Frequenz 3 Hz) und Tondauer (1 sec)

Sind mehrere Tone unterschiedlicher Amplituden a; und Frequenzen k;, i = 1,2,.. ., iiber-
lagert, so spricht man von einem Klang, der also ebenfalls ein periodischer Vorgang ist und
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sich geméf

f(t) = a1 sin(2mk1t) + ag sin(2wkat) + - - -

beschreiben 148t (Abb. 0.2). Kldnge spielen in der Musik eine fundamentale Rolle: Einerseits
besteht die polyphone Musik (mehrstimmiger Chor, Orchester) aus der Uberlagerung der
Einzelstimmen, also aus Klingen (Akkorde). Zum anderen sind die von Menschen gesunge-
nen oder mit Musikinstrumenten (Klavier, Geige, Orgel, ...) erzeugten Toéne in Wirklichkeit
Klidnge, da dem erzeugten (und von der Partitur geforderten) Ton der Frequenz k sogenann-
te Obertone mit Frequenzen 2k, 3k, ..., aber vergleichsweise kleinen Amplituden iiberlagert
sind. Die durch die menschliche Anatomie oder die Bauart eines Musikinstruments -bedingten
Obertone sind der Grund fiir die unterschiedliche Klangfarbe (Abb. 0.3). Diese ist die Ursache
dafiir, daf} derselbe Ton auf dem Klavier anders als auf der Geige, auf der einen Orgel anders
als auf der anderen Orgel klingt. Entzieht man der von einem Instrument erzeugten Musik
durch Filterung die instrumentenspezifischen Obertone, so klingt ein-Klavier wie eineé Trom-
pete oder eine Geige. Mit Hilfe der Klangfarbe kann man also unterschiedliche Tonquellen
identifizieren (auch Sanger oder Sprecher).

f)

1

L0 N
A G

Abb{ 0:2. Dreiklang c—f-g, f(t) = sin(2t) + sin(3 ¢) + sin(3t)

Wie reale Tone sind auch reale Klinge eine mathematische Fiktion hinsichtlich der Peri-
odizitéit. Ein realer/Klang hat ebenfalls eine endliche Dauer und entsteht somit durch Aus-
blendung aus einem periodischen Vorgang. Eine wichtige Kenngrofle eines Klangs ist seine
Grenzfrequenz (Bandbreite), d. h. die maximale vorkommende Frequenz, da diese bei der di-
gitalen Verarbeitung akustischer Signale (s.u.) eine fundamentale Rolle spielt.

Wihrend Toéne und Klidnge periodische Vorgéinge (oder real zumindest lange zeitliche Aus-
schnitte periodischer Vorgénge) sind, spricht man von einem Gerdusch, wenn der akustische
Vorgang keine erkennbare Periodizitdt aufweist. Wahrend sich Musik und die Bildung der
Vokale mit der menschlichen Stimme adiquat mit Hilfe von Ténen und Kldngen beschreiben
lassen, trifft dies fiir die Konsonanten und die typischen ,,Umweltgerdusche* (Windgerdusche,
Motorenlérm, ...) nicht zu. Bei einem Gerdusch sind sehr viele Frequenzen mit teilweise
extrem kurzen Tondauern iiberlagert (Abb. 0.4).
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Abb. 0.3. Klangfarbe, f(t) =sin(2t) + £ sin(4t) + 5= sin(8t)
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Abb. 0:4. Gerdusch

Wichtig ist auch bei einem Gerdusch die Grenzfrequenz (Bandbreite), die maximal in ihm
enthalten ist, da sie die Abtastrate (sampling rate, s.u.) bestimmt.

Fiir eine addquate Dimensionierung von Geréten zur Verarbeitung akustischer Signale ist
auch von Interesse, {iber welchen Bereich die vorkommenden Frequenzen streuen. Das mensch-
liche Gehor kann — abhéngig vom Luebensalter — Frequenzen von 16 Hz bis maximal 20 kHz
wahrnehmen. Die Hdérgrenzen liegen also bei ca. 16 Hz und 20 kHz, sie unterscheiden sich
um etwas mehr als‘10 Oktaven. Der-Frequenzbereich unterhalb von 16 Hz wird als Infra-
schall, derjenige oberhalb von 20 kHz als Ultraschall bezeichnet. Der letztere spielt in der
Medizindiagnostik (Ultraschalluntersuchung) eine grofie Rolle.

Bei der Erzeugung von Musik mit Hilfe von Musikinstrumenten oder beim Gesang mufl man
zwischen den auf einem Musikinstrument oder beim Singen moglichen Grundténen und den
die Klangfarbe bestimmenden Oberténen unterscheiden. Der ungefihre Tonumfang bei den
Grundténen ist aus Abb. 0.5 ersichtlich. Man sieht, daf} die Orgel den maximalen Tonumfang
hat, der sich iiber 8 Oktaven erstreckt.

Beim Gesang wird die Melodie fast ausschlieflich mit Hilfe der Vokale erzeugt (Ausnahme:
Summen). Beim Sprechen — also auch beim Gesang — spielen aber auch die Konsonanten
eine zentrale Rolle als Tréger von Information. Um sie bilden zu konnen, sind (z. B. bei s, z, f,
k) Frequenzen bis 10 kHz erforderlich. Aber die Sprache bleibt, wie man experimentell fest-
gestellt hat, gut versténdlich, wenn man — wie beim digitalen Telefon iiblich — Frequenzen
oberhalb von 3.4 kHz unterdriickt.

Das Ausblenden hoher Frequenzen im Horbereich hat also in der Musik und beim Telefonie-
ren unterschiedliche Auswirkungen: In der Musik dndert sich die Klangfarbe der Singstimmen
und der Musikinstrumente, also insgesamt der Charakter des Musikstiicks. Beim Telefonie-
ren kann dagegen die Sprachverstédndlichkeit leiden, wenn zu tiefe Frequenzen ausgeblendet
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Tonquelle Ungefdhrer Tonbereich

Bezeichnung | Frequenz in Hz

Ménnerstimme bei ruhigem Sprechen g l-g 96 — 192

Frauenstimme bei ruhigem Sprechen g —gt 192 — 384
Singstimme im Chorgesang

fiir Baf et —e! 64— 320

fiir Tenor c -—al 128 — 427

fiir Alt f e 171 - 640

fiir Sopran ¢! —a? 256 — 853

fiir Koloraturséngerin —ct - 2048

Klavier a”?—a 27— 3413

Violine g -a 192 1707

Orgel c 3 -cb 16— 4096

Hérbereich c e’ 16 — 20480

Abb. 0.5. Tonbereiche der menschlichen Stimme und einiger'Musikinstrumente

werden.
Insgesamt hat man folgende Konsequenzen gezogen,/die teilweise durch internationale Ver-
einbarungen, zum anderen durch Industriestandards nachgehalten werden:

e Beim Telefon diirfen Frequenzen erst oberhalb von 8.4 kHz, neuerdings teilweise auch
erst oberhalb von 7 kHz, unterdriickt werden.

e Im Audiobereich sollen Frequenzen erst oberhalb von 15 kHz, meist erst oberhalb von
20 kHz, unterdriickt werden.

Beide Vorgaben bedingen unterschiedliche Mindestabtastraten, worauf wir an spéterer Stelle
zuriickkommen werden.



1 Periodizitat und Fourier-Reihen

1.1 Trigonometrische Funktionen und die Exponentialfunktion

Wir setzen voraus, dafl der Leser weif3, wie man im Korper C der komplexen Zahlen rechnet,
was man unter Polarkoordinaten versteht und was die Konjugierte Z einer Zahl z ist. In der
Analysis werden im Reellen die trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus und die Ex-
ponentialfunktion untersucht. Wir werden diese Funktionen auch im Komplexen behandeln.
Dazu ,setzen wir die im Reellen definierten Funktionen ins Komplexe fort“..Darunter hat
man folgendes zu verstehen.

Bekanntlich konvergieren die Taylor-Reihen von Sinus, Kosinus und der Exponentialfunk-
tion auf ganz R, d.h. fiir x € R gilt

0 p2v+1 o0 2V © v
. _ 1\ _ 1\ y_ v
sinx = VZ::O( 1) Dk cosT = VZ:;)( 1) Ik exp(z) = Vz:;) T

Da diese Reihen auf R absolut konvergierenskonvergieren sie auch fiir beliebiges z € C absolut.
Man erhélt also durch die Festsetzungen

> L2v+1 0 2V > Pl
sinz:= ) (=1)/———=+4. coszi=) (—1)¥ , exp(z):= —,
Vz::(] (2v +1)! Vz:zo (2v)! yz::o !

fiir beliebiges z € C jeweils einen wohldefinierten Wert, also auf ganz C definierte, kom-
plexwertige Funktionen, wobei diese fiir reelles Argument mit den entsprechenden, aus der
Analysis bekannten Funktionen iibereinstimmen. Wir erwéhnen, dal die aus dem Reellen
bekannten Eigenschaften auch im Komplexen erhalten bleiben. So sind Sinus und Kosinus
2m-periodisch,

sin(z #2kr) = sinz,
cos(z+2kr) = cosz, z€C, keZ,

wihrend die’Exponentialfunktion den Funktionalgleichungen

exp(u+v) = exp(u)-exp(v),
exp()] = exp(uv) . wveC,
genugt.

Die reellen Funktionen Sinus (sin), Kosinus (cos) und die Exponentialfunktion (exp) haben
sehr unterschiedliches Verhalten: exp ist auf ganz R monoton, wahrend sin und cos periodisch
sind. Die komplexen Funktionen sin, cos und exp sind dagegen eng verwandt. Dies liegt am
formal dhnlichen Aufbau der Taylor-Reihen. Fiir

oo .
11/

exp(iz) =
v=0

11



12 1. Periodizitiat und Fourier-Reihen

folgt ndmlich durch Umordnen, was wegen der absoluten Konvergenz der Reihe erlaubt ist,
oo 2 _2v oo 2p41_ 2v+1 S oo 2u+1
) %z i z
exp(iz) = 3 @ " D Qv+ 1)l 2.1 Z RerEmR
v=0 v=0 v=0
Man erhélt somit die fundamentale Eulersche Formel
exp(iz) = cosz +isinz .

Da cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist, wie man_.an der Reihendarstellung
erkennt, folgt

exp(—iz) = cosz —isinz ,
also durch Addition und Subtraktion der beiden Identititen
1

cosz = i(exp(iz) + exp(—iz)) ,
1
sinz = g(exp(iz) — exp(—iz)) .
i
Setzt man 7 := iz, also z = —in, so folgt auch

exp(n) = cos(in) — isin(in) -

Wichtig sind die bekannten Differentiations- und Integrationsformeln.

1.1.1 Satz
Es gilt fiir alle z € C:

(1) (cos(z)) = #sin(2),
(2) (sin(z))" = cos(a);
(3) (exp(2)) = exp(2),

(4) /cos(t) dt = sin(z) + const,
(5) /sin(t) dt = —cos(z) + const,
(6) /exp(t) dt = exp(z) + const.

Als Folgerung aus den Integrationsformeln erhilt man mit Hilfe der Periodizitét die wich-
tigen Orthogonalititsbeziehungen.
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1.1.2 Satz
Es gilt firv,p € Z,a € R:

a+2m
1 . ) B 0, falls v ?é Ky
(1) % / exp(lyt) exp(—l,ut) dt = { 1, falls v= M,
) a+2m
' ' 0, falls v# =+,
(2) = / sin(vt) sin(ut) dt = { +1, falls v = 4pu,
ator 0, falls v # +pu,

1
(3) — / cos(vt) cos(ut)dt = ¢ 1, falls v =4u#0,
T
2, falls v=u=0,

a+2m
(4) / cos(vt) sin(ut) dt = 0.

a

Beweis. (1) Mit Hilfe der Funktionalgleichung der exp-Funktion folgt fiir v # p

a+2m a+2m

% / exp(ivt) exp(—iut) dt = % / exp (i(v — p)t) dt

a a

L1 e (i —pw) ¢

2 i(v=p)

a
=0
wegen der 2m-Periodizitat. Fir v = u erhélt man
1 a+2m 1 a+2m
exp(ivt) exp(—iut) dt = by / dt = 1.
s
a

2
a

Die Félle (2), (3) und (4) lassen sich mit Hilfe der Eulerschen Formeln auf (1) zuriickfithren.
Beispielsweise gilt

a+2m a+2m
ivt —ivt iut) — —iut
/ cos(vt)sin(ut) dt = / exp(ivt) +26Xp( wt) , exp(int) ;Xp( ) 4
i
a a
a+2m

= % / {exp (i(v + ) t) — exp (i(v — ) t) + exp (i(n — ) 1) — exp (—i(v + p)t)} dt

=0,

wie man durch Anwendung von (1) sieht. O
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1.1.3 Bemerkungen

e Statt 2m-periodischer Funktionen kann man fiir T' > 0 allgemein T-periodische Funk-
tionen f betrachten. Mit Hilfe der sogenannten Kreisfrequenz

2 2T
W= — = —,

T’ w

skalieren wir die t-Achse geméif
Ti=wt, t=—
w

und definieren fiir die T-periodische Funktion f die Funktion g durch
T
= — ) = J(t).
9(r) = (Z) = 10

Fiir diese gilt dann

T T+ Wl T+ 27
o) = 0= fe+1) = £ (T 7) = 1 (T ) ST ) = ot +2m),

w W w
Durch die obige Skalierung geht also die T-periodische Funktion f in die 27-periodische
Funktion ¢ iiber und umgekehrt.

e Neben der Kreisfrequenz ist auch.die reziproke Periodendauer

von Bedeutung; man bezeichnet v als Frequenz der T-periodischen Funktion f.

e Wir haben also folgenden Zusammenhang: Zu einer T-periodischen Funktion f gehoren
die Kreisfrequenz w, Periodendauer 7" und Frequenz v geméf

w

27 2m
w= — = —, UV =

1
T’ w T 2
Zu'der durch Skalierung gem#fl
grzf(a>, f=9w-),

erzeugten-2w-periodischen Funktion g gehoren die Kreisfrequenz 1, Periodendauer 27

und Frequenz —.
27

1.2 Trigonometrische Polynome und Fourier-Reihen

Die einfachsten 27-periodischen Funktionen sind die Sinus- und Kosinus-Funktionen und de-
ren Linearkombinationen.
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1.2.1 Definition

Fira, e R, v =20,...,n, b, € R, v =1,...,n, bezeichnet man die 27-periodische
Funktion 7, : R — R,

Talt) == %+ 3 fay cos(v) + bysin(v)}
v=1

als reelles trigonometrisches Polynom vom Grad n.

1.2.2 Bemerkung

Mittels
2

= —, T>0
w T’ > )

A 1 <:>1_27r _
T = o T—w = TT—wT,
~ 2
Tn = %(T‘):%(W‘)a

kann man statt 2m-periodischer allgemeiner T-periodische Funktionen beschreiben. Wir wer-
den uns in diesem Abschnitt zundchst auf 2z-periodische Funktionen der Einfachheit wegen
beschrénken. An spéterer Stelle werden aber allgemeiner T-periodische Phinomene betrachtet
werden. O

Wichtig ist, dafl man die Koeffizienten ja,,b, mit Hilfe der Orthogonalitétsbeziehungen
entsprechend Satz 1.1.2 deuten kann.

27 27
1 U [ fa | < :
= O/ﬁl(t) cos(ut) dt = = / {O + Z [a, cos(vt) + b, sm(ut)]} cos(ut) dt

Q 2
0 v=1
27 o , o
= go/cos(ﬂt) dt + Z v /cos(yt) cos(ut) dt + —~ /sin(yt) cos(ut) dt
. =l ™ J
n
= a08u0+Y_ GOy
v=1
:a/'u, //LZO,...jn.

Entsprechend folgt mit Satz 1.1.2

27

/ﬁl(t) sin(ut)dt =by, p=1,...,n.
0

1
T

Wir halten fest.
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1.2.3 Satz

Fiir die Koeffizienten eines reellen trigonometrischen Polynoms T,,

To(t) = % + Z {a, cos(vt) 4 by sin(vt)},

v=1
gilt

2

a, = i/%(t)cos(,ut) dt, w=0,...,n,
0
2

b, = 717/7;@) sin(ut) dt, p=1...,n.
0

Die Orthogonalitdtsbeziehungen liefern auch die sogenannte FEnergie eines trigonometri-
schen Polynoms. Wir werden spéter sehen, dafl der Ausdruck

27
o ;r/m(t)}?dt
0

ein Ma#f fiir die mittlere Energie eines 2a-periodischen Vorgangs ist. Man erhélt unter Beach-
tung, dafl die gemischten Terme bei der Integration Null ergeben,

2w

L / To(t)Tr(t) dt =

0

2
1 ag e ap - .
o / {2 + Z a, cos(vt)+ by, sm(wﬁ)]} 5 + Z [a, cos(pt) + by sin(put)] » dt
0

v=1 p=1

n

27
1 a3 21 2
_ A 20 4 a; [cos (vt)] 24 b;, [sin(vt)] ] dt.
o2 4 1
0

v=

Wegen
27 27
1 1
. [cos(vt)]* dt = o / [sin(vt)]? dt = 3 V= 1,...,n,
0 0

erhélt man schliefllich

Wir halten fest.
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1.2.4 Satz

Fiir die Energie

eines trigonometrischen Polynoms Ty,

To(t) = % + Z {a, cos(vt) + b, sin(vt)},

v=1

gilt

o 1 @% = 2 2
E :§ ?—FZ[G,V—‘FZ)V] .

v=1

Die naheliegende Frage, wieso man 7, als trigonometrisches ,, Polynom“ bezeichnet, findet
ihre Antwort mit Hilfe der Eulerschen Formeln..Mit

1
cos(vt) = 5 {exp(ivt) + exp(—1ivt)},
sin(vt) = %{exp(iut) —exp(—ivt)}
i
folgt
ao g ay : . ¢ v . .
To(t) = > + l;l — [exp(ivt) + exp(—ivt)] + ; — [exp(ivt) — exp(—ivt)]
“fa, " by a " la,
= I; {2 — 2—] exp(—ivt) + 5t VZZI [2 + 1] exp(ivt)
~ dy +ib, ao a, — ib,
= VZ::I 5 exp(—ivt) + 5 + ; 5 exp(ivt)

Geht man nun mittels z = exp(it) von der reellen Achse zum Einheitskreis der komplexen
z-Ebene tiber, so folgt

tn(z) = Ta(t)

-1 . n .
B a—, +ib_, ,  ao ay —1ib,
= 22”2*; >

v=—n
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Setzt man
ag
ag — —/—
2 ’ ag — 2&0,
_ay +iby,
a—y Y <~ Ay = Oy + 0y,
2 _ 1 vV = 1 n
. v=1, , T, . - )2
a, — ib, b, = i(ay —a_y)
O = T

so gilt wegen a,,b, € R offensichtlich
a_y = 0y, v=_0,...,n.

Man erhélt somit die Darstellung

also ein sogenanntes Laurent-Polynom (in Anklang an die sogenannten Laurent-Reihen der
Funktionentheorie); schliefllich ist py,,

Pol2) 1= 2"tn(2) = Y "

ein ,echtes“ Polynom vom Grad 2n. Wir halten fest.

1.2.5 Satz

Ein reelles trigonometrisches Polynom T,

To(t) = % + Z {a, cos(vt) + b, sin(vt)},

v=1
hat mit

ao

Qo= —

0 2 ’ ag = 20[0
ay +1b,
Oy = 9 — Gy = 0y + 0y,
. v=1,...,n ) v=1,...,n

ay.— iby b, = l(OéU - Oé,,,)

=S

die dquivalente Darstellung als komplexes Exponentialpolynom

n
To(t) = Z oy, exp(ivt)
v=—n
sowie mit z = exp(it) als Laurent-Polynom

n
th(z) = Z a,z”;

v=—n
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schliefSlich ist p,,
2n
pn(z) = Zntn(Z) = ZO{V,”ZV,
v=0

ein (,gewdhnliches®) algebraisches Polynom.

Fiir spiatere Anwendungen ist die Frage wichtig, wieviele Nullstellen ein trigonometrisches
Polynom in einem Periodenintervall besitzt.

1.2.6 Satz

FEin trigonometrisches Polynom Ty,

To(t) = % + Z {ay cos(vt) + b, sin(vt)},
v=1

besitzt in einem halboffenen Intervall [a,a + 27), a € R, hochstens 2n Nullstellen mit ihrer
Vielfachheit gezdahlt.

Beweis. Die Nullstellen von p, auf dem Einheitskreis entsprechen eineindeutig Nullstellen
von 7, im Intervall [0, 27). Da p,, den Grad 2n hat, hat p,, genau 2n komplexe Nullstellen mit
Vielfachheit gezéhlt und somit auf dem Einheitskreis héchstens 2n Nullstellen mit Vielfachheit
gezahlt. Also hat 7, im Intervall [0, 27) héchstens 2n Nullstellen und wegen der 27-Periodizitét

hochstens 2n Nullstellen in einem Intervall [a;a+27), a € R, jeweils mit Vielfachheit gezéhlt.
O

Die Tatsache, dafl man fiir/ein trigonometrisches Polynom 7,

Tu(t) = % + Z {ay cos(vt) + b, sin(vt)},

v=1

die Koeffizienten @, ;b,-als Integrale

To(t) cos(vt)dt, v=0,...,n,

3| -

o\§ O\_‘:‘m

b, = Tn(t)sin(vt)dt, v=1,...,n,

3| e

erhilt, gibt Anlafi, fiir eine ,,beliebige“ 2m-periodische Funktion f die entsprechenden Integrale

2
1
a, = /f(t)cos(yt)dt, v=0,1,2,...,
T
0
1 2
bl/ = /f(t) Sln(l/t) dt, V= 17 27 3’ ctt
T

0
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zu betrachten und dann die sogenannte zugehorige Fourier-Reihe

o0

(Fo()) () == % + 3 {ay cos(vt) + by, sin(vt)}
v=1

zu bilden.

Die Bezeichnung F, bezieht sich auf den sogenannten inversen (auch Synthese-)
Fourier-Operator. Dieser ordnet den beiden Folgen (ay),cn,» (bv),ey und damit mittelbar
der 2m-periodischen Funktion f die — zun#chst formal gebildete, also ohne Riicksicht<auf
Konvergenzprobleme — 27-periodische Funktion F,(f) zu gemaf

Fp(f) == % + Z {ay cos(v -) + b, sin(v -)}.
v=1

Ist f integrierbar, so existieren die Koeffizienten a,, v = 0,4,..., by, v = 1,2;... . Die
Fulerschen Formeln legen es nahe, komplexe Fourier-Koeffizienten

27
1
¢y = 27T/f(t) exp(—ivt)dt, v € Z,
0
zu betrachten. Aus
2T
1 ivt —ivt
a, = — [ f(t) exp(ivt) + exp( 1V)dt, vr=20,1,...,n,
T 2
0
2T
1 wt) — —ivt
b, = /f(t)eXp(W) 'exp( d )dt, v=1,...,n,
T 21
0
folgt dann unmittelbar
ay = C—y+cy, I/—O,l, y 1,
bl/ — C_V. CV’ :1a2a y N
i
Fiir v = 0 erhélt man
ag
cn = =2
0 2 P

und fiir v = 1,2, ..., folgt durch Addition bzw. Subtraktion

a, +1ib,
c_ Nl
14 2 bl
a, — ib,

Cy — 2 s VvV = 17 2,

Die Fourier-Reihe

(Fp(f)) (t) = % + Z {ay cos(vt) + b, sin(vt)}

v=1
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geht mit Hilfe der Eulerschen Formeln iiber in

FE) = Ly Z{ exp(ivt) +Qexp( ivt) iy exp(ivt) —mexp(—iyt)}

— iy exp(ivt) + v _g iby exp(—iut)}

a > a

_ 0 v

= 2*2{
v=1

o0 o0
= ¢o+ Z ¢y exp(ivt) + Z c_y exp(—ivt)

v=1 v=1

o
= Z ¢y exp(ivt).

V=—00

Wir halten fest.

1.2.7 Satz

Definiert man die reellen bzw. komplexen Fourier-Koeffizienten einer integrierbaren
2m-periodischen Funktion f durch

27
1
o /f(t)cos(z/t)dt, v=01,...,
T
0
21
1
b, i= /f(t)sin(l/t)dt, v=12,...,
T
0
bzw. durch
) 27
v o / F(t) exp (—ivt)dt, v e,
0
so gilt
ag
apg = 260, €= ?
a, = Ccy+tcy — C—y = & —g by
_ v=1,2,... =12,
b]/ — C—_V—CV C,, — a’/ _ lbI/ ’
i v 2
sowie

(Fp(N)() = —i— Z {ay cos(vt) 4 by, sin(vt)} Z c, exp(ivt).

v=1 V=—00



22 1. Periodizitiat und Fourier-Reihen

1.2.8 Beispiel
(1) Wir betrachten den sogenannten 27m-periodischen Rechteckimpuls rect,( - ;a) zur ,Breite® a,
1, falls |t|<a<m,

falls |t| = q,

1
29

recty(t;a) ==

e 0, falls a<|t|<m,

27 — periodisch  sonst.

Fiir v # 0 folgt

1 exp(—ivt) “
2 —iv 7a

1 exp(—iva) — exp(iva)

27 —iv
1 exp(iva) — exp(—iva)
s 2i
_ sin(va)
N 1z
_ a sin(va)
T 71 va
= %sinc (va), 0#veLZ,

wenn sinc,

sn®) - falls 0#t€R,

t

1, falls t=0,
sinc (t) :=

die sogenannte Sinus-cardinalis-Funktion bezeichnet.
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Fiir v = 0 folgt

1 / a
=— [ dt=—.
€0 271'/ ™

Es gilt also

cu(recty(+5a)) = %Sinc (va), veL.

Fiir die reellen Fourier-Koeffizienten folgt wegen der geraden Symmetrie der sinc-Funktion

2
ap = 2c = _aa
T
2a .
ay = c¢—y+ ¢ = —sinc(va),
T
b, = 0, v=12,...,
also insgesamt
2
ay = “Yine (va), v=0,1,2,..
T
b, = 0, v=12,....

(2) Als niichstes betrachten wir die 2r-periodische ,, Dachfunkti
La+t), falls
(a—1t), falls

dach,(t;a) =

Fiir die man

= %/dachp(t;a)exp(—iut) dt

0 a
= ﬁ /(a + t) exp(—ivt) dt + /(a — t) exp(—ivt) dt
Za J
= ﬁ /(a —t) exp(ivt) dt + /(a —t) exp(—ivt) dt

-1 / (a — 1) cos(ut) dt.

Fiir v = 0 folgt

1 a2 a
o= —+— = —

Ta 2 o’
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wahrend fiir v # 0 partielle Integration

Cp =

a

1 1
p— . 4 t
= e cos(vt)

0
1 cos(va) —1
ma v?

liefert.
Wegen

folgt schlieBlich

Es gilt also einheitlich fiir v € Z

2

a, = 2(sinc(ﬂ)), v=20,1,2,...,
T 2

by = 0 1

O

Wiéhrend fiir innermathematische Untersuchungen der Variablen t keine besondere Bedeu-
tung zukommt — sie skaliertynur“ die unabhéngige Variable — ist es bei der Anwendung auf
auBermathematische Probleme (Modellbildung) anders. Hier hat ¢ in aller Regel die Bedeu-
tung der Zeit.(.¢: von lat. tempus = Zeit), ist also eine GroéBe mit Mafeinheit. Als Grundeinheit
wahlt man meistens 1sec, wobei auch groflere Einheiten — Minute, Stunde, Jahr oder sogar
Jahrmillionen (in der Geologie) — oder auch kleine Einheiten — Millisekunde, Mikrosekunde,
Nanosekunde, Femtosekunde — je nach Problem verwendet werden. Alle Bemaflungen durch
affine Transformationen, die auch eine Verschiebung des Nullpunktes der Zeitachse beinhalten
konnen,

t' =ty + at, a>0,

fithrenzu dquivalenten Zeitachsen. Die Zeitachse ist dabei stets linear skaliert. In der Praxis
ist dann die Wahl einer Zeiteinheit angebracht, die am praktikabelsten ist, also grofle Zeit-
schritte bei langsam ablaufenden Vorgingen (typisch: Geologie) iiber mittlere Zeitschritte
bei biologischen Prozessen bis hin zu sehr kurzen oder sogar ultrakurzen Zeitschritten in der
Nachrichtentechnik, bei Zeitschritten von Prozessoren oder in der Mikrophysik.

Es hat sich eingebiirgert, dafl man den Definitionsbereich einer periodischen Funktion als
den Zeitbereich bezeichnet, weil eben die Variable t in der Regel die Zeit bezeichnet. Dem
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steht der sogenannte Frequenzbereich gegeniiber, den man dadurch erhélt, dafl man die Fou-
rierkoeffizienten iiber einer Koordinatenachse abtriagt. Bei periodischen Funktionen kommen
nur Koeffizienten ¢,, v € Z vor, so dafl man einen , diskreten® Graphen erhélt (vgl. Abb. 1.3).
Man macht sich leicht klar, dal die Mafleinheiten des Zeitbereichs und des Frequenzbereichs
reziprok zueinander sein miissen: In die Definition der Fourierkoeffizienten ¢, geht der Term
exp(ivt) ein. Da die exp-Funktion nicht auf physikalische Mafleinheiten angewendet werden
kann (es gibt keine Einheit exp (cm) oder exp (sec)) mufl das Argument ivt von exp(ivt)
dimensionslos sein. Also ist die Dimension von v reziprok zur Dimension von ¢, also 1/sec = Hz

oder 1/msec- - -. Die Frequenzachse ist also stets reziprok zur Zeitachse bemaft.
1 0.25
> i 1 >
-n n t 5 4 .8 -2 -1 0 1 2 3 4 5 n

Abb. 1.3. Darstellung einer periodischen Funktion im Zeit- und Frequenzbereich

1.2.9 Bemerkung

Autofahrer kennen aus dem Cockpit ihres Wagens den Drehzahlmesser, der eine Skala von 0
bis ca. 15 trégt, aber mit dem Aufdruck auf der Scheibe x 1000/min. Im Leerlauf, wenn der
Zeiger im Bereich von 1 steht, ist also die Drehzahl des Motors 1000/min und bei Vollast bei
8 betrigt die Drehzahl 8000 /min. O

Die Frequenzskala wird auch. geometrisch skaliert, indem man sie in sogenannte Oktaven
(von lat. oktavus = der Achte) unterteilt. Dieser Begriff stammt aus der Musik. Schon die
Griechen um Pythagoras hatten festgestellt, dal Tone, die von verschiedenen Tonquellen er-
zeugt wurden (etwa mehrere Singstimmen, Singstimmen mit Begleitinstrumenten) besonders
angenehm zusammenklingen, wenn die zugehorigen Frequenzen im Verhéltnis kleiner ganzen
Zahlen stehen. Nach'dem einfachsten Fall, daf§ alle Tonquellen dieselbe Frequenz haben (so-
genannte Prim) und sich somit das Frequenzverhéltnis 1:1 ergibt, folgt die Oktave mit dem
Frequenzverhéltnis 2:1; hier ist eine Frequenz doppelt so grofl wie die andere. Beginnend mit
einer Grundfrequenz fy erhélt man so ein Oktavenband

fo.2f0, 40,25 fo = fro- .
Der menschliche Hérbereich von ca. 16 Hz bis 20 kHz wird beginnend mit
fo=16.4Hz (Subkontra - C, mit ,C in der Musik bezeichnet)
und bei

"

fio =16744Hz (sechsgestrichenes ¢, mit ¢ in der Musik bezeichnet)



26 1. Periodizitiat und Fourier-Reihen

endend (gerundet), in 10 Oktaven unterteilt. Uber den menschlichen Hérbereich hinaus kann
man diese Oktaveneinteilung nach unten in den sogenannten Infraschallbereich und nach oben
in den sogenannten Ultraschallbereich fortsetzen (vgl. Abb. 1.4). Man sieht, dafl sich der in
der Medizindiagnostik (Sonographie) verwendete Bereich von 1 MHz bis 50 MHz auf dieser
linearen Skala nicht verniinftig darstellen 148t. Eine bessere Darstellung erhélt man durch
Logarithmieren, da dann die Oktaven gleichabstéindig aufeinander folgen (vgl. Abb. 1.5)

[ Ho6rbereich —
L L L L L L L HZ
4 8 16 32 64 128 20000
Abb. 1.4. Oktaveneinteilung des Frequenzbereichs
Horbereich — <~— Sono- —
graphie
L L L HZ
) 16 912 920 926 930
~1 kHz ~1 MHz ~64 MHz ~1 GHz

Abb. 1.5. Oktavenskalierung des Frequenzbereichs

Eine Oktave wird in der Musik weiter unterteilt. So erhilt man die C-Dur-Tonleiter
c~d~e fi~vg~an~h e

wobei ~ noch eingeschobene Halbtone (cis; dis, fis, gis, ais bzw. des, es, ges, as, b) bezeichnet.
Die Lage der Halbténe legt ihre Bezeichnung ,,erh6ht“ bzw. ,vermindert“ fest; ihre spezielle
Wahl in einer Tonleiter gibt dieser den Namen (z.B. G-Dur, a-Moll, ...) und ihr klangliches
Charakteristikum.

Bei der-sogenannten gleichabstindigen oder (wohl-)temperierten Tonleiter wihlt man 12
geometrisch gleichabstindige Halbtone, so dafl auf den Grundton fy (hier z.B. ¢) die Zwi-
schenténe mit‘den Frequenzen

7
g = f0-<13/§), i=1,2,...,11,12,
fo = g0, J1=2f0o=g12

folgen. (Das ist die ,,mathematischste* Tonleiter.) Bei dieser Unterteilung besteht der mensch-
liche Hérbereich aus 10 Oktaven mit je 12 Halbtonen, also insgesamt 120 Halbtonen g;, die
bei

i
gi = 16.4- (1€/§> . i=0,...,120,
liegen. Je zwei aufeinanderfolgende Halbtone haben somit einen relativen Frequenzabstand

gir1/9i = V2 =1.05946. ..
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Die Fourier-Theorie (Fourier-Reihen, spéter: Fourier-Analysis) hat sehr unterschiedliche Aspek-
te, insbesondere hinsichtlich der Konvergenztheorie — Konvergenz im quadratischen Mittel
versus punktweise oder gleichméfiige Konvergenz. Die Fourierkoeffizienten

2

1
v =5 /f(t) exp(—ivt)dt, v e€Z,

0

kann man als Skalarprodukte deuten:
cl,:<f,exp(iy-)), VEZv

wobei das fiir zwei 2m-periodische komplexwertige Funktionen f, g kanonische Skalarprodukt
durch

definiert wird. Mittels

2
£l == VA{f, f) = %/If(t)ﬁ dt
0

erhélt man eine Norm beziiglich derer der Vektorraum aller 27-periodischen komplexwertigen
Funktionen mit || f|l2 < oo vollstédndig, also ein Hilbert-Raum ist. Bei physikalischen oder
physiologischen Anwendungen ist || f|la. proportional zur Energie E eines periodischen Vor-
gangs. (Proportional bedeutet hier Gleichheit bis auf einen vom Mafisystem, aber nicht vom
Vorgang f abhiingigen Mafstabsfaktor.)

Wichtig ist die sogenannte ‘Parseval’sche Gleichung, die besagt, dal die Energie einer 27-
periodischen Funktion - eines 27-periodischen Signals - auch aus den Fourier-Koeffizienten
bestimmbar ist. Wir betrachten (vgl. S.'16)

27
1
2 _ L 2
B =5 [ 1P d
0
Mit
ft) = Z ¢y exp(ivt)
folgt

SO = F@) @)

= < Z cl,exp(il/t)> ( Z CueXP(_i#t)>

V=—00 pU=—00

= Z Z cvegexp (i(v — pt).

V=—00 y=—00
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Durch Vertauschung von Integration und Summation erhélt man

o 2

2 — Z Z cy%;/exp((y—u)t)dt

V=—00 [=—00

0
oo o0
= 2 D otubu
V=—00 U=—00
oo
- S ek
V=—00
Wegen
2
%, falls v =0
—ib, |2
ef? = § [P falls z=12,..
b 2
a,,—;—l,, , falls wv=-1,-2,...
2
%, falls v =0,
B 2 b2
%4&, falls v #0
\

erhilt man

S 2 x© 2 2
2_a0 au+by
Xl =g+ =5

V=—00 v=1

1.2.10 Satz (Parseval’sche Gleichung)

Fiir die mittlere Energie F eines 2m-periodischen Signals f,

oo
Z ¢y exp(ivt) ?0 + Z a, cos(vt) + b, sin(vt)) ,

V=—00

N
—_

gilt



1.2. Trigonometrische Polynome und Fourier-Reihen 29

Fiir die Partialsummen

N

(FN() (1) = Y evexplivt)

v=—N

N
— % + Z {ay cos(vt) + b, sin(vt)}

v=1

gilt

1 i 2 al 2 1 a2 N
> [ IE () @) =3 ol :2{20+ (a3+bg)}

0 v=1

Dies ist die Besselsche Ungleichung. Wir halten fest.

1.2.11 Satz (Besselsche Ungleichung)

Fiir das N-te Fourier-Polynom,

N
(Fn()) (@) = % + Z {a, cos(vt) + b, sin(vt)}

v=1
gilt
1 21 2m
o [JE D @F <o [150F a
0 0

Wir haben gesehen, wie man einer 2r-periodischen Funktion f ihre Fourier-Reihe zuordnet:

fo~ R = D aexpliv)
”T%Oﬂ
wobei ¢ = 2/f(t)exp(—imf)dt, veL.
T
0

Es stellen sich folgende Fragen:

o
e Wann konvergiert die Reihe Z cpexp(ivt)?

V=—00
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e Wann ist die Konvergenz gleichméBig, also F,(f) stetig auf R?
e Wann gilt
f(t) = (Fp(£) (&), teR?
e Wie hingt das Konvergenzverhalten von F,(f) von Eigenschaften der Funktion fab?

Die Frage nach der Konvergenz 1ait sich mit Hilfe des Majorantenkriteriums fiir' absolut
summierbare Folgen

o0
c=(@)pezs Y les] < o0,

V=—00

entscheiden. Dann konvergiert ndamlich die Fourier-Reihe absolut und gleichméfig auf R, und
folglich stellt F,(f) dann also eine stetige Funktion dar.

1.2.12 Satz

Ist die Folge c = (cy), ¢y der Fourier-Koeffizienten der Funktion f absolut summierbar — also

o0
mit Z lcu| < 00 — so konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe Fp(f),

V=—00

(E) O = S e explivh), teR,

absolut und gleichmdfig auf R, und F,(f) ist stetig auf R.
Der obige Satz gibt zwar eine hinreichende Bedingung dafiir an, dafl die Fourier-Reihe F( f)

eine stetige Funktion ist. Er beantwortet aber noch nicht die Frage, ob

2

Fplf) = f
gilt. Ein fiir die Praxis befriedigendes Resultat ist das folgende.

1.2.13 Satz

Ist fir die stetige 2m-periodische Funktion f die Folge ihrer Fourier-Koeffizienten (c,),cy

[e.o]
absolut summierbar = also mit Z ley| < 00 = so gilt

V=—00

f:]:p(f)-

Beweis. Aus der absoluten Summierbarkeit der Folge der Fourier-Koeffizienten folgt, daf

Fo(f),
E) O = S cexplivt), teR,

V=—00
stetig ist. Dann ist mit f auch f — F,(f) stetig. Fir die Fourierkoeffizienten von f — F,(f)
folgt dann unmittelbar, dafl diese sdmtlich Null sind. Mit Hilfe des folgenden Lemmas 1.2.14
folgt dann, da8 f = F,(f) gilt. O
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1.2.14 Lemma

Eine stetige 2m-periodische Funktion f, deren sdmtliche Fourier-Koeffizienten Null sind, ist
notwendigerweise die Nullfunktion f = 0.

Beweis. Fiir eine indirekte Beweisfithrung nehmen wir an, es gelte f(a) > 0 fiir eine Stelle
€ [0,7) (fir f(a) < O verlduft der Beweis analog). Wegen der Stetigkeit von f gibt es
A>0, 6 >0, M >0 derart, dafl

ft)>0 fir tela—Na+A, lf()| <M fir tel0,T]

gilt. Mit Hilfe der periodischen ,Dach“-Funktion o(4_j o4y = dach,(- = a;\) folgt dann
entsprechend Abb. 1.6

a— )\+T 1
/ a[a /\a+)\] dt / U[a )\a+)\]( )dtz fd)\>0

Abb.1.6. Skalierung von gja_x,a+1]

Andererseits ist ojgZy 1) stetig.und kann somit nach dem Approximationssatz von Wei-

erstrafl beliebig genau durch trigonemetrische Polynome angendhert werden: Fiir jedes € > 0
N

existiert ein trigonometrisches Polynom 7y := > o« exp( ikw-) und eine Restfunktion ry
k=N
mit
Ola—XadA = TN +7n 5, |rn(t)[ <e fir t€[0,T].

Dann folgt aber wegen c,(f) =0, k € Z,

1/Tf(t)TN(t)dt: i ” 1/Tf(t)exp( heot) dt = ZN: aren(f) =0,
T Jo k=—N T Jo k=—N
und somit

/aa_HTf(t)G[a—A,am(t)dt’ - |7 [ s w0

/ )|y (8)] dt < Me .

IN

Wiihlt man € > 0 so klein, dafl ¢ < ;75 gﬂt so folgt der gewiinschte Widerspruch. O
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Betrachten wir nochmals das n-te Fourier-Polynom

n

(FalN () = D evexpliv),

v=—n
2
1
0 = /f(T)exp(—il/T)dT, v e L.
2m
0

Setzen wir die Koeffizienten in der Integraldarstellung in die Summe ein, so folgt

n

2T
(Fu(f)) (t) = Z 217T/f(7') exp(—iv7) dr p exp(ivt)
0

v=—n

und hieraus durch Vertauschung von Integration und Summation

2w n
F =5 [ f<¢>{ > exp(-4r) exp(im} ar
0 v=—n
27 n
= 217r/f(7){ Z exp(iv (t — T))} dr.
0 V=—n

Nach der Substitution

erhalt man

t—2m n
#H) ) = o f(t—€>{ > exp(iva}(—ds)

v=—n

_ 517; / f(t—&){ > exp(%)} dg,

v=—n

und mit Hilfe der Periodizitdt des Integranden folgt schlieBlich

27 n
Fu ) = 5 [ (e s){ > exp(iuo} .

v=—n

Man betrachte nun das unter dem Integranden stehende trigonometrische Polynom D,,,

n

Dn(t) = ) exp(ivt)

v=—n

= 1+ Z (exp(ivt) + exp(—ivt)),

v=1
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n
= 142 Z cos(vt).
v=1

Man bezeichnet D,, als n-ten Dirichlet-Kern. Dann erhéilt man die Darstellung

des n-ten Fourier-Polynoms von f. Dies ist ein sogenanntes Faltungsintegral, darals Argument
von f die Variable ¢ und die Integrationsvariable £ in der Form ¢ < & vorkommen. Wir halten
fest.

1.2.15 Satz
Mit Hilfe des Dirichlet-Kerns D,

n

D, (t) == Z exp(ivt) =1+ 22608(1/75),

v=-—n v=1
laft sich das n-te Fourier-Polynom F,(f) der 2@-periodischen Funktion f als Faltungsintegral

2

(Ful ) (1) = = / F(t — €) Do (E)de, <R,

0

darstellen.

Sehen wir uns den Dirichlet-Kern D,, etwas genauer an. D,, ist eine gerade Funktion:
Dyp(—=t)=D,(t), teR.

Mit Hilfe der geometrischen Summenformel folgt fiir ¢ # 2kw, k € Z,

n

D, = Z exp(ivt)

v=—n
2n
= exp(—int) Z exp(ivt)
v=0
1 —exp(i(2n + 1)t)

exp(—int) T oxp(it)

Kiirzt man den Bruch mit exp (i%), so folgt

exp(—i%) — exp(i(2n + 3)1)
exp(—i§) — exp(i%)

D,(t) = exp(—int)
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—2isin((n + 1t))
—2isin (%)
: 2n+1
_ L_( 2 t), 2%m £t €R,
sin (§t)

Fir t = 2kn, k € Z, erhélt man trivialerweise

Dp(2km) = Y 1=2n+1;

v=—n

dieser Wert ergibt sich nach de I’'Hospital auch fiir

: 2n+1
lim sin ( 2t t)
t—2km Sin (5)

Wir halten fest.

1.2.16 Satz

Der Dirichlet-Kern Dy, hat die Darstellung

sin (2251)
sin(%)

(de I’Hospital-Grenzwert firt = 2kn, k€ Z).

D,(t) = t e R,

Anhand der drei Darstellungen des Dirichlet-Kerns D,

n

Dy(t) = Y lexplive)=1+2> " eos(vt) =

v=—n v=1

kann man unschwer einige wichtige Eigenschaften nachweisen.

1.2.17 Satz
(1) D, ist-2@-periodisch und gerade.

1 a+27
— D, () dt=1, R.
@) g [Dn(0 ac

(3) Do(2ka)=2n+1, keZ.
1

k € Z.

sin (22£1¢)

sin (%) ’

,  falls v=0mod (2n+ 1),

1 2m
(4) 2n+1Dn<2n+1y>:{0, falls v#0mod 2n+1), veZ.

(Lagrange-Eigenschaft).

™

(Oszillationseigenschaft).
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Anhand der hier aufgelisteten Eigenschaften erhilt man den qualitativen Verlauf des Gra-
phen, vgl. Abb. 1.7

/\

A
SAVER €

Abb. 1.7. D, firn=3

Man beachte die hoher werdende Spitze bei t =.0,die immer schmaler werdenden ,,Neben-
wellen“ sowie das Abklingen der relativen Extrema fiir |t| — 7.

Der Darstellungssatz 1.2.15 setzt neben/der Stetigkeit von f auch die absolute Summier-
barkeit der Fourier-Koeffizientenfolge voraus. Es liegt nahe zu fragen, was man von f allein
fordern muf}, damit f = F(f)gilt. Ein bekanntes und in der Regel fiir die Praxis ausreichendes
Resultat ist das folgende, das sich auf stiickweise glatte Funktionen bezieht.

1.2.18 Definition

Die T-periodische Funktion f heifit stickweise glatt, wenn das Periodenintervall [0, 7] so in
endlich viele Teile 0 =: &y < & < ... < & =T, s > 1, zerlegt werden kann, dafl f in
(&i—1,&), = 1,...,s, stetig differenzierbar ist und an den Sprungstellen &; die jeweiligen
einseitigen Grenzwerte f(£;) f(&') sowie f/(&7), f/(&'), i =1,...,s, existieren.

Anschaulich gesprochen: f ist im Periodenintervall bis auf endlich viele Ausnahmepunkte &;,
an denen f oder f’ Spriinge haben darf, stetig differenzierbar. Beispiele sind der periodische
Rechteckimpuls oder die Sagezahnkurve, wobei die letztere sogar stetig auf R ist, also nur
Spriinge der Ableitung aufweist.
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e

T T T T

51 52 gs—l

Abb. 1.8. Stiickweise glatte Funktion

1.2.19 Satz
Die T-periodische Funktion f sei stetig und stickweise glatt. Dann gilt

o0

f@)= > cu(f)exp(ibwt), teR:

k=—o0

( ,Die Fourier-Reihe von f stellt f dar.“)

Beweis. Wir erinnern zunéchst an die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem
geometrischen Mittel zweier nichtnegativer Zahlen a, b:

1 1
Vab < <g5la+b). dh abgz(aer)z
Da f stetig, T-periodisch und stiickweise glatt ist, gilt nach der Produktregel

T
o) = £ expiibat)ai
0

1 1 T 1 :
= 7 {_ikwf(t) exp(—ikwt) ) + ik:w/fl(t) exp(—ikwt) dt
0
11 i
= 'kwT/f, exp(—ikwt) dt
0
= 7ck< ), 0#kel.
Hieraus folgt mit Hilfe der Ungleichung
a+b\>
b <
= ()
zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel mit a := ﬁ, b= |cx(f)]

1 1 2 y y
lek(f)] < |k’ ‘ cr( < 1 <l<:2u12+’k‘w ‘Ck(f)‘ + ‘Ck(f)‘2> )
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also

1< 5 (i + g Ol + )

Hieraus folgt durch Subtraktion von % |c(f)| und anschlieBende Multiplikation mit 2

Da f’ stiickweise stetig ist, folgt || f’ Hg < 00. Insgesamt erhilt man somit

oo oo (e 9]
Yoodal < D0 le(Hl = leolFht+ D len(f)]
k=—o00 k=—o00 kf;go
I = 1 1 & 2
< |Co(f)’+§kz:wm+§k; |er (/)]
= k20
11 @ Y& "2
< ICO(f)|+§w2k__w@+2k_Z e ()]
*#0 =
T2 1, .2
< e+ — g 17
< o0
und mit Hilfe von Satz 1.2.13 die Behauptung. O

1.2.20 Beispiel

Die periodische Dachfunktion dach,(-;b), 0 < b < %, aus Beispiel 1.2.8 ist stetig und stiickweise glatt. Also

folgt
- . wb ? .
Z sinc ) k exp( ikwt) , teR.

k=—o00

dach,(t;b) =

el

Speziell fiir ¢t = % folgt wegen w = 2%’

0 = dach, (Z;b) = b kioo <sinc (%b k))2 (-1)*
— % 1+2§ (sinc (%b k:>)2(—1)k>

und somit fiir b = L und wegen sinc (rk) = 0, k # 0,

1= 23 (sine (28)) (F
k=1

el
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also schliellich die Summenformel

mit der man Ndherungen fiir 7 bestimmen kann. (Es gibt allerdings wesentlich rascher konvergierende Ent-
wicklungen.) |

1.3 Das Faltungsintegral und das Gibbs’sche Phanomen

Durch

a+2m a+2mw

[ -9 Da©ds = 32 [ #le) Dt - e

a

1
o

(Fn(f)) ()

erhélt man eine explizite Darstellung der Fourier-Polynome F,,(f) von f. Diese Darstellung ist
besonders geeignet, um die Approximation €iner stiickweise glatten Funktion f mit ,,echten*
Spriingen durch ihre Fourier-Polynome zu analysieren: Wir betrachten als einfachsten Typ
die sogenannte periodische Heaviside-Funktion (Rechteckimpuls) u,,

0, »falls = —w <t <0,
%, falls ¢t =0oder t =,
L,

Uy(t) i=

(1) falls 0 <t <m,

27 —periodisch.
A
-27 - T 2n 3n

Abb. 1.9. Graph von u,

Man erhélt dann fiir a = —7
1 s
(Falup) () = = [ up(§) Dn(t —§)d§
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1 T
— 5 [ Datt-9de
0

1/ =
= 5 {1—1—22005(1/(15—5))} dg
0 V=

v= 0
IR e N
2 = v €=0
B 1+l " —sin (v(t — 7)) + sin(vt)
2 7 v
v=1
1 1 & — (=1
= —+ - in(vt .
2+7T sin(vt) 3

In dieser Summe sind nur die Summanden mit ¥ = 2u + 1, 0.< p < L”T_lj, von Null
verschieden. Also folgt

l\')M—t
>Hl\>

(Fn(up)) (t

Z sin ((2u+1) )2M+1'

Fiir ungerades n = 2m + 1 erhélt man also

(Fam+1(up)) (

l\D\H

Dieses Fourier-Polynom steht in engem Zusammenhang mit dem Dirichlet-Kern. Fiir ¢,

1
em(t) == ) [Dam+1(t) — D (2t)]
folgt namlich
2m+1
om(t) = Z cos(ut) — Zcos (2ut)
pn=1
m
= Zcos 2u+1)t)
pn=0

also
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Wir haben also insgesamt

Fomarwp)) () = 5+23°

gezeigt. Da wir uns fiir die ,,Wellen“ (relativen Extrema) von Fo,41(pp) interessiereny be-
trachten wir die Ableitung (Differentiation einer Stammfunktion nach der oberen Grenze und
Substitutionsregel)

(Fanss () O) =+ | Do () = 5 D20

_ 1 |sin (4’"2—+3t) 1 sin (Qm—;“th)
o sin (%) 2 sin (%)
1 sin((2m+ 14 3)t) — 380 ((2m + 1)t)

T sin (%)

Die relativen Extrema von Fap,41 (up) treten an den Nullstellen der Ableitung, also fiir ¢ mit

sin ((2m 14 %)t) _ %sin (2m + b

auf. Die kleinste positive Schnittstelle liegt in-der Nahe von

Dort gilt

(Fam+1 (up)) (sz_ 1> = % + % 27+1 [D2m+1(7) - ;Dm(QT)] dr.
0

Substituiert man ¢ := (2m +41) 7, so folgt

™

m 11 [ a 1 20 1
(Fam'a (up)) (2m+1> 2+7r/_ 2m“<2m+1> 2 m<2m+1>} om+17
0
T [ 4m+3
1 1 Sin (2(2%11) ‘7) 1 sin(o) 1
= 5 + % . o N 5 : o 2m + 1 do
o L™ (m) o (m)
T . 4 3 1
1 1 [sin (2(#% a) — 5 sin(o) m
= 5 + ; o . o dO'
0 2 Si (2(2m+1)>
T . 1 14
1 9 [sin (U—Fma) — 3 5in(o) m
— 3 + - do.

0 7 sin (2(2rZ+1)>
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Fiir o € [0, 7] gilt: Wegen

sinx
sincz = » 1 (Regel von de I'Hospital)
x x —
gilt
1
1
sincx *—°0
und somit "
2(2m+1) PG
Sin <2(27§+1)>

Also folgt durch Vertauschen von Integral- und Grenzwertbildung

1
dr = =
o T 2

™ 1
_) —_
2m+1) m—=> 2 7
0

_|_

2 ] sin(o) — L sin(o)

2=

Fama ) (

Der sogenannte Integral-Sinus Si,

ist eine ,,gutartige” Funktion, wie man etwa an der aus der Sinusreihe resultierenden Reihen-
entwicklung

R -1 k t2/€+1
Si(t) = (=1
4 2k +1 (2k+ 1)!
sieht. Zusammen mit ihr folgt
T T 1.
(Fomi(up)) <2m n 1) — =+ ;Sl(?‘r).

Einer Tabelle (vgl. Abramowitz-Stegun [1], S. 242) entnimmt man

Si(m) =1.851...> — =1.570... .

il
2
Also folgt

1 1.

5 + —=Si(7) =1.089... > 1= p,(t), t>0.

0

Dies besagt gerade, daf die Fourier-Polynome F;,11(up) rechts von der Sprungstelle t = 0
der Heaviside-Funktion p, iiber diese ,hinausschieffen” und daf dieses ,,Uberschieflen® der
Hohe nach im Wesentlichen von m unabhéngig ist (vgl. Abb. 1.10). Die ,Wellen“ werden
zwar immer schmaler, aber die H6he nimmt nicht ab. Man bezeichnet dieses Verhalten der
Fourier-Partialsummen in der N&he einer Sprungstelle als Gibbs’sches Phdnomen. Es tritt in
analoger Form bei stiickweise glatten Funktionen an deren Sprungstellen auf, so auch bei der
periodischen , Ségezahnkurve“ (vgl. Abb. 1.11)
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\An
V VYV

—TT

Abb. 1.10. Gibbssches Phénomen fiir den Rechteckimpuls, (

Abb. 1.11. Gibbssches Phinomen urve“ G,sn(G, )

N
2> ) N =10
k=1



