Gedéachtnisprotokoll
Vordiplom-Priifung Lineare Algebra I

Kurse: Lineare Algebra I (0102)
Priifer: Prof. Dr. Unger
Termin: 14.09.2006

Dauer: ca. 25 min

Note: 1,0

Vorbemerkung: Prof. Unger fragt anfangs, mit welchem Thema man gerne anfangen
mochte. Ich habe hier das Thema Determinanten gewihlt.

all e al

n

SeiA=|: . ! | €Mun(R)gegeben. Wie berechnet man die Determinante
nl e nn

von A?

Leibnizformel 4.1.1 angegeben.
Dazu die Begriffe symmetrische Gruppe S,, Signatur und Fehlstand erklirt.

Welchen Nachteil hat die Leibnizformel?

Brieskorns Bemerkung angegeben.
Aufzihlung von Alternativen zur Determinantenberechnung:

e Spezialfille: AT, Nullzeile/-spalte, gleiche Zeilen/Spalten, Dreiecksmatrizen

e Determinanten von Elementarmatrizen (dabei auch erldutert, was Elementar-
matrizen sind): det(EA) = det(E)det(A). Bemerkt, dass man hiermit den Deter-
minantenmultiplikationssatz fiir Matrizen iiber Korpern zeigen kann.

e Berechnung durch GauB3-Algorithmus bei Matrizen tiber Korpern

Was macht man denn, wenn A € M,,,(R) gilt und R ein kommutativer Ring ist?

Laplace’schen Entwicklungssatz 4.3.13 angegeben und erklirt.
Beweis mittels Adjunktensatz angegeben, dazu Adjunktensatz 4.2.8 aufgeschrieben.

Kennen Sie weitere Folgerungen aus dem Adjunktensatz?

Invertierbarkeit von Matrizen {iber kommutativen Ringen: Ist det(A) in R invertierbar,
so ist A invertierbar, vgl. 4.3.1.
Fiir R = Z ist A invertierbar, falls det(A) € {-1, 1} gilt.
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11.

Fiir R = Z/mZ ist A invertierbar, falls ggT(det(A), m) = 1.
Bestimmung der inversen Matrix: A™' = det(A)'A®.
Cramersche Regel angegeben

Themenwechsel: Seien Vektoren vy, ..., v, gegeben. Wann heilen die Vektoren
linear unabhingig?

Definition 5.2.12 angegeben und erklirt.

Was ist ein Erzeugendensystem?

Definition 5.2.7 angegeben und erliutert.

Und was ist eine Basis?

Definition 5.2.17 angegeben und erlédutert.
Wie ist der Begriff der Dimension definiert?

Definition 5.3.1 angegeben.
Begriindet, warum diese Definition eindeutig ist. Dies folgt aus dem Austauschsatz
von Steinitz.

OK. Wie lautet dieser? Oder besser: wie lautet das Austauschlemma? Geben Sie
bitte auch die Beweisidee an!

Lemma 5.2.24 aufgeschrieben und Beweisskizze angegeben. Man stellt v als
Linearkombination der Vektoren u; dar. Wegen v # 0 gibt es dann ein j mit a; # 0. Die
Gleichung formt man dann nach ujum usw.

Nennen Sie alle Dimensionsformeln, die Sie kennen!

Dimensionsformel fiir Unterrdume, vgl. 5.3.8.

Dimensionsformel fiir Faktorrdume, vgl. 5.3.9.

Dimensionsformel fiir Summe und Durchschnitt, vgl. 5.3.12.

Dimensionsformel fiir komplementidre Unterrdume, vgl. 5.3.16.

Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (Rangsatz), vgl. 6.3.3.

Dimensionsformel fiir Homomorphismenrdaume, vgl. 6.4.11. Kurze Beweisidee
angegeben.

Dimensionsformel fiir Dualrdaume, vgl. 6.5.2.

(Vergessen habe ich die Dimensionsformel fiir Losungsrdume 6.3.5. Prof. Unger hat
dazu aber nichts gesagt.)

Beweisen Sie bitte die Dimensionsformel fiir Summe und Durchschnitt!

UN W ist Unterraum von V, U und W. Damit ist U W endlichdimensional. Sei x;,

..., X; eine Basis von U NW. Da UN W ein Unterraum von U ist, kbnnen wir Xy, ..., X;
durch uy, ..., us zu einer Basis von U ergidnzen. Analog konnen wir Xy, ..., X, durch wy,
..., Wy zu einer Basis von W erginzen. Man zeigt nun, dass Xy, ..., Xy Uj, ..., Us W1, ...,

w;eine Basis von U + W ist.
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12. Beweisen Sie bitte die Dimensionsformel fiir komplementéire Unterraume!
- Diese folgt sofort aus der Dimensionsformel fiir Summe und Durchschnitt.
13. Beweisen Sie bitte den Rangsatz!

- Nach dem Homomorphiesatz ist f*: V/Kern(f) — Bild(f) mit f’(v + Kern(f)) = f(v) ein
Isomorphismus (dies gilt auch fiir endlich erzeugte Vektorrdume). Daraus folgt, dass
die Dimensionen von V/Kern(f) und Bild(f) gleich sind. Mit der Dimensionsformel fiir
Faktorrdume folgt die Behauptung.

14. Sie hatten gesagt, dass dim(Homg(V, W)) = dim(M,n(K)) gilt. Beweisen Sie das
bitte!

- Abbildung sgMc: Homg(V, W) — M,,(K) iiber die Bilder der Basiselemente von B
definiert. Somit ist die Definition eindeutig. Andererseits kann man jeder m X n-
Matrix A eindeutig eine lineare Abbildung zuordnen, und zwar durch die Abbildung
sfc: Mmn(K) — Homg(V, W). Man zeigt nun, dass die Abbildung gM¢ bijektiv und
linear, also ein Isomorphismus ist. Daraus folgt die Behauptung.

Fazit: Prof. Unger ist duBerst freundlich und versteht es gut, mit ein paar witzigen
Bemerkungen dem Priifling schnell die Anfangsnervositit zu nehmen. Ich kann sie als Priifer
in Lineare Algebra uneingeschrinkt weiterempfehlen.

Als Vorbereitung auf die Priifung sollte man sich die Priifungsprotokolle auf jeden Fall
anschauen, da man so schon einen guten Eindruck bekommt, was iiberhaupt erwartet wird.
Fiir die meisten (bei mir war es auch so) wird Lineare Algebra I die erste miindliche Priifung
in einem mathematischen Fach sein. Aus eigener Erfahrung muss ich sagen, dass man sich da
die ein oder andere falsche Vorstellung macht.

Ferner mochte ich das vom Lehrgebiet Algebra entwickelte virtuelle Karteikartensystem
empfehlen. Dieses hat mir unheimlich dabei geholfen, mich auf die miindliche Priifung
vorzubereiten, und es ist auch fiir die Folgepriifung in Lineare Algebra II eine tolle Hilfe. Man
findet es unter der Adresse:

http://algebramcs.fernuni-hagen.de/Karten/index.php
Das System enthilt eine Vielzahl an Fragestellungen, die so vielleicht auch mal in einer

miindlichen Priifung dran kommen konnen.

Viel Erfolg bei Deiner Priifung!
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Protokoll: Miindl. Vordiplomspriifung Lineare Algebra I

Priifungsprotokoll

Kurs: Lineare Algebra I (01102)

Datum: 24.04.2006, 10:50 Uhr, Dauer: ca. 25 min
Priiferin: Prof. Dr. Unger

Beisitzer: J. Liedtke

Note: 1,0

Bei Prof. Dr. Unger hat man die Moglichkeit, mit einem bestimmten Thema anzufangen. Ich habe
mir Determinanten ausgesucht.

Determinanten:

e Definition der Determinante einer Matrix
e Was ist .S, Permutation, Signatur, Fehlstand?

e Was fiir Spezialfille der Berechnung von det(A) gibt es? (habe da alles aufgezihlt, 2x2-, 3x3-
Matrizen, Transponierte, Inverse, Nullzeile/-spalte, zwei gleiche Zeilen/Spalten, Dreiecksmatri-
zen).

e Was macht man denn bei Matrizen, die keinen Sonderfall darstellen? (Gau- Algorithmus bei
Matrizen iiber Kérpern, Matrix auf Dreiecksform bringen)

e Worauf muss man denn achten bei der Determinantenbestimmung durch den Gauf- Algorith-
mus? (Determinanten der Elementarmatrizen erklért, Determinantenmultiplikationssatz)

e Und wenn die Matrix iiber einem kommutativen Ring definiert ist? (Laplace)
e Woraus folgt denn der Laplacesche Entwicklungssatz? (Adjunktensatz)
e Was folgt denn noch so aus dem Adjunktensatz? (Cramer-Regel erklirt)

e Eine weitere Folgerung? (A invertierbar .. det (A) invertierbar; Berechnungsformel fiir die Inverse
von A)

e Wie sehen die Einheitengruppen von Z, Z/mZ, K aus?

Themenwechsel

Vektorrdume und lineare Abbildungen:

e Sei V ein Vektorraum, v1,...,v, Vektoren in V.
e Wann sind die Vektoren lin. unabhéngig?
e Wann bilden sie ein Erzeugendensystem?

e Was ist die Dimension eines Vektorraumes?
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Protokoll: Miindl. Vordiplomspriifung Lineare Algebra I

e Warum besitzen zwei Basen eines Vektorraums die gleiche Basis? (Korollar aus dem Satz von
Steinitz)

o Wie lautet das Austauschlemma?

e Nennen Sie alle Dimensionsformeln, die sie kennen!

— dim(U) < dim(V)

— dim(V/U) = dim(V') — dim(U) (dabei erklart, was V/U ist)

— dim(V) = dim(V™)

dim(U + W) = dim(U) — dim(W) — dim(U N W) (gesagt, dass UNW, U, W, U + W alle
Unterrdume von V sind)

dim(Hom(V,W)) = dim(W) - dim(V)

e Wie sind denn die Nebenklassen definiert?
e Wie addiere ich zwei Nebenklassen?
e Wann sind zwei Nebenklassen gleich?

e Weitere Dimensionsformeln,. . . Stichwort Rangsatz?

— dim(V/Kern(f)) = dim(Bild(f)) f linear
— dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f))

e Beweisskizzen fiir folgende zwei Dimensionsformeln:

— dim(U+W) =dim(U) — dim(W) —dim(UNW)... (jeweils Basen ergénzen wie im Skript)
— dim(Hom(V,W)) = dim(W) - dim(V). .. Isomorphismus zu mxn-Matrizen

e Wie wiirden Sie beweisen, dass U N W ein Vektorraum ist? (Unterraumkriterium: gaaanz ganz
simpel skizziert, also Nullvektor ist in U und in W, also auch in U N W; und dann miisste
man zeigen, dass die Schnittmenge gegeniiber der Vektoraddition und der Sklalarmultiplikation
abgeschlossen ist. Mehr wollte sie nicht horen)

e Sie haben gesagt, die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung ist ein Isomorphismus, wie kon-
struiere ich denn eine Matrixdarstellung? (Bilder der Basisvektoren von V' als Linearkombination
der Basisvektoren von W darstellen)

e Was kann man allgemein iiber die Bilder einer Basis von V' unter einer linearen Abbildung sagen?
(Erzeugendensystem von Bild(f), lin. unab. falls f injektiv, Basis von Bild(f) falls f injektiv
und Basis von W falls f bijektiv) Ende der Priifung.

Allgemeiner Eindruck und Ablauf der Priifung:

Frau Unger ist sehr sehr freundlich und ihre lockere Art wirkt sehr beruhigend auf den Priifling. Die
Fragen, die sie gestellt hat, decken sich fast zu 100 Prozent mit denen aus den anderen Priifungspro-
tokollen. Ich hatte mir vor meiner Priifung eine Priifung bei Frau Unger in linearer Algebra I und II
angeschaut und war auf das hohe Tempo einer solchen Priifung schon vorbereitet. Fiir mich war dies
die erste miindliche Priifung seit dem Abitur und ich hatte es mir im Vorfeld als ein wenig langsamer
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Protokoll: Miindl. Vordiplomspriifung Lineare Algebra I

vorgestellt. Bei der Priifung sitzt man iibrigens mit Frau Unger und dem Beisitzer an einem runden
Tisch in ihrem Biiro, die Priifungssituation ist also etwas anders (und entspannter) als z.B. beim
Abitur oder irgendwelchen Staatsexamina, bei denen man vor dem Priifern sitzt und redet. Auf dem
Tisch liegt Schmierpapier, auf dem abwechselnd Frau Unger und der Priiffling rumkritzeln. Wichtige
Sachen wie z.B. Beweise/Definitionen habe ich alle auf das Konzeptpapier geschrieben, es reichten
jedoch immer Skizzen der Beweise aus. Vor meiner Priifung habe ich mir die anderen Protokolle genau
angeschaut und konnte so viele Kleinigkeiten, auf die sie jedes Mal zu Sprechen kommt, im Vorbei-
gehen dazusagen (z.B. gegen welche Vektoren darf ich im Austauschlemma den Vektor austauschen,
Cramer-Regel unpraktisch wegen der vielen Determinanten etc.). Aus diesen Griinden kann ich Frau
Unger als Priiferin bestens empfehlen!
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Gedéchnispotokoll zur miindlichen Priifung
Lineare Algebra I (vom 24.03.2005)

Priiferin: Prof. Dr. Luise Unger

Dauer: ca. 25 min

Note: 1.0

Priifling: Peter KreyBig (pkreyssig@gmzx.de, falls Fragen auftauchen)

Bei Frau Unger hat man die Moglichkeit sein Wunschthema zu nen-
nen. Mit diesem beginnt dann die Priifung (damit man nicht direkt auf dem
Schlauch steht...). Mein Wahlthema war Vektorrdume und lineare Abbildun-
gen. (Ich fiirchte die Reihenfolge der Fragen ist nicht unbedingt korrekt...)

Wann sind n Vektoren linear unabhingig?
Linearkombination definiert, linear unabhéngig wenn nur die triviale Dar-
stellung des Nullvektors existiert

Und wann sind sie eine Basis?
wenn sie ein Erzeugendensystem des Vektorraums sind, d. h. wenn die Menge
ihrer Linearkombinationen gleich dem Vektorraum ist

Formulieren Sie das Austauschlemma oder den Basisaustausch-
satz
habe das Austauschlemma hingeschrieben

Und welche Vektoren aus der Basis lassen sich austauschen?
alle bei denen der Koeffizient in der Linearkombination ungleich 0 ist

Wie ist die Dimension eines Vektorraums definiert?
Anzahl der Vektoren einer Basis, falls endlich erzeugt

Und wie ist das mit der Eindeutigkeit?
kann iiber Basisaustauschsatz und Basiserginzungssatz gezeigt werden (ein-
mal Abschétzung nach unten und einmal nach oben)

Zidhlen Sie alle Dimensionsformeln auf die Sie kennen!
1. dimU < dimV (U Unterraum von V)
2.dimU+W =dimU +dim W —dim U N W (U, W Unterrdume und ange-
merkt, dass dann auch U + W und U N W Unterrdume sind)
3. dimV/U = dimV —dim U (V/U ist Faktorraum V modulo U ebenfalls
ein Vektorraum)
4. dmV* =dimV
5. dimHomg (V, W) = dimV - dim W (Homomorphismenraum lineare Ab-
bildungen von V nach W)
6. dim Kern(f) +dim Bild(f) = dim V' (dabei sind Kern(f) und Bild(f) Un-
terrdume von V bzw. W wenn f eine lineare Abbildung zwischen V' und W)



Skizzieren sie bitte die Beweise zu 2 bis 6!
2. Basis von U N W zu einer von U und W ergénzen, dann zeigen, dass die
ergénzten Vektoren mit der Basis von U N W eine Basis von U + W sind.
3. U zu einer Basis von V ergénzen (z.B. (ui,...,us)), dann ist (u; +
U,...,us + U) eine Basis von V/U
4. da V* := Homg (V, K) (K als Vektorraum iiber K betrachtet) ist
5. Homg (V, W) ist isomorph zu My, (K) , wenn m := dim W und n :=
dim V'
6. sei f: V/Kern(f) — Bild(f) definiert durch f(v + Kern(f)) = f(v). Dies

ist ein Isomorphismus

Wie ist denn die Determinante einer Matrix A € M,,,,(R), R ein
kommutativer Ring definiert?
Leibnizformel hingeschrieben

Und was bedeuten S,, und sgn?
Sy die Gruppe der Permutationen in n Buchstaben definiert, Signatur be-
stimmen durch zdhlen der Fehlstinde

Was ist ein Fehlstand?
Fehlstand erlautert

Und wie berechnet man die Determinante einer Matrix?
Spezialfille: Nullzeile, -spalte (wegen det A7 = det A), gleiche Zeile, Spalte,
obere, untere Dreiecksmatrix. Falls R ein Korper ist, mit Gauf3-Algorithmus
auf Dreiecksform bringen

Wenn R kein Koérper ist und kein Spezialfall vorliegt?
mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz auf kleinere Matrizen reduzieren

Woraus folgert man den Entwicklungssatz?
aus dem Adjunktensatz A49A = AAAY = detA - I,

Was folgert man noch aus dem Adjunktensatz?
die Cramer’sche Regel zur Losung eines linearen Gleichungssystems, hinge-
schrieben

Wiirden Sie die Cramer’sche Regel fiir die Lésung eines LGS
verwenden?
nein, da man den Gauf-Algorithmus zur Verfiigung hat und sehr viele De-
terminanten fiir die Cramer’sche Regel berechnet werden miissen

Wie ist die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung defi-
niert?
Darstellen der Bilder einer Basis von V' als Linearkombination einer Basis
C von W. Die Koeffizienten sind die Eintrége der Matrix

Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und f : V — W eine lineare



Abbildung, was kénnen sie mir iiber (f(v1),..., f(v,)) sagen?
linear unabhéngig genau dann wenn f injektiv; Erzeugendensystem genau
dann wenn f surjektiv
Wie ist ein lineares Gleichungssystem definiert?
siehe Definition
Wann ist eine Matrix invertierbar?
wenn die Determinante ungleich 0 ist
Mit ungleich 0 bin ich nicht einverstanden.
ups, bei Ringen, wenn det A invertierbar in R ist
Wie sieht das bei Z und Z/mZ aus?
7>* ={-1,1} und a € (Z/mZ)* wenn ggt(a,m) =1

Eindruck, Ablauf der Priifung:
Die Priifung lief in einer entspannten Atmosphére ab. Bei kleineren Un-
genauigkeiten fragt Frau Unger nochmals nach, korrigiert man sich dann,
hat das keinen Einfluss auf die Note. Es ist nicht so wichtig die einzelnen
Details von Beweisen zu kennen, es geht mehr um Beweisskizzen und Zu-
sammenhénge (z.B. Folgerungen aus dem Adjunktensatz, wie kommt man
zu den Dimensionsformeln...). Meine néchste Lineare Algebra-Priifung wer-
de ich wieder bei Prof. Unger machen.



Priifungsprotokoll LAT FernUniversitat

Studienrichtung Mathematik (Diplom II)

Fach Lineare Algebra I (Kurs 01102)
Datum 28.10.2004

Priiferin Prof. Dr. L. Unger

Note 1.0

Frau Unger: So, dann wollen wir doch mal anfangen Herr... Ich erwarte noch ein Telefon von mystischem
Inhalt, welches sich leider nicht vermeiden ldsst. Vielleicht werden wir also kurz unterbrechen miissen. Mit
was mochten Sie denn gerne anfangen? ...

1 Determinanten (Wahlthema)

Wie ist die Determinante von A € M, (R) definiert? R sei ein kommutativer Ring.

— Leibnizformel hingeschrieben.
- Sy, 0, Verkniipfungstafeln, Fehlstinde und sgn (o) erklart.

— Hinweis, dass diese Formel nur fiir , kleine” Matrizen sinnvoll anwendbar ist.

Was kann man denn tun mit der Determinanten?

Invertierbarkeit von A € M;;;(R) beurteilen.

Falls man A4 und det(A) kennt, ergibt sich A~ = % (Adjunktensatz).

Definition einer Adjunkte hingeschrieben. Hinweis vertauschte Indizes.

Lineare Unabhingigkeit der Spaltenvektoren von A beurteilen.
Wenn man nun den Adjunktensatz anwenden will, um A~1 zu berechnen, worauf muss man da achten?

- Es muss gelten det(A) € R* (Einheitengruppe).
- Einheitengruppen der kommutativen Ringe Z, Z /mZ und K hingeschrieben.

- Hinweis auf die Allgemeinen linearen Gruppen Gl (Z)...
Nun gibt es Spezialfille, wo man die Leibnizformel nicht benétigt?

- Transponierte Matrizen.

— Matrizen mit Nullzeilen oder -spalten.

— Matrizen wo Zeilen oder Spalten zweifach vorkommen.

- Dreiecksmatrizen und als Spezialfall davon Diagonalmatrizen.
Wie sehen denn die Determinanten der Elementarmatrizen aus, und wie wirkt es sich auf die Determi-
nante aus, wenn man diese Elementarmatrizen von links her an eine Matrix A multipliziert? (Sie hat
die Frage bestimmt eleganter gestellt als ich hier :-)

— Determinanten der drei Elementarmatrizen aufgezahlt.

— Determinantenmultiplikationssatz und seine Anwendung (beztiglich der obigen Frage) erklart.

— Durch wiederholtes Multiplizieren mit Elementarmatrizen ergibt sich eine Dreiecksmatrix und

von der ldsst sich die Determinante einfach bestimmen. Allerdings nur falls gilt A € M;;;(K)!

Was machen wir denn, falls es sich bei einer , grossen” Matrix tiber einem kommutativen Ring nicht um
einen der oben beschriebenen Spezialfélle handelt?

— Formel fiir die Laplace-Entwicklung hingeschrieben (den Beweis wollte sie leider nicht sehen).

- Laplace-Entwicklung erklédrt, Untermatrix, moglichst wenig von Null verschiedene Koeffizienten
in der betreffenden Zeile oder Spalte. Durch wiederholte Anwendung reduzieren sich die Dimen-
sionen der Matrizen laufend, bis man die Sarrusregel anwenden kann.
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Priifungsprotokoll LAT FernUniversitat

e Erkldren Sie mir die Cramer’sche Regel!

- Diese kann nur angewendet werden, falls A € M, (K) und A1 existiert.

_ det(A;)
- A= det(A)

hingeschrieben und A; erklart (i-te Spalte durch b ersetzen...).

e Ja, aber da fehlt mir jetzt doch etwas der Kontext?! Was soll denn A; sein und was ist b, und um was
geht’s denn hier eigentlich?
— Achja, da geht’s natiirlich um ein lineares Gleichungssystem Ax = b.
- Da A~! existiert, ist Rg(A) = n und die Losung des LGS ist eindeutig, d.h. man kann schreiben
A=A"1b=det(A) 1A%y = det(A)’l(afj)b = ... (den Beweis ungefragt kurz skizziert).

e Jaaaa, jetzt bin ich zufrieden! Anderes Thema...

2 Vektorraume

e Sie haben einen K-Vektorraum V mit den Vektoren v, ..., v,,. Wann bilden diese Vektoren ein Erzeu-
gendensystem von V?

— Wenn man jedes v € V durch eine Linearkombination dieser m Vektoren darstellen kann.
m

- Linearkombination v = Y 4;v; mit a; € K hingeschrieben.
i=1
e Wann sind diese m Vektoren linear unabhingig?
— Wenn sich der Nullvektor durch ihre Linearkombination nur auf die triviale Art und Weise dar-
stellen lasst.

- Linearkombination und Implikation 4; = 0 fiir alle 1 < i < m hingeschrieben.

Wann bilden diese m Vektoren eine Basis von V?

— Wenn sie ein Erzeugendensystem bilden und linear unabhéngig sind.

Nun haben zwei Basen eines Vektorraums V ja die gleiche Anzahl Basisvektoren. Wie zeigt man das?

— Austauschlemma erkldrt. Da legte sie Wert auf den Nachtrag, dass man einen der n Basisvektoren
nicht durch ein beliebiges v € V austauschen darf, denn es muss gelten v # 0, sonst verkleinert
man ja ,freiwillig” die Dimension des Vektorraums.

Darf man denn beim Austauschlemma jeden der n Basisvektoren durch v # 0 austauschen?

— Nein, v darf nicht im Erzeugnis der n — 1 Basisvektoren liegen, die von der Austauschaktion nicht
betroffen sind, ...

— ... oder anders gesagt, der Basisvektor u;, der durch v ausgetauscht werden soll, muss an der Er-
zeugung von v beteiligt sein, d.h. a; # 0 an der entsprechnden Stelle in der Linearkombination
von v.

e Nennen sie mir eine Folgerung aus dem Austauschsatz von Steinitz!
- Basisergdnzungssatz.

Schreiben Sie mir alle Dimensionsformeln hin die Sie kennen!

— Dimensionsformel fiir Summe und Durchschnitt zweier Unterrdume U und W.

— Dimensionsformel fiir die direkte Summe von zwei Unterrdumen U und W.

- Dimensionsformel fiir einen Unterraum U von V, also dim(U) < dim(V) und
dim(U) =dim(V) < U=V.

Gilt diese Formel auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume?

- Zogern meinerseits...
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e Kennen Sie einen unendlichdimensionalen Vektorraum?

— Den der Polynome tiber einem Korper, also K[T].

— Ach natiirlich! So bilden z.B. die Polynome, welche nur gerade Exponenten haben, einen unend-
lichdimensionalen Unterraum von K|[T]. Also gilt obige Formel auch fiir unendlichdimensionale
Vektorrdume.

e Weitere Dimensionsformeln, z.B. fiir Faktorrdaume?

— Formel dim(V /U) = dim(V) — dim(U) hingeschrieben.

— Hier lasst sich sehr schon eine Verbindung zum Homomorphiesatz machen. Denn es gilt
dim(V /Kern(f)) = dim(V) — dim(Kern(f)) und wegen V /Kern(f) ~ Bild(f) auch gerade
dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)). Da die Dimensionsformeln fast in jeder Priifung gefragt
werden, lohnt es sich, diesen Zusammenhang aufzeigen zu konnen, denn dadurch wird die Chan-
ce kleiner, dass man eine der obigen Formeln (z.B. fiir Summe und Durchschnitt) beweisen muss.

- Aus dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) lasst sich dann noch gleich eine Verbindung zu linea-
ren GS aufzeigen, denn wegen dim(Bild(f)) = Rg(f) = Rg(A) gilt n = dim(U) + Rg(A).

e Kennen Sie die Dimensionsformel fiir Homomorphismenrdume?

— dim(Homg(V,W)) = mn, dabei ist dim(V) = n und dim(W) = m. Es handelt sich hier um die
Menge der linearen Abbildungen zwischen den K-Vektorraumen V und W.

e Konnen Sie diese Formel beweisen?

— 21?1 (Diese Frage hatte ich in keinem der Priifungsprotokolle gelesen). Ahh... nun... es gilt doch
Homg(V,W) ~ My, (K) und dieser Vektorraum hat doch die Dimension mn?! Das hat sie dann
gliicklicherweise als Antwort akzeptiert.

3 Lineare Abbildungen

e Wie kann man lineare Abbildungen durch eine Abbildung darstellen?
— Durch die Abbildung gM¢ : Homg(V, W) — M, (K) mit f — pMe(f).
e Wie geht denn das konkret vor sich?

- Daja f bekannt ist, hat man eine Anzahl von linearen Gleichungen. Setzt man nacheinander alle
Basisvektoren aus B in f ein und stellt das Resultat als Linearkombination der Basisvektoren aus
C dar, kriegt man eine Koeffizientenmatrix, die man dann noch transponiert. Diese transponierte
Matrix ist dann die gesuchte Matrixdarstellung von f.

e Ja, das war sehr schon, dann warten Sie doch bitte kurz draussen.

4 Allgemeiner Eindruck

o Thre Ruhe geht sehr schnell auf den Studenten tiber, ich war nur gerade am Anfang etwas nervos.

e Sie hat Witz, viel Geduld und gibt gerne auch mal einen Typ, oder stellt die ndchste Frage so, dass man
von selbst noch Korrekturen oder Ergdnzungen anbringt.

e Kleinere Fehler oder Versdumnisse wirken sich nicht auf die Benotung aus.

e Man sollte sich ein paar wichtige, kurze Beweise einprdgen. Diese kann man dann unaufgefordert an
die Frau bringen, und so vielleicht die schwierigeren vermeiden.

e Ich wiirde jederzeit wieder eine Priifung bei ihr absolvieren. Viel Gliick!

Mein Dank an alle welche auch Priifungsprotokolle schreiben.
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Gedachtnisprotokoll Prifung Linare Algebra 1 (Diplom 2)
Datum / Zeit: 25.09.03 /13:00 — 13:30
Pruferin: Luise Unger

Note: 1.0

Lineare Algebra 1:

e Gewdahltes Thema: Vektorraum:

(0]

(0]

Erzeugendensystem: gegeben sind Vektoren u_1,...,u_n Element von V. Jeder
Vektor v von V kann als Linearkombination von u_1,...,u_n dargestellt werden

Was ist eine Basis: Erzeugendensystem und linear unabhéngig, d.h. triviale
Darstellung des Nullvektors

Was sagt der Austauschsatz von Steinitz: Sei u_1,...,u_n eine Basis von V,
v_1,..v_m linear unabhangige Vektoren, wobei m<=n, dann gibt es Vektoren
u_i_m+l,.,u_i_n,sodassv_1,..,v_.m,u_i_m+1,..,u i _neine BasisvonV
bildet. Habe erwéhnt, dass n-m Vektoren ausgetauscht werden kénnen.

Basisbestimmung von V/U: Der Faktorraum hat ja dim(V)-dim(U) Elemente.
Seiv_1,.,v_neine Basis von V, u_1...,u_m eine Basis von U. Mit dem
Ergénzungssatz von Steinitz gilt: u m+1+ U, u m+2+ U,...,u_ n+ U,
Achtung: v + U und nicht v Il

Definition von V/U: V/U = {v + U | v € VV}, also die Menge der Nebenklassen.

Wann sind zwei Nebenklassen gleich: Seien v + U, v’ + U zwei Nebenklassen,
dann gilt mit dem Kriterium der Gleichheit von Nebenklassen: v+ U =v’ + U
genau dannwennv —v’ € U

Welche Dimensionsformel gibt es: dim(V/U)=dim(V) — dim(U),
dim(U+V)=dim(U)+dim(V)-dim(U geschn. V) und wie sieht der Beweis dieser
Formel aus

Anderer Kontext einer Dim-Formel: Homomorphiesatz, d.h. f_quer:
V/Kern(f)->Bild(f), f_quer ist ein Isomorphismus, d.h.
dim(V/Kern(f)=dim(Bild(f) €=>» dim(V) — dim(Kern(f) = dim(Bild(f))

Wie ist f_quer definiert: f_quer(v + Kern(f))=f(v)

e Anderes Thema: Determinante:

0}

Wie ist die Determinante definiert: =» Leibnitzformel, Permutation, S_n,
Signatur erklart (Fehlstdnde gerade = 1, ungerade = -1); und habe betont, dass
nur fur n X n-Matrizen (=quadratisch) definiert.

Spezialfalle zur Berechnung: 2x2-Matrix: Produkt Haupt- minus
Nebendiagonale; 3x3 mit Sarus, Sarus erklért; Obere Dreiecksmatrix Produkt
der Elemente auf der Diagonalen, nattirlich auch flr eine untere
Dreiecksmatrix; habe noch erklért, wie diese Dreiecksmatrizen definiert sind.




0 Weitere Berechnungsmoglichkeit: Laplace; ausfihrlich erklart: Entwicklung
nach Zeilen oder Spalten, giinstig, wo viele Nullen in der Zeile (oder Spalte)
sind; Formel hingeschrieben

0 Wofir braucht man Determinanten: Bestimmung ob eine Matrix invertierbar,
Z.B. Losung eines LGS, d.h. det(A) <>0

0 Und wie sieht es mit dem Z-Korper aus: det(A)=1, oder det(A)=-1 da die
Einheitengruppe von Z={1, -1}; und Z/mZ: ggt(det(A),m)=1

0 Wie kann man entscheiden, ob eine Matrix invertierbar ist: mit der
Adjungiertensatz, habe den hingeschrieben: A*A”Ad = AMAd*A=det(A)*I_n

0 Was sind Folgerungen aus diesem Satz: Bestimmung der Inversen von A,
Cramersche Regel, habe diese erklart und betont, dass nur dann anwendbar,
falls det(A)<>0

e Anderes Thema: Dualraum:

o Definition: Hom_K(V,K)=V*, d.h die Menge der linearen Abbildungen von V
nach K; BMC:V*=>M 1In

Dimension von Hom_K(V,K): 1*n=n, da B_M_C ein Isomorphismus ist.
Wie ist f* definiert: f*(w*)=w* o f

Fazit:

Frau Unger ist eine sehr nette Priiferin und ist wirklich zu empfehlen. Sie versteht es mit ihrer
Art und Weise eine sehr entspannte Atmosphare aufzubauen, was einem die Nervositét bald
einmal wegnimmt.



Vordiplom-Priifung 1102, LA-I
Datum: 10.03.03
Priifer: Frau Prof. Unger
Dauer: ca. 25 min.
Note: 3.0

Notieren Sie mal, wie eine Determinante berechnet wird.
Leibnitzformel auf dem bereitliegenden Konzeptpapier notiert.

Was ist 5,7
Symmetrische Gruppe in n Buchstaben erklért.

Was ist eine Permuatation?

Permutation erklart.

Was ist sgn?
sgn erklart.

Berechnen Sie mal diese 2x2 Determinante nach der Leibnitzformel.
Anhand der von Thr vorgegebenen 2x2-Matrix erklért, wie die Leibnitzformel
funktioniert.

Welche Sonderfille gibt es bei Determinanten?

Nullspalte/Nullzeile
Skalares Vielfaches zweiter Zeilen
Gleichheit zweier Zeilen

Wozu braucht man denn iiberhaupt Determinanten?
Invertierbarkeit priifen
Lineare Unabhingigkeit priifen

Und wann ist eine Matrix iiber einem Koérper invertierbar?
Det(A) <> 0

Warum?

Weil bei Korpern jedes Element <> 0 in der Einheitengruppe liegt

Und bei Z, wie ist es da?

Einheitengruppe -1 und +1
Und bei Z/mZ?
Einheitengruppe, wenn ggT(Det(A),m) = 1

Und wie berechnet man denn Matritzen grosser 3x37
Obere oder untere Dreiecksmatrix bei Kérpern durch Zeilen-/ Spaltenver-
tauschung.

Was passiert denn bei Zeilen- oder Spaltenvertauschung mit der Deter-
minanten?

Determinante dndert ihr Vorzeichen.

Was aber, wenn Sie eine Matrix > 3x3 {iber einem kommutativen Ring
haben?

Laplace-Regel erklirt und Satz nach Laplace notiert.

Woraus folgt denn die Regel von Laplace?

Aus dem Adjunktensatz



Schreiben Sie den mal auf.
Adjunktensatz notiert.
Und wie berechnet man nun die Adjunkte einer Matrix?
Adjunktenberechnung erklart.
Was ist denn die Cramersche Regel?
Anhand eines Beispiels erklirt.
Voraussetzung fiir die Cramersche Regel?
Matrix muss nxn-Typ sein, und ausserdem invertierbar sein.
Was ist denn ein Erzeugendensystem?
wenn <vl,...,vn> V erzeugt, lineare Hiille, etc.
Wann ist ein Erz.-System eine Basis?
Wenn es linear unabhéngig ist.
Was ist denn lineare Unabhéngigkeit?
Triviale Darstellung des Nullvektors erklart.
Gibt es nur eine Basis?
Nein.
Woraus folgert man das?
Steinitzscher Austauschsatz.
Was ist die Dimension?
Anzahl der Basis-Vektoren.
Dimensionsformeln?
Alle bekannten Dimensionsformeln aufgezihlt.
Was ist denn der Kern einer lin. Abbildung?
Kern erklirt.
Kern(f) ist ja auch ein Vektorraum, beweisen Sie das bitte mal.
Unterraumkriterien von Kern(f) nachgewiesen.
Wieso liegt denn v+v’ im Kern(f)? Das geht doch nicht immer, oder?
f ist linear, und daher gilt f(v+v’) = f(v)+£{(v’)

Ok, dann warten Sie kurz draussen.

Frau Prof. Unger ist sehr freundlich und nimmt dem Priifling mit Threr
natiirlichen Art erstmal einen Grossteil der Aufregung. Wenn man etwas
nicht weiss, umfragt Sie erstmal. Dadurch kommt man dann meisst selbst
auf die Losung. In schwierigeren Féllen bohrt Sie aber auch nicht lange nach,
sondern erklirt nach einiger Zeit, wie es richtig sein miisste, was sich dann
natiirlich in der Note niederschligt. Wesentlich ist aber, dass man dadurch
nicht aus der Ruhe kommt, sondern unbefangen an die Beantwortung der
néchsten Fragen gehen kann.

Da ich mit der linearen Unabhingigkeit, bzw. der triv. Darstellung des
Nullvektors Probleme hatte, und gerade die lin. Unabhéngigkeit laut Frau
Unger ein wesentliches Thema der LA ist, hat Sie ein paarmal nachgebohrt.
Als meine Notiz immer noch Fehler aufwies, erklirte Sie mir dann, wie es
richtig ist. Das hat sich natiirlich dann auf die Benotung niedergeschlagen,



welche ich daher als ausgesprochen fair empfinde.

Ich kann Frau Prof. Unger uneingschrinkt empfehlen. Viel Gliick bei
Eurer Priifung!



Lineare Algebral (01102)

24.02.2003, 11:00 Uhr
Prufer: Frau Prof. Unger
Dauer: ca. 20 Minuten
Note: 1,0

wahlbares Einstiegsthema: Lineare Gleichungssysteme
K oeffizientenmatrix, erweiterte Koeffizientenmatrix, L osbarkeitskriterien, Ldsung des homogenen
Gleichungssystems plus explizite Lésung, wie erhdlt man beide
Zeigen Sie, dal3 die L ésung eines Linearen Gleichungssystems ein Vektorraum ist! (Unterraumkriterium)

Basen
Was it ein Erzeugendensystem?
Wann sind Vektoren linear unabhéngig?
Wasist eine Basis?
Weasist die Dimension?
Warum haben verschiedene Basen eines V ektorraums gleich viele Elemente? (Basi sergangungssatz)
Wie lautet das Austauschlemma?

Nennen Sie alle Dimenstionsformeln, die Ihnen einfallen!
- Unterraume
Summen von Unterrdumen
Faktorraume
L 6sungsmengen von homogenen Glei chungssystemen
Homomorphismenraume
Duaraum
Vektorraum im Bezug auf Kern und Bild einer linearen Abbildung
lineare Abbildung im Bezug auf die zugehorige Matrix und das Bild)

Faktorraume
Wieist ein Faktorraum definiert?
Wann sind zwei Elemente eines Faktorraums gleich?
Wieist die Addition in Faktorraumen definiert?

Linare Abbildungen
Wasist eine lineare Abbildung?
Wie kann man eine lineare Abbildung durch eine Matrix darstellen?
Und wie kann man eine Matrix durch eine lineare Abbildung darstellen?

Determinanten

Wie berechnet man eine Determinante Uber einem kommutativen Ring? (Formel mit sigma)
Wie berechnet man die Inverse einer Matrix Uber einen kommutativen Ring?

Die Prufung verlief in sehr angenehmer Atmosphére. Frau Unger ist wirklich as Priferin zu empfehlen!
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