Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2012

Klausur am 22.09.2012:

Musterlosungen

Aufgabe 1

Wir beweisen die Behauptung mit Induktion nach n. Im Induktionsanfang sei ng = 1.
Dann gilt

2%1(—1)k+1k2 - 21:(—1)’”%2 = (D)% 1P =1=1-(2-1) = no(2ng — 1).
k=1 k=1

Somit gilt der Induktionsanfang.
2n—1

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass Y. (—1)**'k? = n(2n — 1) fiir ein n > 1
k=1
2(n+1)-1
gilt. Daraus miissen wir schliefen, dass >, (=1)*"1k? = (n + 1)(2(n 4+ 1) — 1), also
k=1

2n4-1

S (D2 = (n 4+ 1)(2n + 1) = 2n% + 3n + 1 ist.

k=1

Es gilt:

2n+1

2n—1
Z (_1)k+1k2 — Z (_1)k+1k2 + (_1)2n+1(2n)2 + (_1)2n+2(2n + 1)2
k=1 k=1
(Abspalten der letzten beiden Summanden)

— 27"02_1(—1)’9+11<;2 —(2n)2 + (2n +1)?

(aenn 2n + 1 ist ungerade und 2n + 2 ist gerade)

= n(2n —1) — 4n? + 4n? + 4n + 1 (Induktionsannahme und Ausmultiplizieren)
= 2024+3n+1=(n+1)2n+1).

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
Aufgabe 2

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist

O = O =
= o = O
— N N
W= NN
W w ot
S W N -

Wir subtrahieren die erste Zeile von der dritten

2

—1

d
0
1
0
1 3

OO O =
—_= O =N
W N Ot =
SN DN =

(© FernUniversitit in Hagen, 2012



Klausuraufgaben - Musterlésungen MG KL

und die zweite von der vierten

1 0 2 2 1 | 1
011 2 5 | 2
000 -1 2 | 2
000 1 -2 ] =2
Wir addieren die dritte Zeile zur vierten
102 2 1] 1
011 2 5|2
000 -1 2| 2
000 0O 010

Nun addieren wir das Doppelte der dritten Zeile zur ersten und zur zweiten Zeile, multi-
plizieren die dritte Zeile mit —1 und erhalten die Treppennormalform

1020 5 | 5
0110 9 | 6
0001 =2 | =2
0000 O | O
Wir fiigen Nullzeilen und —1’en ein und erhalten
10 2 0 5 | 5
01 1 0 9 | 6
00 -1 0 0 | O
00 0 1 -2 | =2
00 0 0 -1 1] 0
Von dieser Matrix lesen wir die Losungsmenge ab:
5 2 5
6 1 9
L= 0O [+al-1]+b] 0 |[|abeR
-2 0 -2
0 0 -1

Aufgabe 3

Um zu zeigen, dass U ein Unterraum von C|a, b] ist, benutzen wir das Unterraumkriterium.

b
Fiir 0, das Nullelement von Cl[a, b], gilt [Odz = 0, also gilt 0 € U. Seien weiter f,g € U,
b b b b b
also [ f(z)dx =0 = [g(x)dz. Dann ist [(f + g)(z)dx = [(f(z) + g(x))dx = [ f(z)dx +

a a

g(x)dr = 0+ 0 = 0. Also folgt f+ g € U. Sei nun f € U und A € R. Dann ist

- =

b
JAf)(@)dz = X[ f(x)de = A-0 =0, also Af € U. Mit dem Unterraumkriterium folgt,
dass U ein Unterraum von C|a, b] ist.
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Aufgabe 4

Da vy, v9,vs linear abhingig sind, gibt es «, 8,7 € K mit
avy + Pvg + yvg =0, also — yvs = avy + PBus,

und nicht alle drei Kérperelemente «, 3, sind 0. Angenommen, es gilt v = 0. Dann wére
avy + pfve = 0, und mindestens eins der Koérperelemente «, 5 ist ungleich 0. Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass v; und vy linear unabhéngig sind. Es gilt also v # 0, und die
Gleichung —yv3 = awv1 + fve kann durch —v geteilt werden. Es folgt v = —%vl + (—%)vg,
und mit a = —% und b = —g folgt die Behauptung.

Aufgabe 5

1. Sei p=ag+a1T +axT? € V mit f(p) = (ag, —a1,as,ap + a1 +az) = (0,0,0,0). Ein
Vergleich der ersten drei Komponenten liefert sofort, dass ap = a3 = a9 = 0, also
p = 0, gilt. Damit ist Kern(f) = {0} mit Basis 0.

Da Kern(f) = {0} gilt, ist f injektiv. Also werden linear unabhingige Vektoren
aus V auf linear unabhéngige Vektoren in Mi4(R) abgebildet. Die Bilder der ka-
nonischen Basis (1,7, T?) sind dann also linear unabhiingig. Da sie aulerdem ein
Erzeugendensystem von Bild(f) bilden, sind sie eine Basis von Bild(f). Also ist

f(1)=(1,0,0,1), f(T) = (0,-1,0, 1),f(T2) =(0,0,1,1)
eine Basis von Bild(f).
2. Wir berechnen

f(l) = (1>O>O71):1(1707070)+0(O>1>O70)+0(070>170)+1(O>O7071)
f(ar) = (0,-1,0,1)=0-(1,0,0,0)+ (-1)-(0,1,0,0)+0-(0,0,1,0)+1-(0,0,0,1)
f(T2) = (0,0,1,1)=0-(1,0,0,0)+0-(0,1,0,0)+1-(0,0,1,0) +1-(0,0,0,1).
Also gilt
1 0 O
0 -1 0
1 1 1
Aufgabe 6

Wir verwenden das Monotonieprinzip. Wir wissen schon, dass a, > 0 fiir alle n € N ist.
Damit ist (ay) durch 0 nach unten beschriankt. Fir n € N gilt

Ant+1 _ an, _ 1
an (1+ap)a, 14ay,

<1.

Es folgt, dass (a,) monoton fallend ist. Damit ist (a,) durch a; nach oben beschrinkt.
Mit dem Monotonieprinzip gilt, dass (a,) konvergent ist.
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Aufgabe 7

n2

. . X nnt(=D" . . . ng(—1)"
1. Die Reihe 7 (—1)"~~ ist zwar alternierend, aber die Folge (b,) = ( )
=1

n=
ist nicht monoton fallend, wie wir jetzt zeigen werden.

Dazu reicht es, die ersten Folgeglieder von (b,,) auszurechnen: Es sind by = 1+(1_1) =
0, by = 2+(21)2 = %, by = 3+(§1)3 = % und by = 4+gg1)4 = %. Es sind by < b (schon

dies zeigt, dass (b,) nicht monoton fallend ist), be > bs und bg < bs. Die Folge (b,,)
ist daher nicht monoton fallend.

Man kann sogar zeigen (musste man hier aber nicht), dass es unendlich viele Stellen
der Folge gibt, an denen sie nicht monoton féllt. Dazu sei n € N ungerade.

ntlH(=D)?T pp(=1)"
) _

bpy1 —bn = (n+1) n?
_ nt2 ~ n—1
- (nt1)? n2

n?(n+2)—(n+1)%(n—1)
n?(n+1)2

n3—2n2—n3—2n2—n+4+n?2+4+2n+1
n?(n+1)2

_ n24+n+1
n?(n+1)2 > 0.

Ist n also ungerade, dann ist b,11 > by,. Somit ist die Folge (b,) nicht monoton
fallend.

2. Fir alle n € N gilt

e O 1

n2

o0
Die Reihe > (—1)"% ist als Negative der alternierenden geometrischen Reihe kon-
n=1
o0
vergent, und die Reihe ) # ist ebenfalls konvergent. Daher konvergiert die Summe
n=1

dieser Reihen, also die Reihe § (—1)”% + § 7712 = § (=" n+51_21)n'
n=1 n=1 n=1

Aufgabe 8

Es ist exp(x)(y — x) < exp(y) — exp(x) < exp(y)(y — =) genau dann, wenn exp(zr) <

xp(y)—exp(z) :
eljyy% < exp(y) gilt.

Da die Exponentialfunktion iiberall stetig und tiberall differenzierbar ist, konnen wir den

Mittelwertsatz auf die Exponentialfunktion im Intervall [z,y] anwenden. Dies zeigt, dass

es ein ¢y € (x,y) so gibt, dass M = exp/(zg) = exp(xg) ist. Da die Expo-

nentialfunktion streng monoton wachsend ist, folgt exp(x) < exp(zg) < exp(y), also

exp(y)—exp(x) < exp(y).

exp(z) < =
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Aufgabe 9

Wir untersuchen die Funktionen zunéchst auf Stetigkeit in 0.

Sei (x,,) eine beliebige Nullfolge. Dann ist (z%) fiir alle k¥ € N eine Nullfolge. Sei b, =
sin(i), falls x,, # 0 ist, und b,, = 0, falls x,, = 0 ist. Dann ist (b,) beschriankt, und damit
ist (x%b,) eine Nullfolge. Es ist aber zXb, = f(z,), und es folgt, dass der Grenzwert von
(f(x,)) existiert, gleich 0 und damit gleich f(0) ist. Somit ist f fiir alle k& € N stetig in

z=0.
Wir untersuchen die Funktionen jetzt auf Differenzierbarkeit in 0.
Sei (x,,) eine Folge in R\ 0, die gegen 0 konvergiert. Es ist

Flan) = £(0) _ #hsinG) o1
Tp —0 Tn Tn

Wie im ersten Teil der Aufgabe ist (zF~! sin(é)) fiir £ > 1 konvergent, und es folgt die
Differenzierbarkeit der Funktionen in 0 fiir £ > 1. Ist k = 1, so ist die Funktion in 0 nicht
differenzierbar. Sei etwa z,, = 2. Dann ist (z,) eine Nullfolge, aber die Folge (sin(i))
ist nicht konvergent, da sie unendlich oft die Werte —1, 0 und 1 annimmt. Somit existiert

der Grenzwert der Folge ( M) fiir k£ = 1 nicht.

zn,—0
Aufgabe 10

1. Seien o« = (AV B) - A und f = B — (A A B). Eine Wahrheitstafel fir o und 3
kann dann so aussehen:

= O - H[™

Die vierte und sechste Spalte der Wahrheitstafel zeigen, dass a und 8 dquivalent
sind.

2. Wir erhalten
a = (AVB)— A

~ -(AVB)VA Junktor-Minimierung

~ (RAAN-B)VA De Morgan

~ (mAV A)A(-BV A) Distributivgesetze

~ (-BVA) —"AVAxlundaANl=a
und

g = B—(AANB)

~ -BV(AAB) Junktor-Minimierung

~ (=BVA)A(—~BV B) Distributivgesetze

~ (-BVA) “BVB~xlundaAl=xa

Dies zeigt, dass o und 3 dquivalent sind.
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