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Mathematische Grundlagen (1141) WS 07/08

Nachklausur am 29.03.2008:

Aufgabenstellungen

Die Lösungen der folgenden Aufgaben müssen Sie begründen.

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Lösungsmenge L des folgenden linearen Gleichungssystems über

R. 0 1 2 1 0
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[8 Punkte]

Aufgabe 2

Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Sei v1, v2, v3 eine Basis B von V . Sei

f : V → V die lineare Abbildung, die durch f(v1) = v2 + v3, f(v2) = v3 und

f(v3) = v1 − v2 definiert wird.

Berechnen Sie BMB(f) und dim(Bild(f)).

[4 + 4 = 8 Punkte]

Aufgabe 3

Sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad ≤ 3 über R.

Sei U = {a + bT + aT 2 + (a + b)T 3 | a, b ∈ R}.

1. Beweisen Sie, dass U ein Unterraum von V ist.

2. Bestimmen Sie eine Basis von U .

[4 + 4 = 8 Punkte]
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Aufgabe 4

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K. Sei f : V → V

linear, und sei Kern(f) = Bild(f).

1. Beweisen Sie, dass dim(V ) gerade ist.

2. Geben Sie ein Beispiel für einen Vektorraum V und eine lineare Abbildung f

mit Kern(f) = Bild(f). (Begründung bitte nicht vergessen.)

[2 + 6 = 8 Punkte]

Aufgabe 5

Beweisen Sie folgende Formel mit vollständiger Induktion.

Für alle n ∈ N gilt
n∑

k=1

2 · 3k−1 = 3n − 1.

[8 Punkte]

Aufgabe 6

1. Beweisen Sie, dass die Potenzreihe
∞∑

n=0

n
10n xn für alle x mit |x| < 10 konvergent

ist.

2. Beweisen Sie, dass die Reihe
∞∑

n=1

n3n

(n+1)!
konvergent ist.

[6 + 6 = 12 Punkte]

Aufgabe 7

Sei f : R → R definiert durch x 7→ x− exp(−x).

1. Beweisen Sie, dass f injektiv ist.

2. Beweisen Sie, dass die Gleichung x = exp(−x) genau eine reelle Lösung x ∈ R
besitzt.

[6 + 6 = 12 Punkte]



Nachklausur-Aufgaben MG NKL/ 3

Aufgabe 8

Bestimmen Sie die lokalen Extremwerte der Funktion f : [0, π] → R definiert durch

x 7→ cos(x)− cos2(x).

Hinweis: Es sind cos(π
3
) = 1

2
und sin(π

3
) =

√
3

2
.

[12 Punkte]

Aufgabe 9

Berechnen Sie eine Negationsnormalform von ¬((A ∨ B) ∧ (¬C ∨ D)). Dabei sind

A, B, C und D Atome.

[4 Punkte]
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Funktion Definitionsbereich Stammfunktion

x 7→ xn, n ∈ N0 R x 7→ 1
n+1

xn+1

x 7→ x−n, n ∈ N, n ≥ 2 R \ {0} x 7→ 1
−n+1

x−n+1

x 7→ x−1 (0,∞) x 7→ ln(x)

x 7→ x−1 (−∞, 0) x 7→ ln(−x)

x 7→ xα, α ∈ R, α 6= −1 (0,∞) x 7→ 1
α+1

xα+1

x 7→ 1
1+x2 R x 7→ arctan(x)

x 7→ 1√
1−x2 (−1, 1) x 7→ arcsin(x)

x 7→ exp(x) R x 7→ exp(x)

x 7→ ax, a > 0, a 6= 1 R x 7→ 1
ln(a)

ax

x 7→ cos(x) R x 7→ sin(x)

x 7→ sin(x) R x 7→ − cos(x)

x 7→ 1
cos2(x)

((k − 1
2
)π, (k + 1

2
)π), k ∈ Z x 7→ tan(x)

x 7→ 1
sin2(x)

(kπ, (k + 1)π), k ∈ Z x 7→ − cot(x)




