Mathematische Grundlagen (01141) WS 2016/17

Klausur am 04.03.2017:

Musterlosungen

Aufgabe 1
Induktionsanfang: Es sei ng = 1. Dann ist
1
1
Mo =1=c+4-+_,
= 3 2 6
also gilt der Induktionsanfang.

n
Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass Y. k% = %3 + "72 + g fiir ein n > 1 gilt. Daraus

k=1
n+1 B
miissen wir (im Induktionsschritt) schliefen, dass . k% = % + % + 2L folgt.
k=1
Mit der Induktionsannahme ist aber
n+1 n
SR = Y B4 (n41)? (Aufspalten der Summe)
k=1 k=1
= %3 + ”72 + 2+ (n+1)? (Induktionsannahme)
= i yn 2o 1= 134302 4 Bpg
und das ist tatsédchlich identisch mit
n+1)2 (n+1)? n+1 nd+3n2+3n+1 n?+2n+1 n+1
+ + = + +
3 2 6 3 2 6
1 4 345 13
= o3 in?y .
3n + 5" + 6 n+

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
Aufgabe 2

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) des linearen Gleichungssystems ist
1 2 0
3 7 0 | 25
2 3 1

Wir subtrahieren von der zweiten Zeile das dreifache der ersten und von der dritten Zeile
das doppelte der ersten

1 2 3 0| 7
0 1 2 0| 4],
0 -1 -2 1|0
addieren die zweite Zeile zur dritten
123017
01 20| 4
00011 4
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und subtrahieren (um die Null iiber der zweiten Pivot-Eins zu erhalten) das doppelte der
zweiten Zeile von der ersten:

-1 0 | -1
0| 4
1| 4

o = O

1
0 2
0 0
Damit haben wir schon die Treppennormalform erreicht.

Zum Auffillen auf Dreiecksform fiigen wir eine Nullzeile und -1 ein

10 -1 0 | -1
01 2 0] 4
00 -1 0] O
00 0 1| 4
und lesen daraus die Losungsmenge ab:
-1 -1
4
L= N |ceR
4 0

Wir kénnen auch die TNF ,von unten® auflésen und erhalten

x4 =4, x3 beliebig, o =4—2x3, 1 =-14+x3
(mit dem gleichen Ergebnis).
Aufgabe 3

Es ist

a

x=|b]| €eKern(f) < f(ac)z(az—;z_—zc ZCLb:—bc>:0 & b=a,c=-2a

c
a 1
< x=| a | =al| 1| (a€R beliebig) ,
—2a -2

1 1
also Kern(f) = < 1 > : 1 | ist als einzelner Vektor linear unabhéngig, bildet also

-2 -2
eine Basis von Kern(f). Dieser Vektor kann durch zwei beliebige Einheitsvektoren aus
1 1 0
R3 zu einer Basis von R? ergéinzt werden; z.B.sind [ 1 |, [0, | 1] linear unabhingig,
-2 0 0
1 1 0
dennaus a| 1 [+b|0|+c]|1]| folgt a+b=0,a+c=0,—2a=0,alsoa=b=c=0.
-2 0 0
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1 0
Damit bilden (z.B.) f(|{0|) und f(|1]), d.h. Ll und L -1 eine Basis von
0 0 2 0 0 2

Bild(f).
Aufgabe 4

Fir f(z) = %, x €I =][0,00) gilt f(0) =0 und f(z) > 0 fiir x > 0; damit liegt in
29 = 0 ein globales (und damit gleichzeitig lokales) Minimum vor. Nun suchen wir nach
moglichen weiteren Extrema im offenen Intervall (0,00); dort miisste die Ableitung der
(rationalen und damit auf dem ganzen Definitionsbereich differenzierbaren) Funktion f
eine Nullstelle haben. Wegen

g 2x(a+1) —a?(32%) 2z -2t z(2-—2?)
flz)= (23 + 1) T (@3r1)?2 (@3 r1)

ist das fiir > 0 nur bei z1 = /2 der Fall. Weiter lisst sich f/(z) > 0 fiir 0 < = < /2
und f'(z) < 0 fiir z > /2 ablesen, also ist f streng monoton steigend auf [0,27) und
streng monoton fallend auf (x1,00), also ist in 1 = /2 das einzige lokale (und globale)
Maximum.

Aufgabe 5

Wenn f und ¢ auf I differenzierbar sind, gilt das auch fir A mit h(z) = f(z) - g(x).
Gleichzeitig ist h(a) = h(b) = 0 (wegen f(a) = 0 bzw. g(b) = 0). Also existiert nach dem
Satz von Rolle ein g € (a,b) mit h'(xo) = 0, d.h. f(x0)g'(z0) + f'(20)g(xo) = 0. Da wegen
der strengen Monotonie a die einzige Nullstelle von f und b die einzige Nullstelle von g ist,

konnen wir durch f(xg) und g(xg) dividieren und erhalten wie behauptet ];((;Bg)) = —gg/ ((foo))

Aufgabe 6

a) Fir alle n € N gilt n3 > 1, somit auch n®+1 < 2n3 und damit a,, = nf}_il > % = %

3=

o0
Da die harmonische Reihe % divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium auch
n=1
_n?
n34+1°

die Reihe i%
n=1

o0
< %i = n% und der bekannten Konvergenz der Reihe ) # konvergiert

n=1

n
b) Wegen pov; g
o0
nach dem Majorantenkriterium auch unsere Reihe ) nf—ﬂ.
n=1

c¢) Hier kénnen wir uns das Leben (bzw. eine saubere Losung) leichter machen, indem wir

[e.e]
Quotienten- und Majorantenkriterium hintereinanderschalten: Die Reihe ) d,, mit d,, =

n=1
n2 . . . ay dnt1 _ (nFD23" 1 (n+1)?
zw konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt d, — 3ntlpz T 3T 2

2

2 . . .
T 7 < gw und dem Majorantenkriterium auch

% < 1 fiir n — oo; also konvergiert wegen
unsere Reihe c).
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Aufgabe 7

Der Zahler des Integranden ist (fast) die Ableitung des Nenners, daher substituieren wir
23+ 1 = g(z), also ¢'(x) = 32%,g(0) = 1,9(2) = 9, und erhalten

2 9
? 1/ 1 1 ?
dr = - [ — = fln(u)
3+ 1 3 g(x) 3
0 0 1
n(9)

1

Q\H

3
Aufgabe 8
Wir erhalten
a = (DV(BA-C))— A
~ AV-(DV(BA-Q)) Junktorminimierung
~ AV (-DA-(BA-C)) de Morgan
~ AV (=DA(=-BV--0C)) de Morgan
~ AV (-DA(=BVC(C)) doppelte Verneinung
~ (AV-D)AN(AV (-BVC(C))  Distributivgesetz
~ (AV-D)AN(AVv-BVvC(C) Klammern weglassen .

Dies ist eine Konjunktion von Klauseln, also eine konjunktive Normalform von a.

Wenn wir oben in der 5. Zeile wieder einsteigen, erhalten wir

a ~ AV(-DA(—-BV(Q))
a ~ AV ((-DA-B)V(-DAC)) Distributivgesetz
a ~ AV(-DA-B)V(-DAC) Klammern weglassen

Das ist eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von «.

(© FernUniversitat in Hagen, 2017



