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5 Punkte

Lésungsskizzen zu den Klausuraufgaben zum Kurs 1142 Algdhmische Mathematik

1142KWL14

Aufgabe 1.
Die Folgen(F,)nen bzw. (Gn)nen Von naturlichen Zahlefy, bzw. G, seien rekursiv definiert

durch

Fo=1, Fr=1, Fo=F-1+F_2fallsn> 2
n—2

Go=1, G; =0, Gh = ZkaaIIanZ.
k=0

(a) Berechnen Si&; und G3.

Lésungsvorschlag:

0
G, = ZGk:G():]_.
K=0
1
Gy = Z Gk=Gy+G1=1+0=1.
K=0
(b) Zeigen Sie, dass fur allec N gilt:

Gn+2 == Fn.

Lésungsvorschlag:

Wir zeigen die Behauptung per Induktion nathFirn= 0 undn =1 folgt die Behaup-
tung aus (a) und der Definition vdfy und F;. Sei nunn > 2 und die Behauptung bereits
bewiesen fur all&k € N mit 0 < k < n—1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung:

( n
Gni2 = %Gk
k=
n-1

Gn+ Z Gk
k=0

N

—~
[
~—

Gn+Gny1

&

Fho2+Fn-1
Fn.

—
N
—

An den Stellen (1) haben wir die Definition vag, und an der Stelle (2) die Definition
von F, fir n > 2 ausgenutzt, bei (IV) haben wir die Induktionsvorausssgzgiir n— 1
und n— 2) eingesetzt.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt also @iéltigkeit der Behauptung
furallene N.
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Aufgabe 2.
In dieser Aufgabe geht es um Permutationen.

(@)

(b)

Furk e N seiNy={1,2,3,...,k} die Menge aller natirlichen Zahlen im Intervll k].
Sei.% die Menge der bijektiven Funktionen mit Definitionsberelhund Wertebereich
Nk. Betrachten Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum auf dergden

M=.71U.%U.F3U.Z4U.F5U . Fg
mit Gleichverteilung auf den Elementen vbh. Sei A das Ereignis, das aus allen Funk-
tionenf € M besteht, fur die es eiaus dem Definitionsbereich vangibt mit f (x) # x.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignigses

Lésungsvorschlag:

Die Grundmenge besteht aus allen Permutationen der Lan@e8,14, 5, und 6, hat also
die GrolRe

6 6
k=1 k=1

Das EreignisA besteht aus allen Permutationen, die keine identischeRation sind.
Es gibt genau 6 identische PermutationeivVineine fur jede Lang&, 1 <k < 6. Damit
ergibt sich als Grol3e voA der Wert

|Al = [M| —|A| =873—6=867.

Somit betragt die gesuchte Wahrscheinlichkeit

(n)— /AL _ 867 _ 289
PV~ 1M ~ 873~ 201

Zerlegen Sie die Permutation

123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 1
56 911 8 13 14 3 10 7 4 2 12

in disjunkte Zyklen.
Lésungsvorschlag:

Man kann die gegebene Permutation wie folgt in Zyklen zemeg

(1,5,8,3,9,10,7,14)(2,6,13 12)(4,11)
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4 Punkte Aufgabe 3.
Zeigen oder widerlegen Sie: Die unten abgebildeten Gra@iennd G, sind isomorph.

Gl GZ

Lésungsvorschlag:

Wir zeigen, das$5; und G, nicht isomorph sind.

1. Beweismoglichkeit:

Der GraphG; enthalt einen Kreis der Lange 3, der Graph (ist isomorph zum vollstdndigen
bipartiten GrapherKz 3 und) enthalt (als bipartiter Graph somit) keinen Kreis dénge 3.
Daher kdnnerG, und G, nicht isomorph sein.

2. Beweismaglichkeit:

Loscht man inG; den obersten Knoten bzw. i@, einen beliebigen Knotem, so entstehen
GraphenG) bzw. G, mit jeweils genau zwei Knoten vom Grad 3. Diese sin€inbenachbart,
in G, nicht. Also sindG; und G, nicht isomorph, und da die Wahl vanbeliebig war, kdnnen
folglich auchG; und G, nicht isomorph sein.

3. Beweismaglichkeit:

Loscht man inG; den obersten Knoten, so entsteht ein Gr&ghder einen Kreis der Lange 3
enthalt. Léscht man iG, einen beliebigen Knoten, so entsteht ein GrapB,, der (isomorph
zum vollstandigen bipartiten Graphe€p 3 ist und somit) keinen Kreis der Lange 3 enthalt.
Also sind G; und G, nicht isomorph, und da die Wahl von beliebig war, kdnnen folglich
auchG; und Gy nicht isomorph sein.

4. Beweismaoglichkeit:

Loscht man inG; den obersten Knoten, so entsteht ein Gr&ih der einen Kreis der Lange
5, also einen Hamiltonkreis, enthélt. L6scht marGs einen beliebigen Knotem, so entsteht
ein GraphG,, der bipartit ist und ungerade Knotenanzahl hat und sonigkeHamiltonkreis
enthélt. Also sindG] und G, nicht isomorph, und da die Wahl von beliebig war, kénnen
folglich auchG; und G, nicht isomorph sein.

5. Beweismdglichkeit:

Ldscht man inG; den obersten Knoten und den Knoten oben rechts, welcheg Hisarée
Knoten sind, so entsteht ein Graf) mit Valenzsequen3,2,2,1). Ldscht man inG, zwei
beliebige benachbarte Knoterund w, so entsteht ein GrapB,, der isomorph zunt, ist und
somit Valenzsequeng, 2,2,2) hat. DaG] und G, unterschiedliche Valenzsequenzen haben,
sind sie nichtisomorph. Da die Wahl des Paaesv} von benachbarten Knoten beliebig war,
koénnen folglich auchG; und G, nicht isomorph sein.
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Aufgabe 4.

() Zeigen oder widerlegen Sie: Es gibt einen Graphen miaugédd Knoten, von denen acht
den Grad 3 und drei den Grad 4 haben.

6 Punkte

Geben Sie, falls moéglich, einen solchen Graphen explizit an

Lésungsvorschlag:
Wir zeigen, dass es einen solchen Graphen, d.h. einen GrapiieValenzsequenz
(4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,3) gibt und konstruieren einen solchen explizit.

Wir benutzen das Verfahren nach Havel und Hakimi.

Vi V2 V3 Vg V5 Vg V7 Vg Vg Vio Vi1
4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 2 2 3 3 3 3 3 3
V2. V3 Vg V7 Vg Vg Vig Vi1 Va4 V5
3 3 3 3 3 3 3 3 2 2
2 2 2 3 3 3 3 2 2
V8 Vg Vig Vi1 V3 Ve V7 Va4 Vg

3 3 3 3 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 2

V32 Ve V7 V4 V5 Vio Vi1

2 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

Vg V5 Vg V7 Vipo Vi1

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1

V5 V7 Vio Vi1 Ve

1 1 1 1 0

0 1 1 0

Vipo Vi1 V7 Ve

1 1 0 0

0 0 0

Da es einen Graphen mit 3 isolierten Knoten gibt, gibt es sarach dem Satz
zum Verfahren von Havel und Hakimi auch einen Graphen miteNadequenz

(4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,3).
Wenden wir das Verfahren von Havel und Hakimi riickwarts arldsst sich ein solcher
Graph konstruieren. Wir starten mit drei isolierten Knowewal figen dann immer Knoten

hinzu.
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1. Schritt;

2. Schritt;

3. Schritt;
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4. Schritt;

Vg

5. Schritt;

6. Schritt;
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7. Schritt;

8. Schritt;

9. Schritt;

Der Graph aus dem 9. Schritt hat die geforderte Eigenschatft.
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3 Punkte (b) Zeigen oder widerlegen Sie: Es gibt einen weiteren Geaphit genau 11 Knoten, von
denen acht den Grad 3 und drei den Grad 4 haben, der nichtipbrao Ihrem Beispiel-
graph aus (a) ist.

Lésungsvorschlag:
Wir zeigen, dass es mindestens zwei nichtisomorphe Grapheer Valenzsequenz gibt.

Neben dem Beispiel in (a) kann man einen weiteren Graphea @tter Benutzung von
einem der Graphefs; bzw. G, aus Aufgabe 3 konstruieren. Ein Beispiel hierfur ist der

folgende Graph.

Dieser Graph hat Komponenten der Grol3en 6 und 5, der Graplapiiat Komponenten
der Gr6Ren 7 und 4, somit sind diese beiden Graphen auchisachorph.

Kurze gemeinsame L6sung von (a) und (b) zusammen:

Der folgende Graplidy

haben offenbar die geforderte Valenzsequenz. Sie sind isimmorph, denn jeder Isomorphis-
mus vonH; nachH, musste die Komponente mit 6 Knoten vbh, d.h. den Graphef®; aus
Aufgabe 3, auf die Komponente mit 6 Knoten v, d.h. den Graphe®, aus Aufgabe 3, iso-
morph abbilden. Ein solcher Isomorphismus existiert alaehrdem Ergebnis aus der Losung
zu Aufgabe 3 nicht.

und der folgende GrapH
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Aufgabe 5.

Entscheiden Sie, ob folgende Zeichenketten Code eines &asimd. Begriinden Sie Ihre Aus-
sagen.

Falls die Zeichenketten Code eines Baumes sind, gebenrtgie Baum mit dem entsprechen-
den Code an.

@ ((COCOONOCONOO0))

Lésungsvorschlag:

Wir zeigen, dass der Code nicht Code eines Baumes ist.

1. Beweismoglichkeit:

Der Teil des Codes von der dritten bis zur zwoélften Klammatda

(OCOO)).

Dies ist ein wohlgeklammerter Teilcode, er ist jedoch niekikographisch sortiert, da
0O2000)

ist. Somit handelt es sich nicht um den Code eines Baumes.

2. Beweismadglichkeit:

Der Code ist wohlgeklammert, somit ist er Code eines geptmnBaumes, namlich des
folgenden:

Dieser Baum ist nicht korrekt gewurzelt. Somit ist der CoadnCode eines Baumes.

(b) (CCOO)COONCOIOO))

Lésungsvorschlag:
Wir zeigen, dass der Code Code eines Baumes ist.

Der Code ist wohlgeklammert. Der zugehérige gepflanzte Biauder folgende:
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Der Code ist lexikographisch sortiert, wie man leicht sieht

(0)=0
(COOMOO) =OIOO)

Ferner ist der obige gepflanzte Baum richtig gewurzelt, ddam Zentrum ist hier die
Menge aller Knoten mit Exzentrizitat 3, diese Menge ist Ementig und besteht nur
aus dem Wurzelknoten.

Somit handelt es sich um den Code eines Baumes.

Aufgabe 6.

Gegeben seien drei Manner A, B und C sowie drei Frauen 1, 2 usié Baben unterschiedliche
Praferenzen bezuglich eines Partners des anderen GdgshlBe Praferenzlisten sind wie
folgt:

A (1,2,3) 1. (B,C,A)
B: (2,3,1) 2: (C,AB)
C: (1,3,2) 3. (B,AC)

Dabei bezeichne der linke Eintrag eines Tripels jeweils ldedysten Partner, der mittlere den
zweitliebsten und der rechte den drittliebsten.

(a) Bestimmen Sie eine stabile Hochzeit. Begriinden SieMbrgehensweise.
Lésungsvorschlag:

Mit dem Algorithmus Men-Propose-Women-Dispose bestimmgreine stabile Hoch-
zeit. Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind unteredliget.

— A macht 1 einen Antrag und verlobt sich mit ihr.

— B macht 2 einen Antrag und verlobt sich mit ihr.

— C macht 1 einen Antrag.

— 1 I6st die Verlobung mit A, da sie C lieber mag als A, und vietlsich mit C.
— A macht 2 einen Antrag.

— 2 |6st die Verlobung mit B, da sie A lieber mag als B, und vitisich mit A.
— B macht 3 einen Antrag und verlobt sich mit ihr.

A ® ® A T8 A ® 1
B ® e, p e--e, 2

[ J 3 C [ J [ J 3 [ J 3
A O 1 A 1 A 1
B / 2 B ® 2 B 2

C ¢ 3 C ¢ 3 C 3

Bei dem perfekten Matching aus dem letzten Schritt handediah um eine stabile Hoch-
zeit



2 Punkte

6 Punkte

1142KWL14 11

(b)

(©)

Der GraphGp = (V,E) sei definiert durchv =U UW mit U = {A,B,C} und W =
{1,2,3}, und E bestehe aus all den Paarfmw} mit uc U undw e W, fiir die weder
der Mannu die Frauw am liebsten mag noch die Frauden Mannu am liebsten mag
(gemal obigen Praferenzlisten).

Stellen Sie den Graphen grafisch dar.

Lésungsvorschlag:

A ¢
B ® 2
C 3

Bestimmen Sie ein maximales Matching v@g und beweisen Sie dessen Maximalitat.
Kdnnen Sie dieses Matching zu einer stabilen Hochzeit ergyéh

Lésungsvorschlag:

Das einzige maximale Matching By besteht offenbar aus den Kantgh, 2) und (C, 3),
da jede andere Teilmenge von zwei oder drei Kanten einenelrggmeinsam hatte.

A ®
B @ 2
C 3

Die einzige Art, es zu einem perfekten Matching zu erganizgres, die KantgB, 1)

hinzuzunehmen.
A >< 1
B 9 2

~
~

~

c ® ® 3

Dieses perfekte Matching ist jedoch keine stabile Hochdaitdas PaaiB, 3) instabil ist,
denn B mag 3 lieber als seine Partnerin 1 und 3 mag B liebeheds iPartner C. Somit
ist es nicht moglich, das maximale Matching zu einer stalilechzeit zu erganzen.



1142KWL14

5Punkte Aufgabe 7.
Schreiben Sie die Dezimalzahl &3, ins 2er-System (d.h. Binarsystem) um.
Lésungsvorschlag:

88z : 64 = 1Rest24
242 1 32 = ORest24
4
245 16 = 1Rest4&§
82 8 - 1Rest§
E 4 = OResti—31
i—sl 2 - OReStE
S0 s s e
S A S i
A I T S
AT O i SRR
20 16 go - 8o — ORestyy g =153
Es folgt:
88,8(19) = 1011000110Q5).
Aufgabe 8.
Gegeben sei die Matrix
2 8 6
A=| 4 15 -9
6 25 40
und der Vektorb = (—2,8,28) .
4 Punkte (a) Bestimmen Sie eineU -Zerlegung vonA.
Lésungsvorschlag:
2 8 6 2 8 6 2 8 6
4 15 9 | —1| 2|-1 21 | —| 2 -1 -21
6 25 40 3| 1 22 3 -1 1
Somit lautet eind.U -Zerlegung
2 8 6 1 0 O 2 8 6
4 15 -9 =2 1 O 0 -1 -21
6 25 40 3 -1 1 0 0 1
A L M

3 Punkte (b) Zeigen Sie, dasa regular ist und fiir die InversA~! von A gilt:
-85 85 81
Al=| 107 —22 -21
-5 1 1
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Lésungsvorschlag:
1. Losungsmoglichkeit:

A ist regulér nach (a) als Produkt der beiden offensichtlégiutaren Matrizer. und U .
WegenA = LU ist
Al=-u-tL L

Die InverseL—1 von L lasst sich sehr leicht bestimmen. Nach dem Satz iiber die Drei
eckszerlegung ist ndmlich = G1G, das Produkt der beiden Frobeniusmatrizen

und
1 00
G=|0 10
0 -1 1

100
Gl=| 210
-3 01
und
100
G,'=]1010
011
Somit ist
100 100 100
L 1=G,'6;'=| 010 —210|=|-210
011 -3 01 511

Die Inverse vorlJ berechnen wir wie folgt:

2 8 6/1 0 O
0O -1 -21/0 1 O

0 0 1001)
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14
100/ 4 81
0100 -1 -21
00 1/0 O 1
Somit ist
: 4 81
ul=]| 0 -1 -21
0 O 1
und
I 4 81 100 -85 85 81
Al-ulL1=| 0 1 —21 2 10]|= 107 —-22 -21
0 O 1 511 -5 1 1

2. Lésungsmoglichkeit:

A ist regulér nach (a) als Produkt der beiden offensichtiégiutaren Matrizer. und U .
Die Inverse vorA berechnen wir wie folgt:

2 8 6/100
4 15 -9(0 1 0
6 25 400 0 1
1 4 3 300
0 -1 -21/-2 10
0 1 22/-301

0/-8%> 85 81
0| 107 —-22 -21
11 -5 1 1

Somit lautet
-8 g5 81
Al 107 —22 -21
-5 1 1

Y

wie behauptet.
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(©)

(@)

3. Lésungsmoglichkeit:

A ist regulér nach (a) als Produkt der beiden offensichtiegutaren Matrize. undU .
Wegen

2 8 6 82> 85 81 100

4 15 -9 107 —22 -21 |=[ 0 1 0

6 25 40 -5 1 1 001
A

lautetA—! wie behauptet.

Bestimmen Sid|A||1 und ||Al|. und die Konditionszahl vo\ beziglich der Spalten-
summennorm und beziglich der Zeilensummennorm.

Lésungsvorschlag:

Fur die Spaltensummennorm berechnen wir:

|All1 = max{2+4+6,8+15+256+|—9| + 40} = max{12,48 55} = 55,
|A7Y], = max{|—4125|+107+ | 5,85+ |- 22 +1,81+| - 21|+ 1}

= max{5245,108 103} = 5245,

cond(A) — ||A||1HA‘1Hl=555245:288475:—57595-

Fur die Spaltensummennorm berechnen wir:

|Ale = max{2+8+6,4+15+ | —9|,6+ 25+ 40} = max{16,28, 71} =71,
|A7Y|,, = max{|—4125|+85+81,107+|—22/+|—21],| - 5|+ 1+1}
= max{5785,150,7} = 5785,

condo(A) = Al HA_le =71.5785=410735= —822147.

Aufgabe 9.

Ein Student lernt fir zwei Klausuren. Er will genau 4 Stundeemg lernen. Er weil3, dass er
die 20 Punkte Mindestpunktzahl bei der leichten Klausurjadén Fall schafft. Wenrs die
Zeit (in Stunden) ist, die der Student fir die leichte Klaugunt, dann kann er erwarten, bei
dieser Klausur zusétzliché% Punkte zu erzielen. Bei der schweren Klausur dagegen ist sei
Kenntnisstand gleich null. Lernt érStunden fir die schwere Klausur, so kanrﬁ% Punkte

bei dieser Klausur erwarten. Er mdchte diese Klausur aligeden Fall schaffen, dazu braucht
er 40 Punkte. Der Student mochte einen Zeitplan aufstellardie Gesamtpunktzahl aus beiden
Klausuren zu maximieren und alle seine Ziele zu erreichen.

Modellieren Sie das Problem als Optimierungsproblem.
Lésungsvorschlag:

Seis die Lernzeit in Stunden fur die leichte Klausur undie Lernzeit in Stunden flur die
schwere Klausur.
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Die zu maximierende Zielfunktion lautet

Da die Lernzeit jeweils nicht negativ sein kann, haben wir
st >0,

und da die Summe der Lernzeiten exakt 4 betragt haben wir
s+t=4.

Wegen der Mindestpunktzahl in der schweren Klausur haben wi

8,
t+1

was aquivalent zu 80> 40t + 40 bzw. 4@ > 40 bzw.

t>1

ist. Damit ist die Bedingung) > 0 redundant. Insgesamt lautet das Problem

min —20 — 20> _ go_l_
s+1 t+1

S > 0

s + t = 4

t > 1

8 Punkte (b) Bestimmen Sie eine Optimalldsung des Problems.
Lésungsvorschlag:
1. Lésungsmaglichkeit: Substitution
Mittels der Substitutiors = 4 —t vereinfacht sicht das Problem zu
4—t 4t

min —20 — 200_% _ 20
! 5_t t+1

t
t

4
1

IV IA

Wir ignorieren vorerst die Nebenbedingungen und bestimaiteniokalen Minima der

Funktion 4t "
ft):=—-20{14+— +—
®) ( +5—t+t+1)

im Intervall |1.4[. Dazu berechnen wir

I . -1 4
fi(t) = _20((5—t)2 + (t+1)2)

und

" . —2 —8
T S
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Esist f’(t) = 0 genau dann, wenn

1 B 4
(5-1)2  (t+1)%
d.h. wenn
A(5—t)2= (t+1)?
d.h. wenn
100— 40t + 4t =t?>+ 2t + 1,
d.h. wenn
99— 424 3t>=0,
d.h. wenn
t?—14t+33=0,
d.h. wenn
te {7++v49-33} € {3,11}.

Somit liegt beit = 3 ein Kandidat fur ein lokales Extremum vor, wegEf(3) =7.5> 0
handelt es sich um ein lokales Mimimum mit Funktionswii8) = —90. Wegenf (1) =
—75 undf(4) = —84 handelt es sich um das einzige globale Minimum ¥am Intervall
[1,4].

Somit lautet die Losung unseres ursprunglichen Problem$s= (1,3), d.h. der Student
sollte eine Stunde fur die leichte Klausur lernen und 3 Starfdr die schwere Klausur
und erzielt dabei die optimale Gesamtpunktzahl von 90 FRumkt

2. Losungsmoglichkeit: Kuhn-Tucker-Bedingungen

Wir definieren die Funktionen

f(st) - _o0_ 205 _ 8%
’ a s+1 t+1’

h(sit) = s+t—4,

gi(st) = —s,

g2(s,t) = —t+1.

Unser Problem lautet dann

minf(s,t) unter h(s;t)=0, gi(s,t)<0,i=1,2.
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Wir berechnen zunéchst die Gradienten und Hessematrizesbagn Funktionen.

. 20 80
Of(st) = (‘@+1V“_a+1y)’
Oh(s;t) = (1,1),
Dgl(s7t> = ( )
DgZ(S7t> - (07 )
2¢(s,t) ( 03 0)
0 f (s, = ,
0 (t161%3
%h(s,t) = O,
(?gi(s;t) := O.
(?go(s,t) := O.

Je zwei der Gradienten vdm g; und g sind linear unabhéngig. Die Nebenbedingungen,
in deneng; und g> vorkommen, kdnnen niemals gleichzeitig aktiv sein, weant = 4
gilt. Damit sind alle zulassigen Punkte regulare Punktd\tyenbedingungen.

Daher ist eine notwendige Bedingung dafur, dass an dereStetl) ein Minimum vor-
liegt, dass e\ € R und 1, up < 0 gibt mit

20 _
e - A T M
80
. = A - K

Wir unterscheiden 4 Falle.
Falll: yy =2 =0

Dann folgt aus den Kuhn-Tucker-Bedingungen, dass

20 N — 80
(s+1)2 7 (t+1)?
gilt, also
(t+1)% = 4(s+1)2 (1)
Aus der Gleichungnebenbedingung fotgt 4 —t. Setzen wir dies in (1) ein, so erhalten
wir
(t+1)2=4(5-1)?,
d.h.
24+ 2t + 1 = 4t%> — 40t + 100,
d.h.
3t2—42t4+99=0,
d.h.

—14t+33=0,
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alsot € {3,11}. Da von diesen beiden Werten nur der Kandidat 3 im zulasdigeeich
liegt, erhalten wir also nur als Kandidat fuer eine Minintelle (s,t) = (1,3).

Da [0%f(1,3) positiv definit ist, liegt tats&chlich an der Ste(lk 3) ein lokales Minimum.
Fall 2: puy #0, up =0.

Dann ist die erste Ungleichungsnebenbedingung aktiv, eshgilt s = 0. Aus der
Gleichungsnebenbedingung folgt dann= 4. Setzen wir dies in die Kuhn-Tucker-
Bedingungen ein, erhalten wir

16
_20:)‘_111, _nga
also 16
U =20+A = 20—€ >0,
was ein Widerspruch ist.
Fall3: uy =0, up #0.

Dann ist die zweite Ungleichungsnebenbedingung aktiv, dshgiltt = 1. Aus der
Gleichungsnebenbedingung folgt dasn= 3. Setzen wir dies in die Kuhn-Tucker-
Bedingungen ein, erhalten wir

5
Z , 0 H2,

also c
U =20+ A ZZO_Z > 0,
was ein Widerspruch ist.

Fall4: py #0, p2 #0.

Dann sind beide Ungleichungsnebenbedingungen aktiv, iwhssein kann, wie wir eben
schon argumentiert haben.

Wir haben also nur ein lokales Minimum, namlich 3), im Zuléssigkeitsbereich gefun-
den. Da dieser als Strecke kompakt ist, handelt es sich urglelbbales Minimum des
Optimierungsproblems.

7 Punkte  Aufgabe 10.
Sei f : R2 —3 R definiert durch

f(x,y) := 2x2 +5y? — 2xy + x— 70000/ + 3.

Zeigen oder widerlegen Sid: ist konvex.

Lésungsvorschlag:

Wir zeigen, dasd konvex ist.

Beweis: f ist zweimal stetig differenzierbar mit Hessematrix

H=| 2 2.
—2 10
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Eine Cholesky-Faktorisierung van existiert, sie lautet namlich

(2 )-(28)(65)

somitistH positiv definit undf strikt konvex.

Aufgabe 11.

Geben Sie eine mathematisch exakte Definition dafur an, wage@eutet, dass eine Funktion
f: [a,b] — R strikt unimodal aufla, b] ist.

Lésungsvorschlag:

Eine Funktionf : [a,b] — R heifl3tstrikt unimodal auf [a,b], wenn sie genau ein lokales
Minimum in [a,b] besitzt.

Aufgabe 12.
Ldsen Sie das folgende lineare Optimierungsproblem:

max X + Yy

unter & + y < 16
2X +y > 6
X —y > 2

xy > 0

Tipps: Grafische Lésung ist zulassig. Bei Benutzung von Blands Rwiehen in unseren Rech-
nungen im Simplextableau keine Nenner grof3er als 6 auf.

Lésungsvorschlag:

1. Losungsmoglichkeit: Graphische Lésung

Wir lesen die Optimalldsung3,4) ab und errechnen den optimalen Zielfunktionswert ais 3
4=17.



1142KWL14 21

2. Losungsmoglichkeit: Simplexverfahren
Das Starttableau fur das Hilfsproblem fur Phase | lautetfolig:

4 00-1-1/0 0] 8
1 10 0 000 O
4 11 0 0/0 0|16
2 10-1 0|10/ 6
2] -1 0 0 -1|0 1| 2
Der erste Pivotschritt ergibt:
0O 20 -1 110 -2 4
o 30 0 ijo -3l
0O 31 0 20 -2]|12
0 [200 -1 1|1 —1| 4
1 -0 0-3/0 3|1
Der zweite Pivotschritt ergibt:
0O00 O O0-1-1| 0
000 3 i[-2 il
001 3 i[-3 -i[ 6
0103} § 32
1oo0-4 -1 1 1] 2

Damit ist eine zuléassige Losung, namli¢ky) = (2,2), gefunden und Phase | beendet. Wir
streichen die kunstliche Zielfunktion und die Spalten démdtlichen Schlupfvariablen und er-
halten als Starttableau fir Phase II:

000 2 -7/ -4
0013 1
010-3 3| 2
100 -2 -3| 2
Der Pivotschritt ergibt:
00 -0 -3|-7
o0 21 1| 4
01 fo0 3| 4
10 20 -%| 3
Das Tableau ist final. Wir lesen die Optimallosuf®4) mit Zielfunktionswert 7 ab.



