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Aufgabe 1

Seien

• f : R3 → R, f(x, y, z) = xy2z und

• g : R3 → R, g(x, y, z) = xyz

gegeben.
(Lebesgue)-integrieren Sie die Funktionen f und g über den Würfel W := [0, 1] × [−1, 1] ×
[−1, 0] ⊂ R

3. Mit anderen Worten: Berechnen Sie

1.

∫

W

f(x, y, x) dλ3(x, y, z) und

2.

∫

W

g(x, y, x) dλ3(x, y, z).



Aufgabe 2

Sei M eine nichtleere Menge und R ein Ring über M . Sei des Weiteren µ : R → R ein Inhalt
auf dem Ring R, µ⋆ das äußere Maß zu µ und A ⊂ M eine Teilmenge von der Grundmenge M .

Zeigen Sie: Gibt es eine aufsteigende Mengenfolge
(

Mj

)

j∈N
mit Mj ∈ R für alle j und A ⊂

⋃

j∈NMj, dann gilt µ⋆(A) ≤ limj µ
(

Mj

)

.



Aufgabe 3

Hinweis zur Punktevergabe: Jede richtige Antwort wird mit +2 Punkten, jede falsche Antwort
wird mit −2 Punkten bewertet. Keine Antwort werden mit 0 Punkte bewertet. Sie können jedoch
insgesammt in dieser Aufgabe keine negative Punkte erziehlen.
Ein Beispiel: Sie haben 4 von 6 Fragen beantwortet, 1 richig, 3 falsch. Sie erhalten daher 1×+2
Punkte, 3× −2 = −6 Punkte und 2 × 0 = 0 Punkte. Insgesammt wäre das −4 Punkte. Da Sie
jedoch mindestens 0 Punkte für die Aufgabe bekommen, erhalten Sie für die gesammte Aufgabe
0 Punkte.

Bitte kreuzen Sie entweder
”
Richtig“ oder

”
Falsch“ an:

1. Jede σ-Algebra ist ein durchschnittstabiles Dynkin-System.

wahr falsch

2. Jedes Prämaß auf ein Ring R lässt sich eindeutig auf ein Maß auf σ(R) fortsetzen.

wahr falsch

3. Für jede stetige, Lebesgue-integrierbare Funktion f : R → R und beliebige reelle Zahlen
a, b mit a < b gilt

∫

[a,b]
f(x)dλ(x) =

∫ b

a

f(x) dx

wahr falsch

4. Jede stetige Funktion f : Rd → R
n ist Borel-messbar.

wahr falsch

5. Sei Ω 6= ∅ eine Menge. Dann ist P(Ω) eine σ-Algebra.

wahr falsch

6. Seien (Ω1,A1, µ1) und (Ω2,A2, µ2) zwei σ-endlich Maßräume.

Es gibt genau eine Fortsetzung von µ1 ⊗ µ2 zu einem Maß auf der Produkt-σ-Algebra
A1 ⊗A2.

wahr falsch



Aufgabe 4

Sei die Mengenfolge (An)n∈N gegeben durch

An :=

[

1

n
, 1

]

für alle n ∈ N.

Wir betrachten die Funktionenfolge
(

fn
)

n∈N
gegeben durch

fn : R → R; x 7→ fn(x) :=
1

x
· χAn

(x).

1. Zeigen Sie, das die Funktionenfolge (fn)n isoton ist

2. Berechnen Sie die Lebesgue-Integrale (falls existent)

∫

fn(x) dλ(x) (n ∈ N)

und
∫

f(x) dλ(x),

wobei f die punktweise Grenzfunktion f(x) := limn→∞ fn(x) ist.

3. Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen vom Satz von Beppo Levi (Satz der monotonen
Konvergenz) erfüllt sind.

(Hinweis: Sind die Funktionen überhaupt messbar?)

4. Begründen Sie, warum f 6∈ L1(λ) nicht im Widerspruch zum Satz von Beppo Levi (Satz
der monotonen Konvergenz) steht.


