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Lösung zu Aufgabe 1

a) Sei F (y) :=
∫

[1,2]
f(x, y) dλ1(x). Wir berechnen F (y):

F (y) =
∫

[1,2]
f(x, y) dλ1(x)

=
∫

[1,2]
y sin(πxy) dλ1(x)

=
∫ 2

1
y sin(πxy) dx

=
1
π

∫ 2

1
πy sin(πyx) dx

=
1
π

[
− cos(πyx)

]x=2

x=1

=
1
π

(
cos(πy)− cos(2πy)

)
.

Nun berechnen wir das gefragte Integral:∫
[0,2]

∫
[1,2]

y sin(πxy) dλ1(x) dλ1(y)

=
∫

[0,2]
F (y) dλ1(y)

=
1
π

∫ 2

1
cos(πy) − cos(2πy) dy

=
1
π

[ 1
π

sin(πy) − 1
2π

sin(2πy)
]2
0

=
1
π

(sin(2π)− sin(0)
π

− sin(4π)− sin(0)
2π

)
=

1
π
· 0 = 0.

b) f ist messbar und beschränkt. Des Weiteren hat die Menge

A := {(x, y) ⊂ R2 | f(x, y) 6= 0} ⊂ [1, 2]× [0, 2]

endliches Maß:

λ2(A) ≤ λ2

(
[1, 2]× [0, 2]

)
= 2 < ∞.

Somit ist f λ2-integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt∫
[1,2]×[0,2]

f(x, y) dλ2(x, y) =
∫

[0,2]

∫
[1,2]

f(x, y) dλ1(x) dλ1(y)

=
∫

[0,2]
F (y) dλ1(y)

=
∫

[0,2]
0 dλ1(y) = 0.



c) Mit den Satz von Fubini folgt auch∫
[1,2]

∫
[0,2]

f(x, y) dλ1(y) dλ1(x) =
∫

[1,2]×[0,2]
f(x, y) dλ2(x, y)

= 0 (mit Teil b).
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Lösung zu Aufgabe 2

a) µ∗ ist kein Inhalt, da µ∗ nicht additiv ist.

Seien A1 = {1} und A2 = {2}. Es gilt A1 ∩A2 = ∅, A1 ∪A2 = {1, 2}. Somit ist

µ∗(A1 ∪A2) = 1 < 2 = 1 + 1 = µ∗(A1) + µ∗(A2).

b) Da µ∗ kein Inhalt ist, kann es auch kein Prämaß sein.

c) Da µ∗ kein Prämaß ist, ist die σ-Endlichkeit nicht definiert. Somit ist µ∗ nicht σ-endlich.
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Lösung zu Aufgabe 3

a) Sei Ω = {1, 2, 3}.

A1 =
{
∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}

}
und

A2 =
{
∅, {1, 3}, {2}, {1, 2, 3}

}
sind jeweils σ-Algebren.

Aber

A1 ∪ A2 =
{
∅, {1}, {2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}

}
ist keine σ-Algebra, da {2, 3}, {1, 3} ∈ A1 ∪ A2 und {2, 3} ∩ {1, 3} = {3} /∈ A1 ∪ A2.

b) Aus der Vorlesung (4.4.5 Beispiel)

D = {A ⊂ N |#(A ∩ {1, 2, . . . , 10}) ist eine gerade Zahl (oder 0)}

ist eine Dynkin-System:

1) #(N ∩ {1, . . . , 10}) = #{1, . . . , 10} = 10 ist gerade. Also ist N ∈ D.

2) Sei A ∈ D. Dann gilt

{A ∩ {1, . . . , 10} =(N \A) ∩ {1, . . . , 10}

=
(
(N ∩ {1, . . . , 10}) \ (A ∩ {1, . . . , 10})

)
= {1, . . . , 10} \

(
A ∩ {1, . . . , 10}

)
und A ∩ {1, . . . , 10} ⊂ {1, . . . , 10}. Also gilt

#
(
({A) ∩ {1, 2, 3, . . . , 10}

)
= #{1, . . . , 10} −#

(
A ∩ {1, . . . , 10}

)
= 10−#

(
A ∩ {1, . . . , 10}

)
.

#(A ∩ {1, . . . , 10}) ist nach Voraussetzung gerade oder 0. Also ist auch #
(
({A) ∩

{1, 2, 3, . . . , 10}
)

gerade oder 0. Dies zeigt {A ∈ D.



3) Seien disjunkte Ai ∈ D gegeben. Dann gilt

#

( ∞⋃
i=1

Ai

)
∩ {1, 2, 3, . . . , 10}

= #

( ∞⋃
i=1

Ai ∩ {1, 2, 3, . . . , 10}

)

=
∞∑
i=1

#
(
Ai ∩ {1, 2, 3 . . . , 10}

)
(Ai disjunkt).

Die letzte Summe ist endlich, da höchstens 10 verschiedene Ai’s mit Ai∩{1, 2, 3, . . . , 10} 6=

∅ existieren. Außerdem ist jeder dieser nicht-verschwindenden Summanden gerade.

Also ist die Summe als endliche Summe über gerade Zahlen wieder gerade. Somit

gilt
∞⋃
i=1

Ai ∈ D.

Nach Definition 4.4.3 ist das Mengensystem D ein Dynkin-System.

Die Mengen

A = {1, 2, 3, 4} und B = {4, 5}

sind zwei verschiedene Mengen im Dynkin-System D. Der Durchschnitt A ∩ B ist nicht in D,

da

#(A ∩B) ∩ {1, 2, . . . , 10} = #(A ∩B) = #{4} = 1

keine gerade Zahl ist. Das zeigt, dass D nicht ∩-stabil ist. Somit kann es auch keine σ-Algebra

sein, da Durchschnittsstabilität in Definition 4.2.1 explizit gefordert wird.
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Lösung zu Aufgabe 4

a) Das Mengensystem A = P
(
{1, 2}

)
ist als Potenzmenge von Ω = {1, 2} automatisch eine

σ-Algebra über Ω.

b) µ erfüllt die 3 Eigenschaften eines Inhalts:

1) µ(∅) = 0 nach Definition.

2) µ(A) ≥ 0 für alle A ∈ A.

3) Wir checken einfach alle Möglichkeiten der Additivität:

∗ µ
(
∅ ∪ {1}

)
= µ

(
{1}
)

= 1
2 = 0 + 1

2 = µ(∅) + µ
(
{1}
)
,

∗ µ
(
∅ ∪ {2}

)
= µ

(
{2}
)

= 1
2 = 0 + 1

2 = µ(∅) + µ
(
{2}
)
,

∗ µ
(
∅ ∪ {1, 2}

)
= µ

(
{1, 2}

)
= 1 = 0 + 1 = µ(∅) + µ({1, 2}),

∗ µ
(
∅ ∪ {1} ∪ {2}

)
= µ

(
{1, 2}

)
= 1 = 0 + 1

2 + 1
2 = µ(∅) + µ

(
{1}
)

+ µ
(
{2}
)

und

∗ µ
(
{1} ∪ {2}

)
= µ

(
{1, 2}

)
= 1 = 1

2 + 1
2 = µ

(
{1}
)

+ µ
(
{2}
)
.

c) Da A nur endlich viele Elemente hat, ist die σ-Additivität von µ automatisch erfüllt.

Also ist µ automatisch bereits ein Maß.

d) µ ist eine Wahrscheinlichkeitsmaß, da µ nach (c) bereits ein Maß ist und µ
(
{1, 2}

)
= 1

gilt.


