. Mathematik fiir Informatiker I (Bachelor), WS 01 /02

Klausur vom 16.02.2002:
Lasungshinweise zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1

a) Siehe 2.2.1a) MNN={zr|re Mundz€ N}

b) Fir Mengen M, N, X gelte M C NUX und MnNX c N. Wir zeizen M CN.
Sei z € M beliebig. Wegen M C NUX folgt £ € NUX ,also 7 € N oderze X.
Ist z € N, so sind wir fertig. Ist z € X , so gilt z € MNX, also wegen MNX C N
auch z € N. Fiir ein beliebiges z € M ist damit z € N gezeigt. Alsogilt M C N,

Aufgabe 2
Wir zeigen

= _ank % an(n+1)
S (-1 (o

fiir alle n € N durch volistindige Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1: Es gilt

1 :
Y (D =—1=(-1)} .172
k=1
Induktionsschritt n — n+ 1: Sei n € N, es gelte
1'4-
Z(-l}k = (-1)" il 2+ 1"'. (Induktionsvoraussetznng}
k=1
Dann folgt
n+l R
S(-14 = Y (-1 + (-1 e+ 1)
k=1 k=1
= {-1)" ”{"; D 4 (=1 n + 1) nech Induktionsvor |
=(-1)"*'m+1)(-3+(n+1)
= (1" (n+1)(3+1)
— (—1P* (4 D+ 2) = (1 B ”2{“' 1}

Damit ist die Behauptung durch vollstindige Induktion bewiesen.

Aufgabe 3
a) Sei V ein reeller Vektorraum. Nach Definition 4.3.1 heifit eine Teilmenge U

von V Untervektorraum von V', wenn
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Ul [ nicht-leer ist,
U2 u+v el firalle u, o' € U gilt, und

U3 auel firalle a € K und alle v € U gilt.

;\
b) (1) Die Menge U; = {| : | |Z1.....2. €R, 2} + 2} =0}
il
1\
= {| ! ||zn....2. €R, 1 =22 =0} CR"
Zn/

ist als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
G I = ﬂ, Ia = 0

gin Untervektorraum von R™ (vgl Satz 4.4.6).

o g |
x+2 . .
(2} Die Menge Uz := { : | £ € R} ¢ R" ist nach Proposition 4.3.2
IT+Tn/.
0
= 0
kein Untervektorraum von R", da Ogn = | | € U; (denn aus 2 +1 = 0
0

folgt z+2#0).
Aufgabe ## 5
Wir stellen fest, dass in

G 2r=5y=0
—dr+ 10y=0

die zweite Gleichung sich aus der ersten Gleichung durch Multiplikation mit —2
ergibt. Daher hat G dieselben Losungen wie

G’ 22 — by = 0.

Wir lésen G nach y auf und erhalten y = $z, also



L e e e

L{G}=L{G"}={(;) |2,y €R, y =1z}

={(:z) |zeR}={z (;) kx.E]R}
= Lin((;)].

1) eine Basis des Losungsraumes L(G) von G.

2
5

Demnach bildet (

Aufgabe ¥ 4

a) {1} Nach Definition 5.3.1 heiflen die Vektoren' v,... v, linear unabhdngig, wenn
fiir alle a;....,a. € R aus ayvy + ... + @ty = 0 notwendig a; = ... =6, =0
folgt.

(2) Eine Menge von Vektoren {vi,...,v,} wird nach Definition 5.1.9 genau dann
ais Erzeugendensystem von V bezeichnet, wenn Lin({vy,...,vn}) =V gilt.

(3) Eine Menge von Vektoren {vy,...,vs} heiBt nach Definition 5.3.7b) Basis
von V', wenn die Vektoren vy, ..., vn linear unabhingig sind und {vy,...,z.} ein
Erzeugendensystem von V' ist.

b) (1) Die Vektoren ( 12) ; (_;) € R? sind nicht linear unabhingig, sondern

: 1 —4 0
i bhingig: 4 +1 = .
mear abhangig (_2) ( " ) ({})

{2) Die Vektoren ( 12)., (_;) € R? bilden kein Erzeugendensystem von R?, -

denn nach (1) gilt dim Lin( (_'12) : (";)} =1, also

L‘m{(_l?) ' (_;)} -+ R? nach Satz 5.5.1.

(3) Die Vektoren 12 : _;) & R? bilden keine Basis des R?, da diese Vekioren

nach {1} nicht linear unabhangig sind.



Aufgabe 6
a) siehe 6.1.1.

b) (1) f ist nicht linear wegen

f(@)}=12'+0”=1,

e (;)) '=ft('r_f) = (<1 +0=14-1= wf{(;)y

(2) g ist nicht linear wegen

)

Aufgabe 7
I

a) Fiir | z, | € Kern f folgt
Ty

T + dxs + Tzz = 0
2I|+3I:*Igﬂﬂ

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2 und erhalten

A

21y + 810+ 141, = (1.
Hiervon subtrahieren wir die zweite Gleichung und erhalten
6Ty + 16z3 = (.

Division durch 5 liefert s + 323 = 0, also z3 = —3z3. Wir setzen dies in die erste
Gleichung ein und erhalten z; — 12x3 + 7z3 = 0, also r; = 5x3. Insgesamt folgt

also E:
I Brs )

I | =|=3z3 | =33 | =3
£ I3 1
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Durch Einsetzen sieht man aber, dass alle Vielfachen des Vektors | -3 in Kern f
1

5
lieger; also ist { | —3 |} eine Basis von Kern f.
1 .
b) Nach a} ist dimKern f = 1, und die Dimensionsformel] liefert

rang f = dimR® — dimKern f =3 — 1 = 2 = dimR%.
Wegen Bild f ¢ R? ist also Bild f = R* und {(é) 5 (S)} eine Basis von Bild f.

c) Nach a) ist Kern f # 0, f also nicht injektiv. Nach b) ist Bild f = R?, f also
surjektiv,



