Losungen der Klausur Mathematik fiir Informatiker I (1151)
WS 07/08

Klausur am 09.02.2008:

Losungsvorschldge zu den Aufgaben

zu Aufgabe 1

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist

| 1
| 2
| 3

Diese Matrix iiberfiithren wir in Treppennormalform und erhalten
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Links des Strichs steht die Treppennormalform T der Koeffizientenmatrix A.

Wir fithren Nullzeilen so ein, dass die Matrix links des Strichs quadratisch ist und die
Pivot-Positionen auf der Diagonalen stehen:

000000/ 0)
012010 2
000000/ 0
000110 2
000000/ 0
\0 00001/ 3)

Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung des linearen Gleichungssystems. Wir
fiigen nun —1 {iberall auf der Diagonalen ein, wo 0 steht.

-10 0 0 0 0] 0
01 2 0 1 0] -2
0 0-10 0 0] 0
00 0 1 1 0] 2
00 0 0 -101] 0
00 00 0 1] 3
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Losungsvorschlige zur Klausur A - MIBI KLL/2

An dieser Matrix konnen wir die Losungsmenge ablesen: Eine spezielle Losung steht
rechts des Strichs, und die Losungsmenge des homogenen Systems ist die Menge der
Linearkombinationen der Spalten, in denen wir —1 eingefiihrt haben. Es folgt:
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zu Aufgabe 2

1. Seien A = (a b) und B = (:z: y) in V. Es gilt
c d z u

f(A+B) = 2a + 2z b+c+y+z
b+c+y+z 2d + 2u
2a b+c 2r y+z
= = f(A B).
<b+c 2d>+(y+z 2u> f(4) + J(B)
: a b :
SelenzeRundA=< d) € V. Dann gilt
c
2za = zb+ zc
A) = =zf(A).
f(=4) (xb+xc 2zd ) zf(4)

Es folgt, dass f linear ist.

2. Als Basis B wihlen wir die Standardbasis (E1;, F1a, Fo1, Eg2) von V. Dann gilt

(2 0

f(Bun) = 00l = 2B +0-Epu+0-Ey +0-Ep
01

f(Ew) = L o) = 0-Eyy+1-Epp+1-Ey+0-Es
01

f(Ea) = 10) = 0-Enn+1-Eip+1-Ey+0-Ex
00

f(En) = 0 o] = 0-E;+0-Ejg+0-Ey +2- Ep.




Losungsvorschlége zur Klausur ‘ MIBI KLL/3

Es folgt sgMp(f) =

O O O N
O~ = O
S O
N O O O

3. Es gilt
Bild(f) = (f(Eu), f(Ei2), f(Ex), f(Ea))

“{Eo) G662
(o) ()6 2)

20 01 0
Die Matrizen , , 0 sind linear unabhéngig, bilden also eine
00 10 0 2

Basis von Bild(f).
Mit dem Rangsatz gilt

dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)),

also dim(Kern(f)) = 4 — 3 = 1. Es reicht also, eine linear unabhéngige Matrix in
Kern(f) zu finden.

1
Sei A = ( 0 0). Dann gilt f(A) = <g g), also A € Kern(f). Somit ist A

eine Basis von Kern(f).

zu Aufgabe 3

1. Die erste Teilmenge ist kein Unterraum, denn die Nullmatrix ist nicht enthalten.

2. Die zweite Teilmenge besteht nur aus der Nullmatrix. Sie ist somit ein Unterraum
VOn M22(R)

3. Die dritte Teilmenge ist kein Unterraum, denn die Nullmatrix ist nicht enthalten.

4. Die Menge X; = {A € My (R) | AT = A} ist ein Unterraum von Mg (R). Zum
Beweis benutzen wir das Unterraumkriterium. Die Nullmatrix liegt in Xj. Seien

a b a b a+ad b+V
A= ,B = € X4.D it A+ B = € Xy
(b c) (b’ c’> ¢ Lann gl + (b+b’ c+c'> 4



Losungsvorschlage zur Klausur ' MIBI KLL/4

b ra b

Seir € R, und sei A = (a
b ¢

) € X,4. Dann gilt (rA) = ( ), alsoTA € Xy.

Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass X4 ein Unterraum von Mas(R) ist.

rb rc

zu Aufgabe 4

1. Sei z € Kern(f). Dann gilt f(z) = 0, also g(f(z)) = g(0) = 0, denn g ist linear.
Da g(f(z)) = (g ° f)(=), folgt z € Kern(g o f). |

2. Sei g ein Isomorphismus, und sei z € Kern(go f). Dann gilt (go f)(z) = g(f(:v)) =
0. Da g ein Isomorphismus ist, ist Kern(g) = {0}, also f(z) = 0. Somit gilt
z € Kern(f), also Kern(g o f) C Kern(f). Mit dem ersten Teil der Aufgabe folgt
die Behauptung.

3. Sei V =R?, und sei f = g : R? — R? definiert durch f (m) = ((1) 8) <x) Da
' Yy Yy

(é 8) <(1) g) = ((1) 8), gilt fog = f, also Kern(g o f) = Kern(f). Da der

Rang der Matrix 1 ist, folgt, dass g kein Isomorphismus ist.

zu Aufgabe 5

Fiir den Induktionsanfang sei n = 1. Es sind 1—15 3 L und == 51 +1 = % Es gilt somit der

Induktionsanfang.
In der Induktionsannahme nehmen wir an, es sei n > 1 und es gelte > (2k_—1)1(—2E+_1) =
k=1

an-- Dann folgt

n+1 n
1 —
;(%——m - g (2k— 1)(2k+1) + 2m+1)— 1)(2(n+1)+1)
— n_ 4 1 _ n(2n+3)+1
2n+1 T @n+1)(2n+3) ~ (2n+1)(2n+3)
2n243n+1  _ (2n+1l)(n+l) _ _ n+l

(2n+1)(2n+3) — (2n+1)(2n+3) ~ 2(n+1)+1°

Mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt, dass die Formel fiir alle n € N
richtig ist.



Losungsvorschlage zur Klausur

MIBI KLL/5

zu Aufgabe 6

Die Wahrheitstafel fiir A = (B AC) ist:

AlBlc|Bac|a=BAC)
wlw|f| f f
w| flw| f f
flwlw| w w
w|flf| f f
flwlf| f w
flflw| f w
FIAVF f w

Die Wahrheitstafel fiir (4 = B) A (A = C) ist:

A

|c|a=Blasc| (A= B)A=C)

w

% B - 8 8
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€ €8 8 « &8 —« 8

w

€ € € = 8 &

€ 8 8 % 8 - 8

Wenn wir die mittleren Spalten zwischen den Doppelstrichen als Nebenrechnungen

interpretieren (was sie ja auch sind), so sind die verbleibenden Spalten der Wahrheits-

tafeln gleich. Die Aussagen sind somit logisch dquivalent.

zu Aufgabe 7

Seien a, b, c € R, sodass gilt:

a(vy +v2) + b(vy —v2) +c(vi +v2 +v3) = (a+ b+ c)v; + (a — b+ c)vg + cvz = 0.

Da (1, v2, v3) eine Basis von V ist, folgt

a
a

+ b
- b

+
+

(e T e T o




Losungsvorschldge zur Klausur MIBI KLL/6

Aus ¢ = 0 folgt a+b = 0 und a—b = 0. Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir
2a = 0, also a = 0. Es folgt b = 0. Die Gleichung a(vi+v2)+b(v1 —v2)+c(v1+ve+v3) =0
ist also nur fiir a = b = ¢ = 0 16sbar. Es folgt, dass die Vektoren v; +ve, v1 —v2, v1+v2+v3
linear unabhiingig sind. Da aber drei linear unabhéngige Vektoren in einem Vektorraum
der Dimension 3 bereits eine Basis bilden, ist v; + vq, vy — v3,v; + v2 + v3 eine Basis

von V.



