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Mathematik I / Mathematik fiir Informatiker I, WS 99/00
Klausur vom 19.02.2000:

Lésungshinweise zu den Klausuraufgaben

‘Aufgabe 1

a) MUN={z|z€ Moderz€ N}, MNN = {z |z € M und z € N}, siehe
2.6.1.

b) Seien M, N Mengen. Wir zeigen: M C N < MUN=N.

Beweis: ,=“: Sei M C N. Die Inklusion N ¢ M U N ist trivial. Ist umgekehrt
z€ MUN,also z € M oder x € N, soist wegen M C N in jedem Fall z € N.
Damit gilt auch M UN C N,also MUN = N.

,4<=“ Esgelte MUN=N. Aus M C MUN = N folgt sofort M C N.

Aufgabe 2
Es gilt

1-2  (1-2)(3-4) (3-8)+(-4-6)i -5-10i 1
T 3+4i (3+40)(3-4i) 9 + 16 25 5

also ist Rez = —% und Imz = —2. Es folgt

=y (V= =

27t = = = -1+ 2i.

z|?

Aufgabe 3
Wir zeigen, dass fiir alle n € N gilt: Z T = 21— =) . Dazu greifen wir auf
die Summenformel fiir die endliche geometrlsche Reihe (3.2.4) zuriick, nachdem wir

eine Indexverschiebung (1.4.3 ¢)) vorgenommen haben:

1 - 1
(__)(n 1)+1 1-— =

I N I

k=1

=-(1-=) fi i
4(1 5n) iir allen € N

Alternativ kann der Beweis natiirlich auch durch vollstindige Induktion nach n
gefiihrt werden:

n 1
Induktionsanfang (n=1): Y gr = L sdr=1=3-§{ =3(1-3).
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Induktionsschritt (n —1 — n) : Fiiralle n € N, n > 2 gelte 3 5 = 3(1 - za=1)
k=1

S

(Induktionsannahme). Daraus haben wir 2;1 =1 = (1 — &) zu folgern.
Firne N, n> 2 ist

L1 QR 1 1 5 1 1
S =Y am e = ) T
=15k1 k=15k1 5r-1 4 5n-1 mn-1
b} 4 1 1 5 1 1
=214z —m—)=(1—=-
10t e T m T s )
) 1
15
Folglich gilt die Aussage fiir alle n € N.
Aufgabe 4
a) Siehe 2.3.1.
T
b) (i) Die Menge U; := {(:ng) € R® | z; # 72} C R? ist nach 2.3.2 kein
Z3

0
Untervektorraum von R3, da Ogs = (O) ¢ U,,denn 0 =0.

0
I

(ii) Die Menge U, := { (m) € R® | 7, + 13 — 4z; = 0} ist als Losungsmenge des

Z3
homogenen linearen Gleichungssystems G 2; + z2 — 4z3 = 0 von einer Gleichung

in drei Unbekannten iiber R nach 2.4.8 ein Untervektorraum von R3.
I

(iii) Die Menge Us := {(m) € R3 | x; + x5 > z3} C R® ist kein Untervektorraum

I3

1
von R?, denn u = (O) € Us,da 140 =1 >0, aber fiir a ;== -1 € R ist
0

-1
au = ( 0 ) ¢ Us,da -1 +0=—-1<0. Also erfiillt Us nicht U3 in 2.3.1 und

0
ist somit kein Untervektorraum von R3.

Aufgabe 5

a) (i) Siehe 3.1.2.
(ii) Siehe 2.5.12 a).
(iii) Siehe 3.1.8 b).
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n

b) Es sei U :={(zz

I3

) €R3|.'E1—212+1'3=0}.

1 0
Wir zeigen, dass {( 0 ) , (1)} eine Basis von U ist. Daraus kénnen wir

-1 2
dim U = 2 ablesen (3.3.3 a)).

I
Ist (a:g) € U beliebig, so folgt aus der Definition von U : z3 = 2z, — 1y, also

3

B2 ) (3 ) ()

0
) (1) (wegen 1 —2-0+(~1) =0 bzw. 0—-2-1+2=0) ist
2

(_)’(

0
1
2
hinaus sind (

gilt:

C)H/'-\
O -

) } folglich (nach 2.5.13 d)) ein Erzeugendensystem von U . Da.ruber
1
0

) und (1) linear unabhingig, denn fiir a;,a; € R folgt aus

1 0 ay
0 -1 2 2a9 — a1

1 0
sofort a; = a; = 0. Also ist {( 0 ) , (1)} nach 3.1.9 d) und der Definition

-1 2
3.1.8 b) eine Basis von U.

Aufgabe 6
Zu bestimmen ist die Losungsmenge des folgenden (inhomogenen) linearen Glei-
chungssystems
Iy — IT9 + 4z3 = 2
G 2, + o — zZ3 = T
o — 3z3 = 1

von drei Gleichungen in drei Unbekannten iiber K.
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Iy
Wir folgen dem Beispiel 2.4.5 a) und nehmen an, (1’2) € R3? sei eine Losung von

T3
G. Aus der dritten Gleichung von G folgern wir zunichst zo = 3z3 + 1. Dies

setzen wir in die erste Gleichung von G ein und erhalten z; = 7o — 473+ 2 =
3x3 + 1 — 4z3 + 2 = —z3 + 3. Setzen wir diese Ergebnisse in die zweite Gleichung
von G ein, so erhalten wir

7=2$1+IL'2'—.’II3=2’(—$3+3)+(3.’B2+1)—$3= —223+6+3x3+1—-23=7

I
und damit keine weitere Bedingung an z,,z;,z3. Eine Losung | zo | € R3 von

I3
G hat also notwendig die Gestalt:

I -$3+3 3 -1
(Iz) = (3x3+1) = (1) +x3( 3 ) mit z3 € R.
T3 3 0 1

I Z
Umgekehrt zeigt eine Probe, dass alle Vektoren (Iz) € R3 der Gestalt (m2) =
T3 Z3

3 -1
(1) +z ( 3 ) fiir ein z € R Losungen von G sind:

0 1

B-z)-(1+32)+4x=3-2-1-3z+4r =2,
2B3-z2)+(1+3z)—z=6—-22+1+4+3x-z=17,
0-3-z)+(1+3z)-3z=1+3z—-3z=1

J—=x 3 -1
L(G)-—z{(1+3z) ]weR}z{(1)+x( 3 ) |z € R}
T 0 1

die Losungsmenge von G.

Also ist

Aufgabe 7
a) (i) Kern f := {v € V: f(v) =0} (nach Definition 4.1.4).
(ii) rang f := dim Bild f = dim f(V) (nach Definition 4.2.1).

I Ta
b) (i) Fiir alle v;,v; € R? mit v, = (yl) , Vg = (y2> gilt

2y 22
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T; + T2
vi+ve= | yu+y: |,also
2+ 29
2(zy + x2) — (21 + 22) )

flor+vy) = (—(331 +z3) + 3(y1 + y2) +5(z1 + 22)
2(zy + 2) + 3(z1 + 22)

(22 — 21) + (223 — 23)
= (=214 3y +521) + (—x2 + 3y2 + 523)

(221 + 3z1) + (222 + 322)

2, — n 2xy — 29
= (—.’t) +3y1 +521) + (*m2+3y2 +522)
2z + 32 2z + 32,

= f(v1) + f(v2)-

x ar
Fiir alle 2 € R und alle v € R® mit v = (y) gilt av = (ay) , also

z az

2(az) — (az)
flav) = (—(ax) + 3(ay) + 5(az) )
2(az) + 3(az)

a2z — z)
= (a(—m+3y+52))
a(2z + 3z)

2r — z

=a (—x+3y+52)
2z 4 3z

= af(v).

Insgesamt ist damit gezeigt, dass f linear ist.

(1) Zunéchst bestimmen wir dim Kern f:

z z 0
Wegen Kern f = { (y) e R3: f( (y) )= (O) } ermitteln wir dazu alle Losun-
z 0

~
“~

gen des linearen Gleichungssystems
2z - z = 0
G - + 3y + 5z =0
2z + 3z = 0.
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Wir erhalten dafir
z2=0==2z=0 (3. Gleichung minus 1. Gleichung),
2 =2=0==z2=0 (1. Gleichung),

Jy=ax—-52=0=y=0 (2. Gleichung),
0

also Kern f = { (0) }, und somit dimKern f = 0.
0

Mit Hilfe der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ergibt sich daraus

rang f = dimBild f = dimR® — dim Kern f

=3-0=3.
0
(iii) Wegen Kern f = { (O) } (vgl. (ii)) ist f nach dem Injektivitatskriterium fiir
0

lineare Abildungen injektiv.

Aus dimBild f = 3 folgt Bild f = R3, d.h. f ist auch surjektiv.
Da f somit sowohl injektiv als auch surjektiv ist, handelt es sich also um eine
bijektive Abbildung.

Aufgabe 8
a) Siehe 5.4.1.
b) Es seien K ein Kérper, n € N und P, @ € Mat,(K) invertierbar. Wir zeigen:

PQ ist invertierbar mit (PQ)™! = Q™' P~L.

Da P und @ invertierbar sind, gibt es nach 5.4.2 (und 5.4.3) eindeutig bestimmte
Matrizen P!, Q="' € Mat,(A") mit

PP'=P'P=1,und QQ'=Q7'Q = 1,.
Daher gilt fiir die Matrix M := Q7'P~! (wegen 5.1.5 d) + e)):

(PQIM = (PQ)Q™'P™") = ((PQ)QHP™! = (P(QQ")) P! = (P1,)P"
=PP =1,
und
M(PQ)=(Q™'PT)PQ)=Q (P HPQ) =Q(PT'P)Q) = Q7 (1.Q)
=Q7'Q = 1,.
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Damit ist PQ nach 5.4.1 (und 5.4.3) invertierbar mit inverser Matrix (PQ)™' =
Q—lP—l .

Aufgabe 9
a) (i) siehe 7.5.4, (ii) siehe 7.5.1.

b) Sei
-1 -2 2
A= ( 1 2 —-1) € Mat;(R).

0 0 1

(i) Durch Entwicklung nach der dritten Zeile berechnet man

T+1 2 ~2
XA(I)=det($13—A)=det( -1 -2 1 )

0 0 r—1
=(:c~——1)det(m_¢!~11 $_2_2) =(:c—1)((z+l)(:r—2)+2)

=(z-1)z*-2z2~-2+2) =(z-1)(2* ~z)=z(z - 1)~

Da die Eigenwerte von A genau die Nullstellen von x4 sind, hat A genau die
Eigenwerte 0 und 1.

(i1) Der Eigenraum von A zum Eigenwert 0 ist

1 2 =2
Eig,(0) = Kern(01; — A) = Kern(—A) = Kern ( -1 1 )
0 -

1 2 0
= Kern (—1 -2 0 ) = Kern ( ) = Lm(( )).
0 0 -1

Eine Basis von Eig,(0) ist also
-2
( ] ) |
0

Der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 ist

2 2 =2
Eig,(1) = Kern(13 — A) = Kern (-—1 -1 1 )
6 0 0

1 I =1 1 1 -1 1 0
::Kern(-l -1 1 ) = Kern (0 0 0 ):Lin((()),(l)).
0 0 0 0 0 O 1 1
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Eine Basis von Eig,(1) ist also gegeben durch

() C)

2 10
P::(l 0 1) € Mats(R).
0 11

Wegen det P =1 # 0 ist P invertierbar, also bilden die Spalten von P eine Basis
des R3. die aus Eigenvektoren von A besteht. Damit ist A diagonalisierbar, es ist

0 00
P“AP=(O 1 0).
0 01

(iii) Wir setzen



