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Aufgabe 1
5 Punkte Bestimmen Sie fur die komplexe Zahl
_ 3+
- 4
Ret, Imz und |z}, und geben Sie % und z~1 jeweils in der Form g+ mit a, b € R
an.
Aufgabe 2
4{Punkte Zeigen Sie: Fir dlen € N gilt:
1 3 1
Z gk-1 = 5(1 - _,I)
k=1 3
Aufgabe 3
Sei V en Vektorraum Uber einem Korper K ,
2 Punkte a) Wann heil eine Teilmenge U von V ein Untervektorraum von V?
4 Punkte b) Beweisen Sie fir eine Teilmenge U von V die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) U ist ein Untervektorraum von V.
(ii)Esglt ov €U und qu+ v' €U firalea e K undale y,u' € U .
Aufgabe 4
a) Es sdien V ein Vektorraum Uber einem Korper K, n € Nund vy, . . ., v, € V
paarweise verschieden.
2 Punkte (i) Wann heiBen die Vektoren vy,.. . ,v, linear unabhéngig?
2 Punkte (i) Wann hef} {v,,. .., v,} ein Erzeugendensystem von V?
2 Punkte (iii) Wann heit {vy,. .. ,v,} €ine Basis von V?
b) Untersuchen Sie, ob die folgenden Vektoren im @-Vektorraum C®
i 1+ 1+2
o{, -2 |, —4
-1 1 2—1
3 Punkte (i) linear unabhangig sind,
2 Punkte (ii) ein Erzeugendensystem von C° bilden,
2 Punkte (iii) eine Basis von C® bilden.
Aufgabe 5
a) Seien V, W Vektorraume tber einem Koérper K und f: V — W eine Abbildung.
2 Punkte (i) Wann heit f linear?
4 Punkte (i) Sei f linear. Definieren Sie die Begriffe Kern f und rangf.

1181K9

-2- M 1/ MINF 1, K

8 Punkte
5 Punkte

2 Punkte

Punkte
Punkte
Punkte
Punkte

N N NN

7 Punkte

3 Punkte

2 Punkte

4 Punkte

b) Die lineare Abbildung f : R3 — R* sei definiert durch

Ty + 2z2 — 3

I + + I
I1TZT27T23 - 3
= fiir all R’
Bl zz ) 92, + 3z ir alle zz
3 1+ 22 3

(Sie brauchen nicht nachzuweisen, da% f eine lineare Abbildung ist.)
(i) Uberprifen Sie, ob f injektiv ist.
(i) Bestimmen Sie eine Basis von Bild f, und ermitteln Sie rang f . Ist f surjektiv?

Aufgabe 6
a) Wie lautet die Dimensionsformel fiir eine lineare Abbildung f : V — W zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen V und W ?

b) Geben Sie fir die Eigenschaften (i),. . .,(iv) jeweils (mit Bewels) eine lineare
Abbildung f : R® — R* an mit der jeweiligen Eigenschaft, oder beweisen Sie, da%
eine solche lineare Abbildung nicht existiert:

(i) rangf = 2 und dimKern f = 2,

(i) f surjektiv,

(i) f injektiv,

(iv) f bijektiv.

Aufgabe 7
a) Fur welche a € R it das reelle lineare Gleichungssystem

G, T o+ I =1
27y + az; = 2az3 = O
7y + T» + arz = 2

(i) losbar,

(i) eindeutig 6sbar?
b) Bestimmen Sie ale Losungen von G, fir a = 2

Aufgabe 8
Seien K ein Korper und n € N.
a) Wann heifk eine Matrix P € Mat,(K) invertierbar?

b) Seien P,@ € Mat,(K) invertierbar. Beweisen Sie: PQ ist invertierbar mit
(PR = Q7P

(Die Aussage ist aus dem Kurs bekannt, sie soll hier nochmal bewiesen werden.)
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4 Punkte
2 Punkte

4 Punkte

2 Punkte
3 Punkte

4 Punkte
4 Punkte

2 Punkte

Aufgabe 9
Es sd B = (vy,vs,v3, vy) €ine geordnete Basis eines W- Vektorraumes V, und ene
geordnete Basis C von V sa definiert durch

c = (w11w25w31w4) = (U41v17v37v2)~
(Sie brauchen nicht zu zeigen, dal? C eine geordnete Basis von V ist.)

Sel f: V — V dne lineare Abbildung mit

Mg(f) -

o o N w
ol o N O
— © o O
- O o O

a) Bestimmen Sie Mc(f).
b) Bestimmen Se en P € GL@) mit Mc(f) = P 'Mp(f)P.

Aufgabe 10
Zeigen Sie, daR fur beliebige a, b € R die Matrix
1 —-a b
P:=]a 1 0] ¢€MatzR)
-6 0 1

invertierbar ist, besimmen Sie det P, und berechnen Sie det(P~?) .

Aufgabe 11

Seien K ein Korper, n € N und A € Mat,(K).

a) Wann heit \ € K Eigenwert von A?

b) Seien A;, A, Eigenwerte von A mit \; # A,. Beweisen Siel

Eig,(M) 0 Eig,(X2) = {0}.

Aufgabe 12
Essei A € Mata(R) definiert durch
3 -2 =2
A=1]1 0 -1
3 =3 -2

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A .

b) Geben Sie zu jedem Eigenwert von A eine Basis des zugehtrigen Eigenraums
an.

¢) Untersuchen Sie (mit Beweis), ob A diagonalisierbar ist, und ermitteln Sie gege-
benenfalls eine invertierbare Matrix P € Mats(R) |, so daB P'AP ene Diagonal-
matrix ist.
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Klausur vom 15.02.97:

Loésungshinweise zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1
Es gilt

PETIH T B+O0-3) (943 p@-g)iL. B85 3 1L
@+ 3)(E-3) = —1649—— 2 5 5

dso ist Rez = ¢ und Imz = —3. Es folgt
3N /1N [0 1

-3 LA RN VT,
l2l (5)+(5) % 5‘/—
Y

ET57TEY

- 3 1
_1__2__5-#5--":_3 —;
ZERET I 2“32"

Aufgabe 2
Zu zeigen ig: Fir dlen € N gilt

21 3 1
S = 305
= gk~1 2( 3 )
Wir fuhren den Bewels mittels vollstdndiger Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 1. Fir n = 1 erhdlt man

LIS | 1 3 1
Z —_—=e——=1=—(l-=],
& 31T 3i- 2( 3)
womit der Induktionsanfang gesichert ist.

Induktionsschritt von n auf n t 1:
Wir betrachten eéin n € N und nehmen an, es gelte

1
() Y =50 5)
Wir haben zu zeigen, daf3 dann
n+l 1 3 1
> 5 = 50~ 3w0)

k=1
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