Zusammenstellung von Fragen der
Vordiplomspriufung Mathe fiir Informatiker | (Kurs 1181)

Vorbemerkungen

Die nachfolgenden Fragen sind eine Zusammenstellung aus ca. 26 Protokollen von
Februar 1990 bis November 1995. Die Zahlen in Klammern hinter einer Frage geben die
absolute Haufigkeit dieser Frage an, getrennt nach den Priufern Petersson, Kamps und
Duma (in dieser Reihenfolge). Die Antworten stammen teilweise aus den Protokollen,
sowie aus dem Kurstext (Version 10/91).

"(*)" hinter einer Frage bedeutet, daf} diese Frage in den Protokollen nicht vorgekommen
ist, sie meiner Meinung nach aber gut in den Zusammenhang pal3t.
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Allgemeine Fragen, ,Duma-Specials*

- Einige nicht so gelaufige griechische Buchstaben: (*)
» X -Chi, - Zeta, & - Xi
« Wozu betreibt man lineare Algebra? (0, 0, 1)
- Gegeben seien die stetigen Funktionen X, sin X, cos X, exp x als Vektoren. Sind diese
Vektoren linear unabhangig? (0, 0, 1)
» Esistalso zu zeigen:ax+bsinx+ccosx+dexpx=0
fur a, b, ¢, d nicht sdmtlich gleich Null.
Sie sind linear unabhéngig ( wie Prof. Duma zeigte).

Span, Erzeugendensystem

Span

«  Wie ist Span (A) definiert? (2, 0, 0)
» Sei A eine nichtleere Teilmenge von V.
Dannist Span (A) :={Ziz1Maja | mUOIN,o; 0K, 0A(1<i<m)}
= Span (0)={0} 0O V.
= Span (A) ist die Menge aller Linearkombinationen von Elementen einer Teilmenge
A von V mit Skalaren aus K.
= 2.6.6,2.6.7
- Welche Eigenschaften hat Span (A)? (1, 0, 0)
= Span (A) ist Untervektorraum des Vektorraums V, der A enthalt.

Beweis:

a) Furjedesa UAgilta=1*a [ Span (A), also enthalt Span (A) jeden Vektor
a A, also auch A.

b) Wenn u, v I Span (A) gilt, dann ist auch au + Bv O Span (A), was unter
Verwendung der Definitionsgleichung von Span (A) gezeigt werden kann, indem
die Reihenentwicklungen von u und v zu einer neuen Reihe addiert werden.

= AOA' O Span (A) O Span (A)
= A[JSpan (A)
« Sei E eine Teilmenge von V, U ein Untervektorraum von V. Welche Relation besteht
zwischen den Aussagen E O U und Span (E) O U? (1, 0, 0)
» Die Aussagen sind aquivalent.
«  Welche Richtung ist wohl trivial zu zeigen? (1, 0, 0)
» Span (E) DU O E OU, da E eine Teilmenge von Span (E) ist.
- Zeigen Sie nun die andere Richtung. (1, 0, 0)
= Beweis (2.6.8):

Gilt E = [0, also Span (E) = Span (O) = {0}, so folgt Span (E) O U, weil U als

Untervektorraum stets den Nullvektor (von V) enthalt.

Gilt E # [0, so qilt fur jedes v I Span (E) v = £-1™ a;a;, a; U E. Wg. E 0 U gilt dann

auch a; O U und aus der wiederholten Anwendung der Untervektorraum-Bedingung

ou+oa‘v’ 0JU firu, v OU folgtvOU.
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Erzeugendensystem

+ Wasi ist ein Erzeugendensystem? (5, 0, 2)
» Ein Erzeugendensystem von V ist eine Teilmenge E von V mit Span (E) = V.
« Wann ist ein Erzeugendensystem E eine Basis? (1, 0, 0)
*» Wenn E linear unabhangig ist.
- Hat jeder Vektorraum ein Erzeugendensystem? (1, 0, 0)
» Ja, da Span (V) =V gilt, ist jeder Vektorraum V ein Erzeugendensystem fir sich
selbst.
» Ja, da jeder Vektorraum eine Basis hat und jede Basis auch ein Erzeugenden-
system ist.

Lineare (Un-) Abhangigkeit

- Was ist lineare Unabhangigkeit? (1, 0, 1)
«  Wie ist die lineare Unabhangigkeit definiert? (3, 0, 1)
» SeiV ein Vektorraum Uber einem Korper K.
Dann sind vq, vy, ..., v, OV linear unabhéangig.
< Firalle aq, ay, ..., aqg DK gilt: aqvy + aovp + ...+ apv, =00 0 =... =a, =0.
* Eine Teilmenge A von V ist linear unabhéngig, wenn die Vektoren jeder endlichen
Teilmenge von A, die nur verschiedene Vektoren enthalt, linear unabhéngig sind.
= [J 0O Vistlinear unabhangig.
«  Wie ist die lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren definiert? (1, 0, 3)
» Vektoren sind linear unabhangig, wenn der Nullvektor nur als die triviale
Linearkombination dargestellt werden kann.
» Vektoren vy, ..., v, sind linear abhéngig, wenn Skalare a4, ..., 0, existieren, die
nicht sdmtlich gleich Null sind, so dal3 a;vy + ... + a4V, = 0 gilt.
« Was ist noch zu fordern, um zum Basisbegriff zu gelangen? (1, 0, 0)
* Die Vektoren vy, vy, ..., V, missen V erzeugen.
- Was bedeutet lineare Unabhangigkeit anschaulich fur 2 Vektoren in der Ebene?
(1, 0,0)
» Die Vektoren spannen ein echtes Parallelogramm auf.
«  Wie zeigt man, dal3 V linear abhéngig bzw. unabhéngig ist? (0, 0, 1)
- Was ist eine Linearkombination, was ist lineare Unabhangigkeit? (0, 0, 2)
* Zi=1M a;a; ist Linearkombination der ay, ..., ay OV mit ay, ..., a, O K.
" 2.6.2
= 3.1.2
«  Welcher Zusammenhang besteht zwischen linearer Unabh&ngigkeit und einer Basis?
0, 0,1)
» SeiB :={by, ..., by} eine Basis. Dann kann jeder Vektor v J V eindeutig als
Linearkombination der by, ..., by, dargestellt werden. (Basiskriterium 3.1.11)
« Welcher Zusammenhang besteht zwischen linearer Unabhangigkeit und dem Rang?
0,0,1)
» Seirang A :=m < Es gibt m linear unabhéngige Vektoren in A; je m + 1 Vektoren
aus A sind linear abhéangig.
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Basis, Vektorraum, Dimension eines Vektorraums

Basis

Was ist eine Basis (von V)? (1, 0, 1)

* Eine linear unabhangige Teilmenge B von V, die V erzeugt, d.h. B mul} gleichzeitig
auch Erzeugendensystem von V sein.

» Die Anzahl der Vektoren der Basis B wird dadurch nach unten beschrénkt
(mindestens), dal3 B ein Erzeugendensystem ist; die Anzahl wird nach oben
beschrankt (maximal), daf’ B linear unabhéngig ist.

Wie ist der Begriff der Basis eines Vektorraums definiert? (0, 0, 2)

Was versteht man unter der Basis eines Vektorraums? (0, 0, 4)

» Eine Teilmenge B von V heil3t Basis von V, falls B linear unabhéngig und ein
Erzeugendensystem von V ist. (3.1.8)

» Weitere Stichworte: Erzeugendensystem, Span, Dimension (2.6.12, 2.6.6, 3.3.3)

Kann man mehrere linear unabhangige Vektoren aus V jederzeit durch andere linear

unabhéangige Vektoren aus V so erganzen, dal3 sie zusammen eine Basis von V

bilden? (0, 0, 1)

= Ja.

Wie kann man aus einem Erzeugendensystem eine Basis gewinnen? (1, 0, 0)

* |[ndem man linear abhéngige Vektoren des Erzeugendensystem eliminiert.

Welche Bedingungen muissen Vektoren erfullen, um eine Basis zu sein? (0, 0, 1)

» Sie mussen linear unabhangig sein und ein Erzeugendensystem bilden.

Wie erhalt man eine Basis von V? (1, 0, 0)

* |[ndem man linear abhangige Vektoren eliminiert, was genau dann mdglich ist, wenn
sich der Vektor als Linearkombination anderer Vektoren darstellen la3t. Um dies
wiederum festzustellen, kann man ein LGS mit dem Vektor als rechte Seite
aufstellen. Ist das LGS losbar, kann der Vektor eliminiert werden.

Was ist Uber die Anzahl der Elemente unterschiedlicher Basen eines Vektorraums zu

sagen? (0, 0, 1)

» Alle Basen eines Vektorraums haben gleich viele Elemente.

Zeigen Sie, dal3 alle Basen eines Vektorraums gleich viele Elemente haben. (0, 0, 4)

» Beweis (3.3.1 f):

Seien B, B’ Basen von V mit n bzw. n’ Elementen.
Es wird V von B erzeugt, also von n Elemneten. Da B’ als Basis linear unabhangig
ist, muf3 n’ < n gelten. Die umgekehrte Begriindung liefertn <n’, alson =n’.

Wie lautet die Standardbasis des n-dimensionalen Spaltenraumes K"? (1, 0, 1)

» {eq, ey, ..., €4} Wobei die e; die Einheitsvektoren sind. (3.1.12)

Wohldefiniertheit der Basis (0, 0, 1)

= 3.3.10

Vektorraum

Was ist ein Vektorraum? (0, 0, 3)

» Ein Vektorraum Uber dem Korper K ist eine nichtleere Menge V zusammen mit den
Abbildungen Addition und skalare Multiplikation, so dafd das Assoziativ- und das
Kommutativgesetz der Addition, die beiden Distributivgesetze und das Assoziativ-
gesetz der skalaren Multiplikation gelten. Auf3erdem mussen bzgl. der Addition das
Nullelement und das Inverse existieren. Fir die Multiplikation gilt 1v = v fir alle
vOV. (2.3.1)
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- Konnen Sie zeigen, dal’ das Nullelement eindeutig ist? (0, 0, 1)
» Geltev+0=vundv+0 =v.Dann folgt durch Einsetzen von 0’ bzw. 0
0=0+0=0+0"=0,also0 =0.
«  Was sind endlich und unendlich erzeugte Vektorraume? (0, 0O, 1)
- Wie ist ein endlicher Vektorraum definiert? (0, 0, 2)
* Ein endlicher Vektorraum V hat ein endliches Erzeugendensystem, d.h. es gibt ein
Erzeugendensystem von V, das nur endlich viele Elemente hat. (3.3.3 b)
« Nennen Sie mehrere Beispiele fur Vektorraume (0, 0, 1)
- Was flir Vektorrdume kennen Sie? (1, 0, 1)
= K, KN, C Uber IR, Maty, (K), Abb(X, K) mit X # [0, Hom (V, W), ...
» Es kann auch jeder Kérper K als Vektorraum utber sich selbst aufgefalit werden,
z. B. IR Uber IR.
«  Wie kann man aus endlichen VektorrAumen neue Vektorraume gewinnen? (1, 0, 0)
* Man kann durch gewisse einschrankende Bedingungen (z. B. a; + a, = 0) einen
Untervektorraum von V erzeugen.
» Der Durchschnitt zweier Untervektorraume ist wiederum ein Untervektorraum.
* Anmerkung: Bei der Vereinigung zweier UntervektorrAume entsteht nur dann ein
Untervektorraum, wenn ein Untervektorraum im anderen enthalten ist.
= Aist Untervektorraum von V genau dann, wenn A = Span (A) gilt. (2.6.9)
« Was ist ein Untervektorraum? (0, 0, 1)
* Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V ist genau dann ein Untervektor-
raum von V, wenn fir alle a, a‘ 0 K und u, v’ 0 U auch au + a‘u’ O U gilt.
» Die Null von U ist durch die Null von V bestimmt, d.h. 0\, O U.
» Firalleu OUistauch -u 0 U.
" 242

Dimension eines Vektorraums

- Erlautern Sie den Begriff der Dimension eines Vektorraumes (1, 0, 1)
- Was ist die Dimension eines Vektorraums V (Definition)? (5, 0, 2)
» Anzahl der Elemente einer Basis von V (wenn V endlich erzeugt ist, sonst + o)
(3.3.3a)
» Die Dimension ist die kleinste ganze Zahl n = 0 mit der Eigenschaft, daR n + 1
Vektoren in V linear abhéngig sind. (3.3.11 a)
» Eine Basis von V existiert, ist aber nicht eindeutig
» Je 2 Basen von V haben dieselbe Anzahl von Elementen
» Es sind mehrere Basen mdglich, die aber alle die gleiche Anzahl von Elementen
haben.
» unendlich erzeugt < dimV =
= endlich erzeugt < es existiert eine endliche Basis
= jede Basis ist endlich
= Je zwei verschiedene Basen von V haben gleich viele
Elemente
Die Anzahl der Basisvektoren ist also invariant gegeniber der Wahl der Basis.
Diese Invariante nennt man die Dimension des Vektorraums.
«  Was qilt fir einen Untervektorraum U von V bezuglich der Dimension? (4, 0, 0)
» dimU<dmV
= Beweis (3.3.13 a):
Da V endlich ist, existiert ein n := dim V = min NO (V), so da n + 1 Vektoren in V
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linear abhangig sind. Also sind auch n + 1 Vektoren in U linear abhangig, was mit
NO (U) die endliche Dimension von U impliziert.
Mit m := dim U = min NO (U) < n = dim V folgt die Behauptung.
Anmerkung: min NO (V) liefert das kleinste p, so daR p + 1 Vektoren in V linear
abhangig sind.
«  Wie beweist man, daf3 fur einen Untervektorraum U von V dim U < dim V gilt? (2, 0, 0)
« Wann gilt dim U =dim V? (1, 0, 0)
* Falls U =V qilt.
- Falls U ein Untervektorraum von V ist, was gilt dann, falls dim U = dim V gilt? (1, 0, 0)
s U=V
» Beweis (3.3.13 b):
Sein :=dim U =dim V. Sei B eine Basis von U. B ist also linear unabh&angig und
enthalt n Elemente. Also ist B in einer Basis B’ von V enthalten, die ebenfalls n
Elemente enthalt, also mit B Gbereinstimmt. Es folgt U = Span (B) = V.

Lineare Gleichungssysteme

- Wasistein LGS? (1, 0, 2)
* Ein Schema mit m Gleichungen (Zeilen) in n Unbekannten auf der linken Seite und
einem (konstanten) Vektor b [0 KM als rechter Seite. (2.5.1, 2.5.3)
= Matrixform: Ax = b mit A 00 Mat, , (K), x O KN, b O KM, (5.6.1)
= Grundform: ¥j=" aj =B (i=1, ..., m)
. Zj:]_n aJEJ =b (aj,b D Km)
« Wie ist ein LGS definiert und welche Eigenschaften (Losbarkeitskriterien,
Losungsmenge des homogenen LGS, ...) hat es? (1, 0, 0)
+  Was sind in der Darstellung Zj=1" ajx; (i = 1, ..., m) die a;? (0, 0, 1)
» Die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems bzw. die Komponenten der
Matrix A O Maty,  (K).
« Wann hat ein LGS uberhaupt eine Lésung? (1, 0, 0)
« Wann hat ein LGS nicht nur die triviale Losung? (0, 0, 1)
« Wann ist ein LGS allgemein losbar und wie berechnet man die Lésungen? (0, O, 1)
«  Wannist ein LGS Ax = b lésbar? (1, 0, 5)
* Wenn rang (A) = rang (A, b) gilt. (3.4.6, 5.6.6)
* Wenn b O Span (ay, ..., a,) gilt. = b OBild (A) (3.4.6)
» Wenn A eine n x n - Matrix und invertierbar ist, dann hat A den Maximalrang. Damit
gilt stets b [J span (A) und Ax = b ist fur alle b O K" I6sbar.
« Was ist, wenn rang (A) # rang (A, b) ist? (0, 0, 1)
» Dann ist das LGS nicht I6sbar, da b nicht in dem von span (A) aufgespannten
Raum liegt, also durch keine Linearkombination von A darstellbar ist.
« Wann ist ein LGS eindeutig l6sbar? (0, 0, 1)
* Ein LGS G ist eindeutig lI6sbar, wenn GO nur die triviale Loésung hat,
d.h. wennrang (A) =rang { a, ..., a5 } = n gilt, mit a,, ..., a, 0 KM,
= Kern (A) = {0} (5.6.9)
» Es gilt der folgende Satz:
Wenn G eine Losung besitzt, dann gilt:
G hat genau eine Losung < GO hat nur die triviale Losung.
« Wann st ein LGS universell I6sbar? (0, 0, 1)
» Wennrang (A) =rang{aq, ..., a, } = mgilt, mit a,, ..., a, 0 KM, (3.4.7, 5.6.7)
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» Universell I6sbar bedeutet, dal3 das lineare Gleichungssystem Ax = b
fur jedes b [0 KM eine Lésung hat.

« Wann st ein LGS eindeutig und universell I6sbar? (*)

* Wenn rang (A) = n (wg. eindeutig) und rang (A) = m (wg. universell) gilt. Das hat zur
Folge, dal? n = m gilt, die Matrix also quadratisch sein muf3. Aul3erdem muf3 diese
guadratische Matrix invertierbar sein, damit rang (A) = n gilt. (5.6.10)

« Sei Ax =0 ein LGS. Wie berechnet man die Losungsmenge? Ist Kern A ein

Untervektorraum des K"? Warum ist Kern A ein Untervektorraum? (0, 0, 1)

« Was ist die Losungsmenge eines LGS? (1, 0, 0)

» Die Menge aller Vektoren x [0 KN, die das Gleichungssystem erfillen.

= L(GY) ist ein Untervektorraum von Kn der Dimension n - rang (A). (2.5.8)

» |st G ein LGS, GO die Homogenisierung von G und a 00 K" eine Lésung von G, so
gilt: L(G) ={a + x | x O L(GO)}. (2.5.11, 5.6.8 b)

« Ist L(G) ebenfalls ein Untervektorraum von Kn? (1, 0, 0)

* Nein, weil sie den Nullvektor nicht enthalt. (2.5.10)

« Was ist der Bezug zwischen einem Vektorraum und einem LGS? (1, 0, 0)

* Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems [(L(GO)] ist ein
Untervektorraum von Kn.

* Beweis:

Der Nullvektor ist stets Losung von G9, also ist L(G9) nicht leer.
Seien x, x' 0 L(GO) beliebig, a, o 0 K.
Dann ist A(ax + a‘x’) = a(Ax) + a‘(Ax’) = a0 + a‘0 = 0, also ist (ax + a‘x’) O L(GO).
- Kann die Losungsmenge eines nicht-homogenen LGS ein Untervektorraum sein?
(1, 0,0)
- Wie sieht es bei inhomogenen Gleichungssystemen aus? (1, 0, 0)

» Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems [(L(G)] ist kein
Untervektorraum von KN, weil der Nullvektor nicht zu L(G) gehort, aber im
Untervektorraum enthalten ist.

- Matrixform des LGS als n-Tupel von Spaltenvektoren des KM, (1, 0, 0)

* Gistlosbar, wenn b [0 Span (aq, ..., ap)

«  Wann hat Ax = 0 nicht nur die triviale L6sung? (0, 0, 1)

= Wenn rang (A) < n gilt, da dim L(G9) = n - rang (A) gilt.

* Wenn die Zahl der Unbekannten grof3er ist als die Zahl der Gleichungen. Damit ist
n > m. rang (A) ist jedoch héchstens gleich min (n, m) = m, also gilt auf alle Falle
rang (A) <n. (4.1.12)

Cramersche Regel, Gaul3-Algorithmus

- Elementare Umformungen eines LGS? (0, 0, 1)
«  Wie kann man ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten
praktisch l6sen? (0, 0, 1)
» Cramersche Regel
(nur wenn m = n gilt, d.h. A O Mat, (K) und det (A) # 0, d.h. A invertierbar)
* Im Fall Ax = b mit A O Mat,, (K) und A invertierbar kann die Losung direkt
angegeben werden mit x = A-1b. (5.6.11)
» Gaul3-Algorithmus (4.6.7)
«  Wie lautet die Cramersche Regel? (0, 0, 5)
= Seidet(A) =det (ay, ..., ap) # 0. Dann ist §; = det (ay, ..., 8j.1, b, &j+1, ..., ap) / det(A)
- Beweisen Sie die Cramersche Regel. (0, 0, 3)
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» FUr den Vektor b in der Determinante im Zahler wird die Reihenentwicklung von Ax
eingesetzt. Umformen liefert eine Reihe mit dem Index k gleich 1 bis n mit
Elementen &, * det (..., a, ...) mit a, als j-te Spalte der Matrix. Nur fur k = j ist diese
Determinante dann ungleich Null, so daf det (..., b, ...) = &; * det (A) folgt. Division
durch det (A) liefert die Behauptung. (6.5.18)

«  Wie funktioniert (detailliert) der Gauf3-Algorithmus? Woran merkt man, daf? das

Gleichungssystem keine Lésung hat? (0, 0, 1)

«  Wie funktioniert der Gaul3-Algorithmus? Wann ist hierbei das LGS lésbar? (0, 0, 1)

» Seir:=rang (A). Dann ist das LGS losbar, wenn im umgeformten Matrix-Schema
maximal die obersten r Komponenten der rechten Seite b’ ungleich Null sind,
d.h.esmuB b’y =b'yp = =Db’,,=0gelten. (4.6.7 b)

«  Wie berechnet man eine Losung mit dem Gauf3-Algorithmus? (0O, 0, 2)
» 1.) Man formt die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen und Spalten
vertauschungen in die benotigte Dreiecks-Form um.
2.) Man fuhrt die Zeilenumformungen entsprechend flir die rechte Seite b aus.
3.) Man fuhrt die Spaltenvertauschungen entsprechend fur den Unbekanntenvektor
X aus.
4.) Wenn b’;4q = b’r4o = =Db’, =0 gilt, dann ist das LGS Idsbar und man gibt sich
Xr+1, ---» Xp Deliebig vor und berechnet rickwarts X, X1, ..., X1.
Allgemein ist X; = bj - Zj=j41" @jjxj (L <i<r).
«  Wie kann man mit dem Gaul3-Algorithmus eine Matrix invertieren? (0, 0, 1)
» Als rechte Seite wird die Einheitsmatrix gewahlt.
(Siehe auch das Kapitel ,Matrizen, Determinanten®)

Homomorphismen

«  Wie ist ein Homomorphismus definiert? (1, 0, 0)
» Eine Abbildung f:V - W ist genau dann ein Homomorphismus, wenn fur v, v’ OV,
o OKgilt: f(v+v) =1 (v) +f(V)undf(av) = af (v).
« Injektivitatskriterium: (*)
» fistinjektivdann und nur dann, wenn Kern f = {0} gilt. (3.7.6)
«  Wie ist der Zusammenhang Homomorphismus  Isomorphismus? (1, 0, 0)

* Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus V - W.

* V heil3t isomorph zu W, falls ein Isomorphismus von V auf W existiert. (3.6.13 a)
In Zeichen: V =-Schlange W.

«  Wie wirkt sich ein Homomorphismus auf eine Basis B von V aus? (1, 0, 0)

* Wenn der VR-Homomorphismus injektiv ist, so ist f (B) eine Basis von Bild (f).

» Wenn der VR-Homomorphismus bijektiv, also ein VR-Isomorphismus ist, so ist f (B)
eine Basis von W. (3.7.8)

- Esseien V, W endlich dimensional. Wann ist dann dim V = dim W? (1, 0, 0)

» Esgilt:: Vistisomorph zu W < dimV =dim W (3.7.9, 3.7.12)

«  Was qilt fur dim Kern f? (1, 0, 0)

» Seif ein Homomorphismus f:V - W. Dann ist dim Kern f = dim V - rang f.
Allgemein gilt dim Kern f + dim Bild f = dim V und mit rang f := dim Bild f(V) folgt das
obige. (4.1.3)

- Wie heil3t die obige Gleichung? (1, 0, 0)

» Dimensionsformel fir Homomorphismen. (3.7.10)

» Haben V und W endliche Dimension, so gilt dim Bild f + dim Kern f = dim V
fur jeden Homomorphismus f: V - W.
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« Was assoziieren Sie mit Hom (V, W)? (1, 0, 0)
» Hom (V, W) ist zunéchst die Menge der Homomorphismen von V nach W, d.h. die
Menge aller linearen Abbildungen f mitf:V — W.
Formal: Hom (V, W) := {f|f:V - W ist ein Homomorphismus }
= Zusammen mit einer Addition und einer skalaren Multiplikation ist Hom (V, W) aber
auch ein Vektorraum (siehe nachster Punkt).
«  Wie ist der Vektorraum Hom (V, W) definiert? (1, 0, 1)
* Hom (V, W) ist die Menge Hom (V, W) der Homomorphismen von V nach W
zusammen mit einer Addition und einer skalaren Multiplikation.
«  Wie zeigt man, dal? Hom (V, W) ein Vektorraum ist? (1, 0, 0)
* Indem man die Vektorraum-Eigenschaften aus der Definition des Vektorraums
nachweist.

- Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und
Vektorraum-Homomorphismen her. (1, 0, 0)
= Seien ay, ..., a, OKM. Dannist f: KN - KM mit f ({1, ..., &) := Zj=1" & ein
Homomorphismus mit rang (f) = rang {a,, ...a,}. Fur die Losungsmenge des
homogenen linearen Gleichungssystems 2j=1" §;a; = 0 gilt damit
dim L(GO) =n - rang {ay, ..., an},
da dim Kern f = dim V - dim Bild f = dim V - rang {a,, ..., a,} gilt. (4.1.10)
= G:AX=Db;
GO: Ax=0
hA: Kn . Km
dimL(GO) =n-rang A=n-rang{ay, ..., a,}
Kern ha = L(G9)

« Was ist eine Linearform? (*)
* Eine Linearform ist ein Vektorraum-Homomorphismus von V in K.
« Was qilt fir den Kern einer Linearform? (1, 0, 0)
= dim Kern A =dim V - 1 falls A eine Linearform # 0 auf V ist und V endliche
Dimension hat. Kern A ist in diesem Fall eine Hyperebene von V.
» Begrindung: Es gilt allgemein dim Kern f = dim V - dim Bild f und mit A # O folgt
dim Bild f = dim K = 1.
- Was ist die duale Basis des Dualraums V*? (1, 0, 0)
* B*=(Aq, ..., Ay ist geordnete Basis von V*.
Esist V* := Hom (V, K) der Vektorraum aller Linearformen von V in K.
» (Spezialfall A\(x) = 0 beachten!)

Matrizen und Homomorphismen

«  Wie ist der Zusammenhang Matrix -~ Homomorphismus? (0, 0, 1)
» Matrix - Homomorphismus:
Sei A 00 Maty, ,, (K). Danniist hy: KN — KM, x - hp (X) := Ax ein Homomorphismus.
(5.3.1a)
Die Abbildung h : Maty, ,, (K) - (K", KM) mit A - h(A) := hp ist ein
Homomorphismus. (5.3.1 c)
- Wie ist die Matrix eines Homomorphismus definiert? (0, 0, 1)
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- Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Menge der Homomorphismen und der

Menge der m x n - Matrizen? (0, 0, 1)

» |somorphie

« Welche Dimension hat der Vektorraum der m x n - Matrizen? (0, 0, 1)
" m*n

«  Welche Dimension hat dann der Vektorraum der Homomorphismen? (0, O, 1)
» Ebenfallsm*n

«  Warum ist ein Vektorraum V mit dim V = n isomorph zu Kn? (*)

» SeiB:={bq, ..., by} eine Basis von V. Danniist f : KN -, KN mit f ({{ay, ..., ap)) :=
Zj=1" ajbj ein Homomorphismus, der injektiv und surjektiv, also bijektiv, und damit
ein Isomorphismus ist. (3.6.19)

« Wie ist eine geordnete Basis definiert? (0, 0, 1)

* Eine geordnete Basis von V ist ein n-Tupel (b4, ..., b,) aus paarweise

verschiedenen Vektoren aus V, so daf3 { by, .., b, } eine Basis von V ist. (6.1.1)
«  Ubersetzungs-Isomorphismus von V auf Kn? (1, 0, 0)

= IstB = (by, ..., b,)) eine geordnete Basis von V und E(M = (eq, ..., e,) die geordnete
Standardbasis von KN, so heil3t der eindeutig bestimmte Isomorphismus
¢g: V - K" mit ¢ (bj) = €j (1 <j<n)der Ubersetzungs-Isomorphismus von V auf
Kn, (6.2.3)

- Was passiert, wenn man die Basen von V und W (fir einen Homomorphismus

f: V - W) wechselt? (0, 0, 2)

* SeiB = (b, ..., b,) eine geordnete Basis von V, B’ = (b’4, ..., b’,)) ein beliebigies
n-Tupel von Vektoren aus V. Schreibt man b’; = Zj=1"Bjb; (1 < j< n) als
Linearkombination der Basisvektoren by, ..., by, so heif3t (3;) U Mat,, (K) die
Ubergangsmatrix von B zu B’. (6.2.8)

= Wenn die Ubergangsmatrix invertierbar ist, ist B’ eine Basis von V.

» FUr geordnete Basen B, B’ von V und geordnete Basen C, C’' von W und
invertierbare Ubergangsmatrizen B,,, Cy, gilt dann fiir jeden Homomorphismus
f:VoWMeog (D=Cht*Mcp(f)*By. (6.2.11)

+  Wie verhalt sich M¢c g(f) bei Basiswechsel, Ubergangsmatrizen? (?)
- Ubersetzungsmatrix: Wie von einer Basis zur anderen? (0, 0, 1)
- Welche Dimension hat der Vektorraum Hom (V, W)? (2, 0, 0)
= (dim V) * (dim W)
» Beweis / Herleitung:
Hom (V, W) ist isomorph zu Maty, ,, (K).
Die Matrizeneinheiten sind Basis von Mat, , (K).
Es gibt m * n Matrizeneinheiten, wobei dim V =: n, dim W =: m sei.
-+ Wie zeigt man, da Hom (V, W) =-Schlange Maty, , ist? (1, O, 0)

= Man definiere eine Abbildung f : Hom (V, W) - Mat, , (K) und weise diese als
Isomorphismus nach.

- Sei A 0 Mat, (K). Woran sehen Sie, daf3 die Abbildung hp bijektiv ist? (1, O, 0)
= Daran, dal3 A invertierbar ist.
«  Wie ist der Zusammenhang von Matrizen und Homomorphismen? (0, 0, 2)

* Hom Maty, ,, (K) -» Hom (KN, KM) (?)

* Hom Hom (V, W) - Maty, , (K) (?)

* Isomorphie zwischen Maty, (K) und Hom (V, W)

«  Wie kommt man vom Homomorphismus zur Matrix? (1, 0, 0)

= Definition von Mc, g und der f(b;) (6.1.6)

- Wie findet man zu gegebenen Basen B von V und C von W und dem

Homomorphismus f : V - W die zugehdrige Matrix? (0, O, 1)
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= f(by) ist eine Linearkombination der Vektoren der geordneten Basis C mit
f (bj) = Zi:]_m CXijCi (1 Sj < n).
Die ajj U K sind eindeutig bestimmt und die Matrix Mc g (f) := (@j)1<i<m, 1<j<n
heil3t die Matrix von f bzgl. B und C. (6.1.6)

= Die j-te Spalte von (ajj) entsteht, indem man f(b;) als Linearkombination der c;
realisiert und die dabei auftretenden Koeffizienten der Reihe zu einer Spalte
zusammenfafl3t. (6.1.7)

Was ist der Kern von M¢ g? (1, 0, 0)

Wie kann man jeder Matrix einen Homomorphismus zuordnen? (0, 0, 1)

= f: KN o KM mit f(x) = AX

Wie findet man zu gegebener Matrix den zugehdrigen Homomorphismus? (0, 0, 1)

= Bzgl. der geordneten Standardbasen von K" und KM ist der Homomorphismus
ha: KN - KM x - Ax durch die Matrix A selbst definiert. (6.2.1)

Welche Beziehung besteht zwischen Maty,, , (K) und Hom (V, W)? (0, 0, 1)

* Mcg: Hom (V, W) - Maty, , (K) - Mc g (f) ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
Insbesondere gilt Mc g (af + Bg) = aMc g (f) + BMc g (9) fur alle a, B T K und
f, g 0 Homg (V,W). (6.1.11)

Wie sind die Dimensionen von Mat, ,, (K) und Hom (V, W)? (0, 0, 1)

Warum hat der Vektorraum Mat,, ,, (K) die Dimension m * n? (0, O, 1)

= Weil die kanonische Standardbasis des Mat, , (K) aus m * n Matrizeneinheiten
besteht. (4.2.16)

= Furalle A O Maty,  (K) sind die Matrizeneinheiten Epq ein Erzeugendensystem von
Maty, n (K), da A = (0 ) = Zp=1"Zg=1" 0pgEpq dilt. Da die Ey linear unabhangig
sind, sind sie eine Basis von Mat, , (K). Also gilt dim Mat, , (K) =m * n.

Dies benutzt man bei der Diagonalisierung, was kénnen Sie dazu sagen? (0, 0, 1)

Gegeben seien Vektorraum V, Vektorraum W und eine lineare Abbildung. Wie ist der

Zusammenhang mit Matrizen? (0, 0, 1)

Sie haben zwei Vektorraume mit je einer Basis und eine lineare Abbildung. Wie

konnen Sie diese durch die Basen kennzeichnen? (0, 0, 1)

= Matrix bei Basiswechsel M¢ g (f)

Ist die Matrix eindeutig bestimmt? (0, O, 1)

» Ja, da die c;j eine Basis von C bilden, gibt es genau eine solche Linearkombination,
da jeder Vektor aus W eindeutig als Linearkombination der Basis C darstellbar ist.

Ubergangsmatrizen erklaren. (0, 0, 1)

» Die zugehorige Abbildung ist die Identitat. (?)

Transformationsverhalten bei verschiedenen Basen (0, 0, 1)

Matrizen, Determinanten

Welche elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen gibt es? (1, 0, 0)
» Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile,
Multiplikation einer Zeile mit einem von Null verschiedenen Skalar,
Addition einer Linearkombination von Zeilen zu einer von diesen verschiedenen
Zeile,
Vertauschung zweier Zeilen. (4.4.2)
» Entsprechende Umformungen fir Spalten
Wie ist die Matrizen-Multiplikation definiert? (0, 0, 2)
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» Die (i, j) - Komponente von A * B entsteht, indem man die i-te Zeile von A
komponentenweise mit der j-ten Spalte von B multipliziert und die ,Teilprodukte*
addiert. (5.1.9)

«  Wann ist die Matrizen-Multiplikation A * B definiert? (0, O, 1)
» Wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist. (5.1.2 a)
« Welche Eigenschaften hat die Matrix-Multiplikation? (0, 0, 1)

» Sie ist skalarvertraglich, assoziativ, links- und rechts-distributiv und unitar. (5.1.5)

= Sie ist nicht kommutativ. (5.1.6 b)

» Sie besitzt Nullteiler.

- Was kann man aus dem Kern A einer Matrix A [J Mat,, , (K) ableiten? (0, O, 1)

* dimKermn A=n-rang A

» Kern A = L(G9 mit GO: Ax =0, x O KN

«  Wie bestimmt man den Rang einer Matrix, die aus n Spaltenvektoren besteht?
(1,0,0)
= Durch iterierte elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen wird
die Matrix auf eine Form gebracht, in der nur die obersten r Zeilen ungleich Null
sind und aul3erdem die r x r - Matrix ,links oben* in der umgeformten Matrix eine
obere Dreiecksmatrix ist, die auf der Hauptdiagonalen nur Einsen enthalt.
Dann ist r der Rang der Matrix.
« Invarianzsatz (1, 0, 0)
» Der Rang einer Matrix wird durch iterierte elementare (Zeilen- und Spalten-)
Umformungen nicht verandert. (4.4.9)
- Ergebnis: Blockmatrizen, aus denen der Rang einer Matrix direkt entnommen werden
kann. (1, 0, 0)
" 4412
- Wie ist der Zusammenhang des Ranges einer n x n -Matrix mit der Determinante?
(1, 0,0)
» FUr det (A) £ 0 gilt rang (A) = n.
Far det (A) =0 gilt rang (A) <n.
« Was ist der Rang einer Matrix A und wie bestimmt (errechnet) man ihn? (2, 0, 1)
» Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhangiger (Spalten- bzw.
Zeilen-) Vektoren von A fur A # 0.
Der Rang der Nullmatrix ist gleich Null (rang O := 0). (4.3.7 bzw. 4.3.15)
» Es gilt zeilenrang A = spaltenrang A = rang (A). (4.3.24)
= Furalle A O Maty, , (K) gilt rang (A) < min (m, n). (4.3.25)
« Was ist der Rang von Vektoren bzw. einer Matrix? (1, 0, 4)
» FUr eine Teilmenge A von V heifdt rang (A) := dim Span (A) der Rang von A. (3.4.1)

- Was bedeutet Invertierbarkeit? (1, 0, 0)
* Es existiert ein A’ O Mat, (K), so da3s AA’= A’'A =1, ist.

- Wann ist eine Matrix A O Mat,, (K) invertierbar? (0O, 0, 1)
* Wennrang (A) =n = det (A) # 0 gilt.

«  Welcher Zusammenhang besteht zwischen einer invertierbaren Matrix und ihrer
Determinante? (0, 0, 1)
» Wenn eine Matrix invertierbar ist, ist ihre Determinante ungleich Null.

- Was ist die Inverse einer Matrix? Wie sieht die geschlossenen Form der Inversen
aus? (0,0, 1)
* Die Inverse einer Matrix A ist eine Matrix A’ [0 Mat,, (K), so dal3 AA’ = A’A = 1,, ist.



Zusammenstellung von Fragen der Vordiplomsprifung Mathe fir Informatiker | Seite 13

* Firdet (A)#0gilt A1=[1/det (A)]*A* (7.1.12)
(A* ist die Adjunkte oder auch Komplementarmatrix zu A).

= Die Adjunkte A# := (a;i) entsteht aus A, indem an die Stelle i, j das Produkt von
(-1)* und der Determinante der Matrix Aji gesetzt wird. Aji entsteht aus A, wenn
man die j-te Zeile und die i-te Spalte von A l6scht.
Der Faktor 1 kann auch leicht aus dem sogenannten Schachbrettmuster
abgelesen werden.

- Wie berechnet man die invertierte Matrix? (0, 0, 3)

= Gaul3-Algorithmus mit der Einheitsmatrix als rechter Seite. Dabei wird die Matrix A
in die Einheitsmatrix und die Einheitsmatrix in die Inverse A-1 umgewandelt.
Es ist darauf zu achten, dal3 entweder nur elementare Zeilenumformungen oder nur
elementare Spaltenumformungen vorgenommen werden. (5.5.8)

» geschlossene Form der Inversen (siehe vorhergehenden Punkt)

Determinante

Was ist die Determinante einer Matrix und wie wird sie berechnet? (0, 0, 2)
= Geometrische Vorstellung:
Die Determinante einer Matrix ist das Volumen des Parallelepipeds, das von den
Spaltenvektoren ay, ..., a5 der Matrix im K" aufgespannt wird.
«  Wozu braucht man Determinanten? (O, 0, 1)
«  Wie berechnet man (effektiv) die Determinante einer Matrix? (0O, O, 6)
» Entwicklungssatz
» Man fihrt Zeilen- oder Spaltenumformungen mit dem Ziel durch, in einer Zeile bzw.
Spalte moglichst viele Nullen entstehen zu lassen, um dann nach dieser Zeile bzw.
Spalte zu entwickeln. Nach dem ,Schachbrettmuster” entscheidet sich, ob die
Unter-Determinanten positiv oder negativ in die Summe eingehen.
» Bei der Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten andert sich das Vorzeichen der
Determinante.
» Sonderfalle firn =1, 2 bzw. 3. (6.4.12)
* A O Matz (K): Jagerzaunregel bzw. Regel von Sarrus.
» Leibnizscher Entwicklungssatz (7.2.5)
(Ist allerdings nicht effektiv flr grof3ere n, da n! verschiedene Produkte entstehen.)
- Was ist eine Determinantenfunktion? (1, 0, 0)
* Eine Determinatenfunktion ist eine Abbildung A : Mat,, (K) - K, so dal3 fur alle
A, B [0 Mat, (K) folgende Bedingungen erfullt sind:
a) A(B) = A(A), falls B aus A durch Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte
entsteht.
b) A(B) = a A(A), falls B aus A durch Multiplikation einer Spalte mit einem
(beliebigen) Skalar a [0 K entsteht.
" 6.4.3
- Beweisen Sie: det(AB) = det(A) * det(B) (0, 0, 1)
» A wird fixiert und A, (B) := A1 (AB) wird als Determinantenfunktion nachgewiesen.
(6.4.8, 6.5.6)

Polynome, Pol K

«  Kennen Sie einen nicht endlich (unendlich) erzeugten Vektorraum? (2, 0, 1)
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» PolK={f|f:K - Kist Polynom } (7.3.7)
» Pol K ist Untervektorraum von Abb (K, K) wobei K unendlich viele Elemente hat.
« Was ist ein Polynom? (1, O, 0)
= Eine Abbildung f: K - Kmit m O INO, ag, ..., o, O K mit f (&) = ;oM a&
fur alle & O K. (7.3.7)
= 2.4.10
« Nennen Sie eine Basis des Vektorraums der Polynome. (0, O, 1)
= 1,x%, x2, %3, ... (d.h. die Monome &i, i O INO)
«  Wie zeigt man, dal3 Pol K nicht endlich erzeugt ist? (2, 0, 0)
= Man zeigt, dal3 die Monome ein Erzeugendensystem von Pol K bilden und linear
unabhangig sind.
» Dazu wird u. a. die Vandermondesche Determinante bendtigt, fir die
det (,Vand®) = MN1j«j<n(aj - a;) gilt. (7.1.18)
Die Matrix der Vandermondschen Determinanten enthalt dabei in der ersten Zeile
die Werte 1 = 049, a4, 042, ..., a1™1, in der zweiten Zeile die Werte 1 = 0,9, a,,
a,2, ..., 0,1 usw. bis zur letzten Zeile mit den Werten 1 = a0, a,,, 0,2, ..., a1,
= 7.3.14
« Was ist der triviale Teil an diesem Beweis? (1, 0, 0)
* Monome bilden ein Erzeugendensystem von Pol K
- Algebraisch abgeschlossener Korper: (*)
» K heif3t algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht konstante Polynom aus Pol K
mindestens eine Nullstelle in K besitzt. (7.4.11)
- Fundamentalsatz der Algebra: (*)
» Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. (7.4.12)

Eigenwerte, charakteristisches Polynom, ...

«  Wie ist das Eigenwertproblem definiert? (2, 0, 0)
» A\ OKist Eigenwert von A, falls ein Vektor x (I KN, x # 0 mit AX = Ax existiert. (7.5.1)
- Was sind Eigenwerte einer Matrix? (3, 0, 4)
= Alle Werte A 0 K, zu denen ein Vektor x O K" mit x # O existiert, so dafd Ax = Ax gilt.
« Was wissen Sie uber Eigenwerte? (0, 0, 1)
» 751-755
* Eigp (A) :={x O K" mit Ax = Ax} # {0} falls A Eigenwert von A ist.
Eiga (A) ist dann Untervektorraum von Kn.
+ Was ist ein Eigenwert, was ein Eigenvektor (einer Matrix)? (0, 0, 6)
» Ein Eigenvektor einer Matrix A ist jeder Vektor x 00 KN, x # 0, fur den Ax = Ax gilt
(jeweils auf einen Eigenwert A bezogen).
- Warum berechnet man die Eigenwerte einer Matrix? (0, 0, 1)
» Geometrische Deutung:
Die durch x bestimmte Gerade Span (x) O K" wird von A invariant gelassen.
- Was sind die Eigenwerte einer Diagonalmatrix (oberen Dreiecksmatrix)? (0O, 0, 1)
» Die Werte auf der Hauptdiagonalen.
Denn es gilt hier X5(§) = det (§ * 1, - A) = Mj=1"(€1, - Aj), so dal3 die Werte A; auf
der Hauptdiagonalen der Matrix gerade die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms bilden.
- Wie berechnet man praktisch die Eigenwerte? (0, 0, 7)
» Charakteristisches Polynom: Xa(€) := det(§ * 1, - A)
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» Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
« Was ist das charakteristische Polynom? (0, 0, 1)
« Wie ist der Zusammenhang des Eigenwertproblems mit der Determinante? (1, 0, 0)
» Das charakteristische Polynom ist als Xa(§) = det (§ * 1, - A) definiert. Die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind genau die Eigenwerte von A.
- Wie ist das charakteristische Polynom definiert? (2, 0, 0)
» Definition: Xa: K - Kmit Xa(§) = det (& * 1, - A) (7.5.5)
= Spezialfélle:
A O Mat, (K): Xa(&) = &2 - (spur A)E + det (A)
A 0 Matz (K): XA(€) = &3 - (spur A)E2 + (spur A#)E - det (A)
- Wie entsteht das charakteristische Polynom aus Ax = Ax? (Beweis) (0, 0, 1)
- Beweis: A ist Eigenwert = A ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms (0, 0, 2)
- Warum stellen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms die Eigenwerte dar?
0,0, 4)
= AX = AX
= (Mp-A)x=0
O Eiga (A) = Kern (AL, - A), also ist A Eigenwert, wenn Eiga (A) # O ist
(wg. x £ 0 in der Definition des Eigenwertes)
= Rang (A1, - A) <n (d.h. die Matrix (A1,, - A) ist nicht invertierbar)
- det(A\l,-A)=0
= 759
- Ist O als Eigenwert zugelassen? (0, 0, 1)
= Ja.
« Wann sind alle Eigenwerte einer Matrix reell? (0, 0, 1)
» Wenn die Matrix diagonalisierbar ist und die Diagonalmatrix nur reelle Werte
enthalt.
» Wenn die Matrix hermitesch ist, d.h. wenn tA-quer = A gilt (A O Mat,(C)).
Im Fall A O Mat,(IR) ist hermitesch gleichbedeutend mit symmetrisch, d.h. tA = A,
- Wieviele Eigenwerte hat eine quadratische Matrix? (1, 0, 0)
- Wieviele Eigenwerte hat eine Matrix A U Mat,(K) hochstens? (2, 0, 0)
"
«  Warum? (1, 0, 0)
» Weil die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, welches
hdchstens n Nullstellen (in IR) hat.
» |st K algebraisch abgeschlossen, so hat A genau n Eigenwerte, sofern jeder
Eigenwert ggf. mit seiner Vielfachheit gezahlt wird. (7.5.10)
«  Satz von Hamilton-Cayley (*)
» Fur alle A O Mat, (K) gilt X5 (A) =0, d.h. setzt man A in das charakteristische
Polynom von A ein, so erhalt man die Null-Matrix. (7.5.17)

Normalformen von Matrizen, Diagonalisierung

«  Wozu braucht man Diagonalmatrizen? (0, O, 1)
» Viele Eigenschaften einer Matrix Ubertragen sich auch auf ihre Diagonalmatrix, so
z. B. die Eigenwerte, die bei einer Diagonalmatrix besonders einfach zu bestimmen
bzw. sogar als Werte auf der Haupdiagonalen abzulesen sind.
«  Wann ist eine Matrix A diagonalisierbar? (0, 0, 4)
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* Wenn eine invertierbare Matrix P [0 Mat,, (K) existiert, so daB P-1 A P eine
Diagonalmatrix ist. (7.6.1)
* A 0 Mat, (K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine geordnete Basis von K"
existiert, die aus den Eigenvektoren von A besteht. (7.6.5)
- Wie wird die Diagonal-Matrix berechnet? (0, 0, 1)
«  Wann heil3t eine Matrix A diagonalisierbar und was verbindet die diagonalisierte
Matrix mit A? (0, 0, 1)
» Aund P-1 A P haben die gleichen Eigenwerte und damit auch das gleiche
charakteristische Poynom.
» |st P-1 A P eine Diagonalmatrix, so sind die Werte auf inrer Diagonalen die
Eigenwerte von A.
» 76.1-7.65
- Was ist Diagonalisierung? Wann ist eine Matrix A diagonalisierbar? (0, 0, 3)
«  Wie diagonalisiert man eine Matrix? (0, 0, 1)
= P-1 AP mit P invertierbar.
«  Wie hilft man sich, wenn eine Matrix nicht diagonalisierbar ist? (0, 0, 1)
» Jordansche Normalform. Sie existiert fur jede Matrix A O Mat,, (K), sofern K
algebraisch abgeschlossen ist.
«  Gibt es andere ,angenehme* Matrixformen? (0, O, 1)
» Jordansche Normalform
= Nur auf der Haupdiagonalen und der ersten oberen Nebendiagonalen treten von
Null verschiedene Werte auf, und zwar die Eigenwerte von A und der Wert 1.
«  Wie sieht die Jordansche Normalform aus? (0, O, 1)
- Bitte erklaren Sie die Jordansche Normalform. (0, 0, 1)
« Ist diese Matrix in Jordanscher Normalform? (Beispiel war gegeben) (0, 0, 1)

«  Gibt es Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind? Was kann man dann tun? (0, O, 1)
» Ja, z. B. obere Dreicksmatrizen ungleich der Null-Matrix, deren Hauptdiagonale nur
Nullen enthalt. (7.6.7)
= Ubergangsmatrix (?)
» Transformationsformel (?)



