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Mathematik II / Mathematik fiir Informatiker II, SS 2000
Klausur vom 26.08.2000:

Losungshinweise zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1
Sei z € R mit z > 0. Aus 0 < (1~1z)? =1-2z+z? folgt 2z <1+ 2%, also nach
Division durch z > 0 Leg? 1
2< tz = -4z
T T

Aufgabe 2 3_ 6 4 1 1 132 4 (1)3

i} Lo3n?-6n+l  S-Z 45 3-1-6-(3)+(5)
a) Fiir alle n € N gilt el 2_‘_43." = ”2_4.(1)3 =

n

da (%) nach 2.1.9(ii) eine Nullfolge ist, konvergiert (a,) nach 2.1.12 gegen den
3-2-6-(:)°+(3)° 3:0-6-02+0° _

Grenzwert nlg{.lo 2_4_(%)3 CPWRE = 0.

b) Es gilt a; = cosm = —1 und ay = cos2r = 1. Wegen der Periodizitit des
Cosinus 5.4.6 (6) haben wir ag—; = —1 und a9 =1 fiir alle £ € N.

(Beweis durch vollstéindige Induktion: k=1: s.o0.,

k—=k+1: agy = cos(m(2k + 1)) = cos(m(2k — 1) + 27) = cos(n(2k — 1)) =
ask-1 = —1 nach Ind. Ann. und asete = cos(n2k + 27) = cos(n2k) = ag, = 1 nach
Ind. Ann.) '
Demnach ist die Folge (cos(nn)) = (=1)((—=1)") divergent, da ((-1)")

nach 2.1.9 (iv) divergent ist und (—1)((—1)") nach Satz 2.1.12 (i) genau dann kon-
vergiert, wenn ((—1)") konvergiert. '

Aufgabe 3
a) Fir alle n € N gilt

n? n? 11
nd+n " nd3+nd 2 n’
o0
also ist die Reihe > ;3%—25 nach dem Minorantenkriterium 2.4.1 (ii) divergent, da
n=1 i

oc
die harmonische Reihe > & divergent ist (vgl. Beweis von 2.3.5).
n=1

b) Nach 5.3.4 (ii) hat die Potenzreihe )~ Lz™ den Konvergenzradius oo, das heifit

n=0
(=
die Reihe )~ & konvergiert fiir jedes € R. Insbesondere ist damit die Reihe
n=0

I(D

- konvergent.

3

o0
>
n=0
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Aufgabe 4
Sei D C R eine nichtleere Menge reeller Zahlen und f : D — R eine reelle Funktion.

a) Nach Definition 3.5.4 heiit f gleichmdfig stetig (auf D ), wenn gilt
Ve>03>0Va,yeD:(jz—-y|<d = |f(z) - fy)] < &),

wenn es also zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt mit der Eigenschaft, dass fiir alle
T,y € D aus |z —y| <4 stets |f(z) - f(y)| < ¢ folgt.

b) Da die Funktion v/~ : [0,00[— R, 7 + /7 nach U3.2.3 stetig ist, gibt es zu
jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit |/z| = |/ — V0| < ¢ fiir alle z € [0, 0o[ mit |z| < 4.
Daraus folgt fiir alle z,y € D

[f(2) = FWI £ Viz -yl <e, falls |z — y| < 6.

[ ist also gleichmiBig stetig.

Aufgabe 5

a) Siehe 4.1.7 (v).

b) f:R—= R, 2~ f(z) := e~ sin (7(1-2z)) ist als Komposition differenzierba-
rer Funktionen differenzierbar, mit der Produktregel 4.1.7 (iii) und der Kettenregel
4.1.7 (v) folgt

fl(z) = ()" -sin (7(1 - 22)°) + e~ - (sin (r(1- 23:)5))/
=e . (=2?) -sin (7(1 = 22)%) + 7" - cos (r(1 - 22)°) - (r(1 - 2w)5)'
" (~22) -sin.(w(l - 2z)°) + e~ - cos (m(1 - 2z)%) - 5m(1 — 2z)* - (-2).

= e T

Aufgabe 6

a) Siehe 4.2.2.

b) Sei a € R mit a > 1. Wir zeigen (1 + z)* > 1 + az fiir alle z > 0.

Sei f :]0,00[— R, f(z) := (1 +z)* = exp (alog(l + z)). Dann ist f differen-
zierbar mit f'(z) = a(l + 2)*~! (nach 5.4.5(1)). Zu z > 0 gibt es nach dem 1.
Mittelwertsatz der Differentialrechnuﬁg ein £ €]0,z] mit

(1+2)°~1_ f(z) = 4(0)

T z—0

= f'(§) =a(l+€)*".

Wegen a — 1> 0 (und dem streng monotonen Wachstum von log, exp) ist

(1+8)° ! =exp((a—1)log(l+ £)) >exp ((a—1)logl) =exp0 =1,



1182LK00

-3 - MII/MINFI LK

also ist a(1 +£)%~! > a und damit

(1+z)*~1
—————— > .
T

Durch Multiplikation mit = > 0 und Addition von 1 folgt (1 + z)* > 1+ az.

Aufgabe 7
a)In I:=]-% %[ sind f,g: 71— R mit

f(z) =€ —€e™™ und g(z):=sinz
differenzierbar mit ¢’(z) = cosz # 0 fiir alle z € I. Wegen der Stetigkeit von f,g
in 0 gilt

. — 00 . — —
glgraf(z)-e e’ =0 und il_ﬁI(l)g(:L‘) sin0 = 0.

Wegen f/(z) =e*—e®-(-1)=€"4+e* =2 fir £ = 0 und ¢'(z) = cosz — 1
fiir £ — 0 existiert

! T -—Z
limf(m) = lim te = 2.
=0 ¢g'(z) 10 coszT
Nach der Regel von de I’'Hospital existiert auch lirr(l) g—%, und es gilt
r—

T _ ,-T oy
lime - © =1'me$—)-:1imf(x)=2.
z—=0 sinz z—0 g(x) -0 g’(x)

b) Durch zweifache Anwendung der Regel von de I'Hospital erhilt man

- .
im oL i e [Zahler und Nenner verschwinden in 0]
z=0 1 — cos(2z)  z—0 2sin(2z)

cos T 1

T 250dcos(2z) 4

Aufgabe 8
a) Siehe 5.1.3 oder 5.1.6.
b (1) Es seien

1 firz=0
0 firz>0

far £1[0, 1 =R, fal2) = f(2) = {
Wegen f, = f fiir alle n konvergiert (f,) gleichmiBig gegen f, da

| fa = fll =0 fiir alle n € N.
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(2) (fa) mit fr, : [0,1] = R, fo(z) = 5‘—'1(—:‘1—451—) konvergiert gleichméiBig gegen
0:[0,1] = R, z~ 0, denn wegen

|sin(n + z)|

1
< -
n n

|[fa(2) — 0] =

ist 0 < || fn = Olloy) < %, also (|| fn = Oll)nen eine Nullfolge.
Aufgabe 9
a) Siehe 5.3.2.

o
b) > (2" +27")z"™ ist die Potenzreihe ) a,(z—a)" mit a =0 und a, = 2*+27"
n=0 n=0

fir n € N°. Esist a, > 0 fiir alle n € N° und

an on 4 9= 2n(1 + 27 1 14272 .
= — = fiir n — oo,

T onFl yo-n-1  gnFl(] 4 o-2-2) 3 ]4o-n-2 3

Qp+1

da lim 272" = lim (1)" =0 (wegen |}/ < 1) und lim 272*~2 = 0. Nach U 5.3.1
n—oo n~>00 n—oo

poS .
hat Y (2" +27")z" den Konvergenzradius ;. Die Potenzreihe konvergiert also in

n=0

] — %, & und divergiert fiir |z| > 3, also fiir z < —} oder z > 3. Es sind noch die
1

Punkte + und —1 zu untersuchen. Fiir z = 5 erhdlt man die Reihe

2 2
i(z" + 2'")515 = i(l + 27,

n=0 n=0

die divergiert, da (1+27%") wegen lim (1+272") =1 keine Nullfolge ist (s. 2.3.5).
n—o0 .

Fiir z = «-% erhilt man die Reihe
2n+ 2—‘n — __1 n 1+,2~2n ’
S o) G- e

die ebenfalls divergiert, da ((=1)*(1 + 27?")) wegen lim |[(=1)"(1 +272")| = 1

n—0o0

keine Nullfolge ist.

Aufgabe 10

a) Siehe 6.2.9.

b) Es seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Wir zeigen, dass es fiir
alle o, € [a,b], @ < 8 und C € R genau eine Stammfunktion F' von f mit
B

[F(z)dz = C gibt.

C!Dazu seien ¢, 0 € [a,b] mit o < § und C € R beliebig, aber fest vorgegeben.
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (vgl. a)) besitzt f eine

Stammfunktion Fy : [a,b] — R, d.h. esist F§ = f und jede weitere Stammfunktion
F :la,b) = R von f unterscheidet sich von Fy nur um eine Konstante. Genauer



1182LK00 -5- M II / MINF II, LK

gilt (vgl. 6.2.8): F :[a,b] — R ist genau dann eine Stammfunktion von f, wenn
esein K € R gibt, so dass F = Fy + K. Ist F = Fy + K eine Stammfunktion
von f,soist F differenzierbar (6.2.7), damit (nach 4.1.5) stetig, also (nach 6.2.3)

integrierbar und es gilt:

8 B B
/F(x) dz = /(Fo(a:) +K)dz = /Fo(x) dz + (8 — a)K.
Folglich gilt:

B

Jéj
/F(r)dsz’ - Kzﬂ_l_a(C—/Fo(x)dx\)

24 24

und die Behauptung ist bewiesen.

Aufgabe 11
VT

a) Das Integral [ zcos(z? —4)dz berechnen wir mit Hilfe der Substitutionsregel
(6.2.11), setzen I?: [2,v/7 + 4], definieren f: I — R durch f(z) := z cos(z? — 4)
fiir alle z € I und versuchen, uns des Terms z? — 4 im Argument des Cosinus zu
entledigen. Dazu suchen wir ein Intervall J C R und eine Funktion ¢:J — R, so
dass ¢(J) C I und @(t)* —4 =t fiir alle ¢t € J und setzen folglich ¢(t) = v+ 4
fiir ¢ € [-4,00[. Da ¢(0) =2 und ¢(r) = /7 +4; wihlen wir J := [0,7] und
erhalten wie gewlinscht ¢(J) C I. Dariiberhinaus ist ¢ stetig differenzierbar mit
O(t) = 5\/§‘ fir alle t € J. Folglich gilt mit o := 0 und B := 7 nach der
Substitutionsregel 6.2.11: ~

/xcosx —4)dz = /f if(c,o(t))cp'(t)dt

2 wla)

dt

= /\/t+4cos (\/t+42 —-4)- %_J—t—]ﬁ

n

1
= - tdt =
/2005 d

0

"=
0

1
b) Das Integral [z?cosh(z)dz berechnen wir mit Hilfe zweifacher partieller Inte-
0
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gration (6.2.10):

1
/x2 cosh(z) dz = z° sinh(z)
0

1
= z° sinh(z)

1

—

= z°sinh(z

= sinh(1) — 2 cosh(1) + 2sinh(1) — 2 sinh(0)

1
1
0 /Qz sinh(z) dz
0

1
1
. 2z cosh(a:)’o + 2/cosh(a:) dz
. ;o

1 1
o 2z cosh(aa)l0 + 2smh(m)’0




