1182 Mathematik fiir Informatiker IT (Analysis)

Klausur am 17.8.2002

Losungsvorschlidge zu den Klausuraufgaben

SS 02

Aufgabe 1
o e e |o
(1) 1.1 1.2 1.3 1.4
X x| X
2) 21 |22 |23 |24
X Ux| x| X
(3) 31 |32 |33 |34
x| x
(4) 41 |42 TJa3 |44
X
Aufgabe 2

(a) 2.4.1(i) und 2.4.3.

(b)(i) Es ist
2n —1 2n 2 1 1 .
m5%=§-ﬁ<m fiir alle n € IN.

o0
Da die Reihe ) ;}; konvergiert, konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die Reihe
n=1

2n—1
3ni+nitl

I8

3
'I_I‘

(i) Fir ay := % gilt (fir n € IN)

ane1| _ (n+1)* 20 1 /n+1\°
a, | 2l pa 2 k n
1 1\ 1 .
= =|14+—-] — = fir n-— o0
2 n 2
[ o]
Da lim |&=2£| = % < 1 ist, konvergiert nach dem Quotientenkriterium die Reihe > a,.
n—o0 n n=1
Aufgabe 3

(a) Die Funktionen
pi[=2,2] — R, z — py(z) =4 — 22,
p2:1=2,2] — R, 2 — py(z):=4—1z und

log : ]0,00[— R, z — logz
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sind differenzierbar (p, und p, sind Einschrankungen von Polynomen) mit

pll (l‘) = _2$7
p’2 (.’E) = —17
1
logz = -—.
T

Ferner ist w : [0,00[— IR, z — w(z) := /z differenzierbar auf |0, c0[ mit w'(z) = 55;
fir z > 0.
Fiir z € ] —2,2[ gilt 4— 2% >0 und 4 — z > 0, daher sind nach der Kettenregel auch

fi:[-2,2) - R, z— fi(z):=(w op){z) = V4 —-2? und
f2:[-2,2) m R, z— foz) := (logops)(z) =log (4 — z)

- auf | — 2,2[ differenzierbar, und zwar gilt

1 -z

filz) = w'(Pl(fﬂ))'P'l(x)=m'(—2x):m,
Ale) = log(pla)) Fyle) = ;= (1) = 7=

fir + € | —2,2[. Als Produkt f = fif, ist nach der Produktregel auch f auf | — 2,2
differenzierbar mit

i o —zlog(d—1z)  —v4-—2z?
f'(z) = fi(z) falz) + filz) fo(2) = Ji-z? + 4—z

(b) Es ist f(—2) = f(2) = 0. Ferner ist f stetig, da p;,ps, w und log stetig sind und nach
den Regeln fiir stetige Funktionen auch fi, fo und f. Da f auf | — 2,2[ differenzierbar ist,
existiert nach dem Mittelwertsatz (bzw. Satz von Rolle) ein £ € | — 2,2[ mit f'(§) = 0.

Andere Beweismdglichkeit: Die Ableitung f': | — 2,2[— IR ist stetig, da sie im Sinne der
Regeln fiir stetige Funktionen zusammengesetzt ist, und es gilt

F(=1) = log 5 3 _\{_3 _ _5_1og5—3
VER 5v3

>0

(wegen logb > loge = 1) sowie
’ 0 2
"0)==---<0.
f0)=5-2<0
Als stetige Funktion auf dem Intervall | — 2,2[ nimmt f' nach dem Zwischenwertsatz jeden

Wert zwischen f'(0) und f'(1), also auch den Wert 0 an, d. h. es gibt ein € € | — 2,2[ (sogar
§€]-1,00) mit f'(€§) =0.
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Aufgabe 4
(a) Fir z = 0 haben wir die Folge (f,(0)), also die konstante Folge 0 = (0). Diese ist
konvergent mit Grenzwert 0.

Fir z > 0 gilt (nach den Regeln fiir konvergente Folgen)

fn(@) ZCOST TCOSZT
T) = '——)
" itz T

=cosz fiir n— oo,

da lim 1 =0 ist. Also ist (f,) punktweise konvergent mit

n—oo

lim fn(x):{o firz=0,

cosz fir0<z<1.

(b) Die Folge (f,) ist nicht gleichmaBig konvergent.
Denn die Folgenglieder f, sind stetig auf [0,1] (f, ist Quotient stetiger Funktionen, wobei
~ der Nenner fiir z > 0 niemals null wird.)
Wire die Folge (f,) gleichmi8ig konvergent, so wire die Grenzfunktion
0 firz=0
:[0,1] — R, z — f(2) := ’
f:10,1] /@) {cosa: fir0<z<1

stetig. Aber f ist in 0 nicht stetig, da z. B. fiir z,, := % zwar lim z, =0, aber lim f(z,) =

n-—00 n—o0
lim cos % =cos0O (wegen der Stetigkeit von cos), also lim f(z,) =1# f(0) gilt.
n—o0

Andere Beweismdiglichkeit: Wire (f,) gleichmiBig konvergent, so miisste
(%) . I fr - f||[o,1] — 0 fir n—

gelten. Nun ist nach Definition der Norm

[falz) = f(2)] SN fa = fllpy fiir jedes z € [0,1],
w ()1 G)
n
1y 1
w(3)-1 )
folgen. Jedoch gilt

1 1 n-i.cosi | 1 cos & 1
fn<g>_f<—>:—-—-—”——_"_—cos—z— L — —— fir n— .
n

insbesondere also

(*#)

< ”fn - f”[0,1}~
Aus (x) und (**) wiirde also

0

Daher kann (x) nicht gelten.
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Aufgabe 5
Wir berechnen OfVl%: dz fiir a >0
(1) mithilfe partieller Integration,

(ii) mithilfe der Substitution z = t* —1 (¢t > 0).

(i) Wir integrieren den Faktor ll+z’ d. h., wir suchen eine (differenzierbare) Funktion f :

[0,a] — R mit f'(z) = == Eine solche wird z. B. durch f(z):=2V/1+z gegeben.
Ferner betrachten wir ¢ : [0,a] — IR, g(z) =z. Da f und g stetig differenzierbar sind, ldsst
sich partielle Integration anwenden. Es ergibt sich

Oj ﬂ_:_d / f(z)g(z)dz

= f@)el) - / f(2)g'(z)dz
0

a

— /2\/1+z-1dz

0

= 2aVl+a-2(1+z)

= 2Vl+z-2

a
0

a

ofw

Wi o

0
4 4
= 2ax/1+a——§(l1+a)%+§.

(ii) Wir betrachten ¢ : ]0,00[ — IR, t — (t) := t* — 1. Dann ist ¢ stetig differenzierbar,
und es gilt ¢(]0,00[) =] —1,00[, sodass wegen der Stetigkeit des Integranden z — ——
auf ] — 1, 00[ die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Substitutionsregel erfiillt sind. Wir

erhalten

2 2
= §(1+a)%—2\/1+a-—§+2

2 — 4
= §(1+a)%—~2\/1+a+§.
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[Anmerkung: Die Ergebnisse aus (i) und (ii) miissen natiirlich {ibereinstimmen. In der Tat ist

(i
4 3 1
-3-(1+a)2 = 2(1+a)3(

(

2a(1 +a)? — - %(1'*’0))

W
Wl= 9

= 2(1+a)i(z(1+a)-1)

]

(X
(L1

= 2(+aq)

3 | —2(1+a)

Aufgabe 6
Tsiny

Es sei f:IR® — IR gegeben durch f(z,y):= { y
0, fallsy = 0.

fallsy # 0,

(a) Wir berechnen D; f(z,y) und D,f(z,y) in den Punkten (:) mit y #0:

siny
Dif(z,y) = 'R

YT cosy — rsiny
D2f(xay) = ‘

y2

(b) Wir zeigen, dass D, f(a,0) fiir alle Punkte (f) existiert. Dazu betrachten wir (bei festem
a) die Funktion ’

o1 R— R, t — ¢1(t) := f(a+1¢,0)=0;
es ist also ¢, die konstante Funktion 0; diese hat (iﬁ 0) die Ableitung 0. Daher existiert

Dyf(a,0) = ¢}(0) = 0.

(c) Wir zeigen, dass D,f(a,0) fiir a = 0 existiert, fiir a # 0 jedoch nicht.
Ist a =0, so haben wir

Osint
e R— R, t— f(0,t)={ "t . fallst # 0,
0, - fallst =0,

zu betrachten, d. h., v, = 0. Wie in (b) erhalten wir D,f(0,0) = 0. Ist @ # 0, so haben wir

asint

¢ R— R t— fla,t)={ ¢ ' falls t #0,
07 ) fallst:O,

auf Differenzierbarkeit in ¢ = 0 zu untersuchen, d. h., es ist zu untersuchen, ob

p2(t) — 2(0)

; fir ¢t — 0 einen Grenzwert hat.
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Fiir 0 < || < T ist (wegen |sint| > 2|¢])

pa(t) — pa(0)| _ |asint >|_C£|_.Z
t 2|7
also gilt
t) — 2(0
#2lt) = ¢2(0) th( )‘———mo fir t—0

und ¢, ist in O nicht differenzierbar, d. h., Dof(a,0) existiert nicht, falls a # 0 ist.

Andere Beweisméglichkeit: Fiir a # 0 ist die Funktion ¢, in 0 unstetig (und daher nicht
differenzierbar); denn wegen %‘l — 1 fiir y — 0 gilt

asint

Cp(t) = —ra#0=¢(0) fir t—0.

(d) Wire f in (J) differenzierbar, so wire die Matrix (0 0) die Ableitung, und es glte

f(a:,y)—f\(;;_(?)):—y_io 0)(5:3):%_,0 i (;)H@

Dies ist aber nicht der Fall, wie man z. B. mithilfe der Folge (::) mit r, =y, = % feststellen

kann (Folgenkriterium). Es gilt zwar (J*) — (?), aber

f(@nyyn) _ gsing  sing
2 7 - 1
VEFE Lfaed Vs

1 .
— —#*0 fir n—
A7

0
0

(wegen %‘i — 1 fiir y — 1). Daher ist f in (}) nicht differenzierbar.



Ergebni‘stabelleﬁ. zu Aufgabe 1
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