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‘Aufgabe 1
(a) (i) Die Vollstindigkeitseigenschaft vou R (vgl. 1.2.2) besagt, dass zu je zwei nicht-
lecron Tn:‘.ilmengén A Bvon B mit A< Beince R existiert mit A <e¢<B.

(ii) Der Satz von Archimedes 1.2.7 macht die Aussage, dass es zu jedem o € R ein

n & N gibt mit @ < n.

(b} (i) Fiir alle ¢ € K haben wir wogen 1+ (x+1)% > )

@+ -1 }ﬁjll_)z (z+ 12— {1+ @ +1)?) > 15
{x+13t—1>15
(x+1)" = 16
(x+1)% >4

r+1< -2 oder z4+1>2

< —3 oder z>1

[ A S A

£ € |0, —3[U]1, o0i,
also gitt {z € K| (v +1)? — 1> kgt = |00, —8] 11,00,

(i) Cesucht sind alle x € E mii {{2z - 1| < |4z — 6]}
Nach 1.3.7 (i} gilt

) 2r —1, falls 22>
|22 — 1| = . .
—{2x =1}, falls x <

bal— b2l =

el

1p — 6, fallsr>
4z — 6] = dux , Ialls x>
—(4x —6), fallsz <

T LD ko |t

Wir unterscheiden die folgenden drei Falle:

Il z < },.
Dann ist auch z < §, also

197 — 1| < 4z — 6] = —-2z+1<—-dc+6
= r<i
— s

kS|



Die letzte Aussage ist, filr jedes © < 3 wahr, daber erfillt jedes x < % die

Ungleichung 2z — 1| < 4z - 6.

2 Fall: ;<z<;

[

Hicr zeigt sich
|2r -1 < e~ 6 +— 2r—-1<-4r+6
= bz <7
= <L

T

Daher gilt fiir 3 < x < 3 die Ungleichung |2z — 1! < |4z — 6], fur § <o < 2 ist

diese Ungleichung nicht erfills.

[=:1}

g Fall: x>zi
In diesem Fall haben wir auch x = 3, also
|22 — 1] < |4z — 6] <=+ 2z -1 < 4r —6
= 527
== x> 2
Daher gilt fiir & > £ die Ungleichung |22 — 1j < |4 — 6!, fiir £ <z < § ist diese

Ungleichung nicht erfiillt.

Zusaanmentassend ersibt sich

[zreR |2z -1 < dr -6} = ]—m,%[u [%E[U]Eam[

Aufgabe 2

(a) e-n¢-Kriterium (vgl. 2.2.4):
f=la,)cec und lma,=a <=

L= ]

Yewi Ipp el ¥YnelN:n>ng = la, —a| <¢)

(b) (i) Es gilt
1002 1 10+ & ¢

Dz I+ 5245 b

i

wabol

=104 =, dy = 1+1‘E+5]
“n = +1r1.'3’ =l n.“‘n.



fir n £ M. Es gill d, v}é 0 [ir sile » € M. Da (1) und () Nullfolgen sind,
korvergieron nach den Rechenregeln 2.1.32 {c,) gegen 10 und (d,) gegen 1-5 =
5 # 0, also

. Cn 10
nl = VT Fege — =1
1) =(2) acgen

(if) Die Folge (b, hat die Teilfolgen (c,). (d,) mit

Cn = bup = eos™(81] = (cos(2na ¥ = 11% = 1,
dﬂ = b2ﬂ+1 = c@g”“‘?"r‘-{i_gi‘_‘?‘.lﬂ} — {C(]E['ﬂ'ﬂ' + '_"_;}jzﬂ'l'l = {FrtE =

Diese Teilfolgen konvergieren. Du aber lim ¢, = 1 # 0 = Lim d,, st die Folge
n— o T
(b,) divergent nach dem Divergenzkriterium 2.2.3.
(e} (i} Die Logarithmusfunktion log : 10,0¢] — B ist stetig und monoton wachsend (vel,
5.4.2). Daher ist {log( ”T*L)]ﬂm eine monoton fallende Nullfolge:

lim log(®) = log(lim (1421} =logl=0, wvgl 3.2.5 und

nt+1 3
log :_HH = log(t + ) < log{1+ 2) = log B
‘Nach dem Leibnizkriterium konvergiert somit die Reihe 3 {—1)"1log(2=1),
n=1
[+
(ii) Die gegebene Rethe hat die Form ' a, mit
n=1
nl?
Gn = -I:m-;i- £0 fur alle n g K.
: (2n}l
Es oilt
e |  (In+ N (2n)! - (n+ 12 (D)2 (2n)!
| a, | (2n+1))-(n!)? T 20+ 2)- (2n 1) - {20t {rd)?
. n+1 1+
T 2Zn+1) 4+ 3
also
iy 1++ 1
lign |2 'l!::]_im Lo =,
n—as |y n—oe 4 4 i d
Nach dem Quotientenkriterinim konvergiert somit die Reihe 37 E;r'l};,.
a==l ’

ﬂ;u fgabe 3

{a} Scicn @ € D C Rund [ : D — R cine Abbildung, Nach Definition 3.2.1 (i} heifit f
stetig in 4, wenn es zu jeder Umgebung V. von. f (@) eine Umgebung {7 von a gibt mit
flinD)cv.



(b) (i) Esist f = (fiofu)ofymit fi : 0,0¢[ — R, filz) =V, fi R-—— R, falz) =
lo| und fr : R — R, fulz} =z + 1firalezc E. Nach U 3.2.2 und U 3.2.3
sind f, und f» stetig, und f; ist als Polynomfunktion stetig nach 3.2.7. Gemi
der Wetvenregel fiir stetige Funktionen 3.2.6 (v) crweist sich zun8chst f10 faund
damit dann auch f = (f: @ fa} o fu als stetig '

Somit ist f in jedem Punks ¢ € R stetig.

(ii) Wir zeigen, dass y auf R\ {0} stetig ist, im Punkt & = 0 aber unstetig. Auf ];001 0[
stimmt g mit der Funktion g : |—oe,0] ~— B, ¢i{x) := 1 — |z iiberein, und
-auf 10, ool stimmt g mit der Funktion golz) == —1 + |z] iiberein. Die konstante
Funktion 1 : B — 2. 1 — 1 ist nach Beispiel 3.2.2(1) stetig, die Funktion
V| B = B, x|z ist nach 17 3.2.2 stetig, also sind 1 — | | und ~1 + | | und
damit auch gy und go stelig (vgl. Satz 3.2.6). Da g auf j—-:x:_.l[][ und aufl |0, oc| mit
eincr stetigen Funktion fibereinstimint, ist g stetiy auf R {0} = [—oc, 0[]0, ool

Im Punkt a = 0 ist g unstotig nach dem Fﬂlgenkriteriu'm 3.2.5, denn .
lim g(—+) = lm({1- =1
lim g1} = lm(-1+3:)=-1
FL—s 7K n—o0
Aufgabe 4

(a) 1. Mittelwertsatz der Differenzialrechnung {vgl. 4.2.2):
Sei I = @b mit ¢ < b, und sel f : I ~— R stetig auf [ und differenzierbar aunf
7==la. b Dann gibt es (mindestens) ein & €7 mit

(b) (i) Bs gilt J = fyfa mit
iR — R fz)=2,
fa i ®B— R, folz) =sinz.
£, und fo sind differensierbar mit Ableitungen
fi:% — R, filw)=3z" (val 4.1.8),
BeR— R, filz) =cosz (vgl 5.4.6).

Nuch der Produktregel 4.1.7{iii} ist dann auch f = fif2 differenzierbar in jedem
x € B nut

Fla) = (hi) (@ = Al@hic) + Al )

3

= 3rginz ~ riecosr.



(il) Es gitt g = i o (g2 © go) mit
g1 B — R, qiir) :=cosz,
g1 hoe] — R, gofx) 1= log
ga 0. oc] — )0, oc, galz) ==
v, ga el gy sind differenzierbar mit Ableitunpgen
g2 — R, ¢gi{z)=—sinz (vegl 5.4.6),
gy 110,00 — R, ghlz} =% (vgl. 5.4.15},

g 2 J0voa. — J0.o0l, gilx) =2z (vgl 4.1.8).

Nach der Kettenregel 4.1.7 (v) st dann zunéchst gy o §3 differenzicrbar in jedem
z & 0, x| mit

) 1 2
(g2 0 9a)'(z) = ¢ilgalz)}galz) = Pl 2r = -

und denm ¢ = g1 o {ga & g3 differenzierbar in jedem x € 0, oc[ mit
70 = gilge0galz)) (922 gs)(2) = —{sin{log2?}) - 2

_ 2sinflog=?)

{ii1) s gilt h = M Thit
h-g

Ry B — B, gl = (1+e)*=1+2x 2%,

By iR — B, hof{x) =" £ 0firallex e R (vgl 5.4.1).
iy uned hp sind differenzierbar mit Ableitungen

R R — R hy{z) =2+ 22,

Ry R — R, Ry(z) =& (vel 541}

Nach der Quotientenregel 4.1.7 (iv) ist dann & = %_} differenzierbar in jedem r € B
it

o (Y B{zhe(z) — M {z)R(2)
wle) = (E) @) ==tomr
(24 2z)e* — (L +x)e”  1—z

(EI}2 - e !




Aufgabe b

5=
(a) Nach 5.3.2 ist der Konvergenzradius r einer Potenzreihe 5" Gn{w — a)® das eindeutig
n=0

hestiimnte r € K mit 0 < v < oo und folgenden Eigenschaften:

oo
o fiir alle x € B mit |x = | < r konvergiert Y a,(z — a)®
=g

. O
o fir alle z € R mit |z — a| > r divergiert 3 a,{z —al®
n=~0

=)
(b} Die Potcngrcihe 3 n{28m 2™ hat den Konvergenzradius r = 1, demn es gilt

. =h n+i
) L2yt ) o~ 2n+3
litn sup I,u'f.ra( ) = lim ( 7 - ) =2,
A 1||, n+1 n—oo n+ 1
] | ®
da lim ¢m = 1, vgl. 5.3.4(i), nnd lim %—r-f— = lim %?— = 2. Nach dem Satz von
— n—0e -k w

2ﬂ+3}ﬂmﬂ1

=)
iladamard 3.3.3 ist daher v = I der Konvergenzradins der Potenzreihe >, n(eE

re=i}
(¢) Die Funktion f ist aul ihrem Definitionsbereich |, oof, einer offenen Menge, differen-
zierhar mit. Ableitung
4% ;
ey =827 — — fir alle x € 10, o
T .
Hat f in ¢ < )0, 00| ein lokales Extremum, so muss nach 4.3.13 gelten 0 = fila) =
30 — &, alzo 36" = 48, das heifft o = 2.
Mit dor wweiten Ableitung
. 96 .

[fz) =6+ g fir alle = € 0, x| .

gilt f7{2) =12+ 5 =24 > 0. Gemiiff £.3.14 besitzt f ein einziges lokales Minimmin an
der Stelle @ = 2. aber f besirzt kein lokales Maximum.
Weil das Intervall 7 := 3,4] kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Weierstrall 3.5.3
Stellen b,e € I mit  f(b) = min () wund fle) = max f(I}. Weder b noch c liegen
in ]3,4[, dem Inneren von I, da f nur ein einziges lokales Extrermim bei 2 = 2 € [ hat.
Wir crhalten .c € {3,4} und berechnen

48
Fi3) =27+ i 43, fld) =64+ T 76,

[ 4]

L

Somit gill &= 3, c =4 und |

min f{I) = f{3) = 43,

max () = f(4] = 76



Aunipabe 6

{a) Riemann-integrierbare Funktion (vgl. 6.1.9):
Fine Funkiion f € Abb{f, 1} heifit Riemann-integrierbar ither I, wenn giit:
Fis gibl zwei Folpen { £.0 und (F) in T{I) (= Menge aller Treppenfunktionen auf I}
it

LhSf<f wd  lim Ing(f~ fo) =0

(b) (i) Wir wollen die Methode der particllen Integration verwenden und setzen
f.g:[0.27] — R, f{x):=sinz, g{z):= 2"
{ und g sind stetig differenczicrbar 1';:1'11:- Ableitungen
Flzy = cosz, ¢{r) =2z

Es eili dann

2m

[j:zmsx dr = /f[i" wydz = flzlglz ff':ﬁ]'af (el
0
2r
4y
= risinz| -— /Emsinx dx
b
Tt
i )
= —[E;rsin:.c dx,
0

da sin 2 = sin 0 = 0. Erneute partielle Integration liefert nun

iy i
2
— fﬂ;?: singdr = —{2x(—coszx)]| — [ 2coszdr
: 0

0 n

. i 2

= 21‘(305.‘11‘ — 25inx| =d4ir,
0 i

da cosZm = cosdl = 1, sin2q =sind = 0. Damit folet
an )
] ofeosc dr = 4o,
i
(i1} Dieses Intogral ist ein Kandidat fiir die Substitutionsregel 6.2.11, denn im lnte-
granden finden wir den Logarithimus
2 [1,20 - K, pit) = logt

und seine Ableitung (2] = 3, so dass mit

Folpll)@l2). = [0,1og2] — R, flz) :=cosz

-



der Integrand die Form “Fiz(t))/(t) hat. Die Voraussetzungen der Substitutions-
regel sind erfiillt, de f stetig, ¢ stetig differenzierbar und 2([1, 2]} = [0, log 2] gilt

(12 ist monoton wachsend]. Es folge

, \ ) @l2) log?
fcus{_lﬂgx)dm _ [f{?{t},‘]ﬁi[ﬂdt — f f(adr = f cos r dr
1 = 1 w1} o
Jog 2
= sin;:r.! = sin(log 2} — sin0 = sin(log 2).

0



