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‘Aufgabe 1

(a) (i)FﬁraﬂazERmtz>-1undallenEN°gﬂt(1+:)">1+n:s,d:eBernoul--
lische Ungleichung (1.1.5). :
(ii) DaaBupmmmpM-dnernichﬂearmMmgeanerZahlenhtdiehimte :
obere Schranke von M, elso diejenige reelle Zahl S, fiir die M < S gilt und S < s
fiir alle s € R mit M < s (1.24 (i)).

® wnbewumdmchmunmpmmdan'ﬁ(zul)-n(nu)ﬁmne
n € N gilt. ; ;
Induktionsanfang n = 1: antz(zk+1)-4+1 5=#1(1+-4)

'Induktwmchnﬁn—rn+1 SeinENgegebe:n,unddmInduktiommmhme
2(2k+1)-n(n+4)seierfﬁ]lt

Dann gilt

M)?l(%ﬂ) ='.'ﬁz(.zk-.l-l)-f(%+1)+2(n+2)+l
k=2 k=2 k=2 - :
= n(n+4)+2n+5 [nach Induktionsannahme]
= n'+6n+5
= (n+1)(n+5)=(n+1)((n+1)+4).
Damit ist die Behanptung durch vollsténdige Induktion bewiesen.
(ii) Wir zeigen, dass fiir alle 7,y € -3, c0[ mit z < y gilt

z y
3+353+y .
Ausz(yfolgt.?;x<3ym1t112(ﬂ),unddmus3a:+zy<3y+zymit112(l)
also
(%) z(3+y) S y(8 +2).

Wegen —3 < z und —3 < y haben wir 0 < 3+zund 0 < 3+y nach 1.1.3 (i), also
0 < g3z und 0 < z}= nach 1.1.3 (vi). Aus (+) folgt nun mit 1.1.2 (ii) zunsichst

T
_ ooty sy
und daraus die Behauptung 3% < sk



Anﬁah 2 _
(a) Satz wn Bolsnno-WmtnB (vgl. 2.2.7):
Jede beschriinkte Folge enthilt eine konvergente Teilfolge.

(b) (@)

_ya-1 8-l ﬁ 1 Vi3

T Vi Tl 1+_.1"dn’

1.1' £y
firneN. Esgiltd#0firalleneN. ,
Bekanntlich ist (4) eine Nullfolge (vgl. 2.1.9 (ii)). Daraus folgt mit 2.1.12 und

{7 2.1.2 bew. dem Folgenkriterium 3.2.5 fiir die stetige Wurzelfunktion, dass (ca)

(i)

konvergent ist mit Grenzwert 0 und (d,) konvergent ist mit Grenzwert 1, a.luo(a,.)
konvetgentinmit(}rmwtn-o
cles i
i ~@r "
wobei

c,.-(%)“, d,.-i—(g)“ |

fiir n € N. Es gilt dy, # 0 fiir allen € N.

Bekanntlich ist (¢) eine Nullfolge fiir 0 < ¢ < 1 (vgl 2.1.9 (iii)). Dareus folgt,
dass (c,) konvergent ist mit Grenzwert 0 und mit 2.1.12 (dn) konvergent ist mit -
Grenzwert 1, also (a,) konvergent ist mit Grenzwert § =0.

(c) (i) Die Folge (%l) ist wegen .

n-1 L 1 ‘ g

o st | G T
eine monoton wachsende Folge mit Grenzwert § (vgl 2.1.12). Die Cosinusfunk-
tion ‘cos ist im Intervall [0, %] stetig, monoton fallend und es gilt cos§ = 0 (vgl.

5.4.6). Daher ist (cos(%:3r)) eine monoton fallende Nullfolge (vgl. 3.2.5). Nach

' dem Labniz.kriterium konvergiert somit die Reihe }:(- )'--1 cos(32 - 7).

(i)

Dwgegebme,Relhehatdeorm zla.,mit
: n=

n+1l

Es gilt :
- n+1 _n+1 1+4
4 Jon] = S -1 2—3'




also nach 2.1.12:
1+ 1

lim{'/ =2 = ==-<1

o1
0 2

1
2=

35. 35.

Nath dem Warselkriterium koavergiect sonit, i Reihé )"f,l (&),

Aufgabe 3

(a) Eine Funktion f : D — R ist genau dann stetig in einem Punkt a € D C R, wenn es
mjedemc>0ein6>03ibtmit|f(z) f(a)|<efﬂrjedeazeijt|x a| <6
(Satz 3.2.4)..

~ (b) (i) Wirhaben f = fy—fz0fs mit f; !R—"R.fl(ﬁ) =zt fpi= fm fs=||. Als
Polynomfunktion ist f; nach 3.2.7 stetig auf R, gem#if U 3.2.2 bzw. U 3.2.3 sind
Betrags- und Wurzelfunktion stetig auf R. Die Kettenregel fiir stetige Funktionen
326(v)hdertmdie8teﬁgkaitmfgofl.mmmit326(i),(ﬂ)folgt,dm
auch f = fi + (=1)f2 0 fs in jedem Punkt stetig ist.

. (ii) Die reelle Funktion g stimmt auf der Menge D := R\ {0} mit der rationalen
 Funktion go := g|,, fiberein, die nach 3.2.8 stetig ist. Weil Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft ist (vgl. Satz 3.2.3) ist auch g auf R \ {0} stetig. Im Punkt a = 0 ist
g nach dem Folgenkriterium 3.2.5 unstetig, denn fiir die Nullfolge (4)nen ist die
~ Folge (h(2))nen wegen h(2) = 2n fiir alle n € N nicht konvergent.

A e 4
(a) Seienn € Nund f : D — R mit D C R éine in a € D n-mal differenzierbare Funktion.
Dann heifit

T,:R— R, =—~T,.(=) 2’ (“)(z a)*

nthaﬁmt:on&S?dun»taTaylorpolynomvonfmit Entwicklungspunkt a. .

'(b) (i) Es gilt f = fufs mit

f1:]0,00[ — R, fi(z):=2°
f2:]0,00[ — R, fo(z) =logz.



f1, f2 sind dlﬁemnﬂﬂrbar mit Ableitungen

f1:]0,00[ — R, fi(z) = 34-" (vel. 4.1.8),

- f3:10,00[ — R, filz)=1 (vel 54.2). ;
Nach der Produktregel 4.1.7 (ili) ist dannamh f= f;fg differenzierbar in jedem
z € |0, oo mit

fi(z) = (Af)Y(z)= f;(z)fz(z) ¥ f:(z)fﬁ(z)
| = 3z%logz+2°: 1-z’(l+3logz)
(i) Es gilt g = (g1 © ga) © g5 mit
g:R—R,  gs)=cosz,
92:]0,00[ — R, 0(2) := V7,
 gi]=L1—R, gs(z):=1-2%
1,93 und gs sind differenzierbar mit Ableitungen
g1:R—R, g(z) = —sinz (vgl. 5.4.6),
g 10,00 — R, gi(z) = gl=  (vgl 41.11),
g:]1=L1[—R, gyz)=-2z (vgl. 41.8).
NachderKettmegeHl?(v)intdmnm!chng;og:diﬁumﬁubuinjedem
z € ]0, oo[ mit
(910 0)(z) = gi(gg(x)) . G4(z) = —sin vz - —7-
unddanng=(gloyg)ogadi&'emm!erbuinjedemze] 1, 1] mit _
7@ = (009) (o) gz)=-savi-2 m‘_—,: (-2’-‘)
i :uim/i-—_z’ _ ' : :
(i) Eagllth-%mit
h; ]1 W['—'R h1(=) -z’
ha:]1,00[ — R, hy(z) 1= 1+2logz.
' h;,hgninddiﬂerenﬁarbarmtAbluhmgm _
By :]1,00[ — R, Ki(z)=2z (vgl 4.18),
B :]l,00] — R, hy(z)=2" (vgl.4.17542)
NachderQuotmmrageIu?(iv)istdmnauchh=§;dsﬁmnzierbumjedm '
z € |1, 0o mit

o Wa)hale) = a(@)hi(a)
h(3) : ( ) (1-') (hz(:l-'))’

- 2z(1 4 2logz) — s’-{_ dzlogz

= : (1+‘2]og:|:)’ ~ (14 2logz)*

=R



A be 5
(a) Sei gan(s — a)® mit a,a, € R (n € N° eine Potenzreihe mit Komrergenmdiuﬁ
> 0. Dann st die durch £ : Uy(a) — R, f(z) = 3 on(z — a)" definierte Funktion
differenzierbar mit Ableitung F/(z) = n)":_':;l 7 n(z — a)*~* fir alle z € Uy (a) (siche Satz
- 5.3.7). SR '
(b) Wir bestimmen den Konvergenzradius der Potenzreihe ga,.z"‘ mit ay = e +e™"

fiir alle n € N durch Berechnung des Grenzwertes lim |.2a-| (vel. U 5.3.1). Es gilt
Gn = €" 4+ ™™ > ¢" > 0 fiir alle n € N, und wir erhalten =

Ois | v ettt o e e~)
Qas1| el el entl(] 4 e~n-3)
1 14e™ B

Wegen lim e~* = .&ngef; =0, vgl. 5.4.1 (5), haben wir

lim e = lim e™™-2 =0,
N—+00 n—o00

: ; an - LTy .
Daher gilt nh_%lmll o Bt e = somit hat die Potenzreihe

. g(e"+e"“)x“ den Konvergenzradius r = 2,

(c) Sei f: R — R, f(z) := z?exp(z) — 4 fiir alle z € R. Wir bestimmen die lokalen
Extrema von f mit Hilfe der notwendigen Bedingung 4.3.13, gemi8 der bei lokalen
Extremstellen die Ableitung eine Nullstelle besitzt.

Wir haben nach der Produktregel

f'(z) = 2zexp(z)+ 2 exp(a)
. = (2?+2z)exp(z) fiir alle z € R,

also f'(z) = 0 <= 2% +2z = 0 <= z = 0 oder = —2. Als Extremstellen von f

kommen daher nur die beiden Stellen z = 0 und z = -2 in Frage.

Die hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen 4.3.14 erlaubt es zu entscheiden,
- welche Art von Extremstelle vorliegt: Wir erhalten wiederum mit der Produktregel

f'@) = (2z+2)exp(z) + (2? +22) exp(z)
= (z?+4z+2)exp(z) fiirallez €R,



_alaof"(O) 2e° =2>0und f*(~2) = (~2)e~? = 3} < 0. Nach 4.3.14 liegt somit bei
z=0mnhhhsbﬁﬂmumundbe&z=—2emlohlmMmmummr,we&temhhh
" Extremstellen besitzt f nicht.

Weil das Intervall [0, l]hompahm,gibtesnanhdm&tzm\%mmﬁawﬁeuen '
b,c € [0,1] mit f(5) = min £([0, 1) und £(c) = max £([0, 1]). Da f uf J0, 1 kein lokales -
Extremum hat, wird das Minimum bzw. das Maximum von f auf [0,1] in einem der
Randpunkte 0, 1 angenommen. Wegen f(0) = —4 und f(1) = e — 4 > —4 finden wir
b=0, c=1und ; ‘ : '

‘min £({0,1]) = £(0) = —4,
max £([0, 1)) = £(1) = e — 4.

Aufgabe 6

(a) (i) Eine Funktion f € Abb(/,R) heift Treppenfunktion auf 7, wenn es eine Zerle-
gung .

‘1905
mmdﬂchﬁdodlsj\mkw,nkhtmmmmﬂef,gibtmitdﬂﬂgmﬂmﬁ
fls, ist komstant, (fir p'=1,...,).
(vgl. 6.1.1).
(ﬁ)SeJ,feAbb(I,R)mne'IteppenfunkuonundudI= UI,einezufpauende'
Zerlogun.gvonI(nhowieln(i)) Dnnnhdﬂt

- Inty(f) = 2 f (Ip)A(Ip)

dulnxegraiwnfﬁberl(vd.ﬁlﬂ)
Dabei ist f(I,) der konstante Wert, denfwfI,annimmt undA(I)dxeLﬂnge
des Intervalls J, (vgl. 6.1.4).

() () Wirwnﬂendieh&shhodeduputiallmlntegaﬁonmmdenundsetm '

f9: l1:3] — R, f(ﬁ) = 3,_9(::) = (1983)’- :
"' f und g sind stetig differenzierbar mit Ableitungen

fl@)=1, (z) = —EZ.




Es gilt dann | 4
[togzpis = [ r@itata) = f@ta)], - [ s@)(@)ds
1 ' 1 - 1
e 2log
= ¢ﬂos=)’[:7[s- = Zdo

= ;“2._/..]053‘”' :

da loge =1, 1051-0 Ermtepnﬁelhlntegratlonheﬁeﬂm
logzdz = log - ~dz=e~0— [ 1dz
f z zl i[z e- f

| = eg—(e~1)=1,
Damit folgt |
. f(iog’z)’dz-e—?jlogsdz-e-—é.
: 1 e 1
(if) Dieses Integral ist ein Kandidat fiir die Substitutionsregel 6.2.11, denn im Inte-
granden finden wir die Funktion
@:[0,1] — R, ¢(t) :-%t’-i—%
und deren Ableitung' @/(t) = t, so dass mit
I+ [(0),9(1)] = [— 1] — R; f(z) := sin(nz)

dar Integrand die Porm 7#(p(t))/(¢) Bist. Die Vorsuseetsungan der Substitutions-
sl i il i, i difeenstrhar nd (01 = 1) 3t (
it monoton wachsend). B folgt "

¥(1)

j zdn(-z’+-)dx - f Fle(®))e (t)dt = f f(z)dz

(0)
1 1
= ./_ai.n(wz)dz--;oourz"}
T . SR

da cos® = —i,‘ cos§ =0.



