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Aufgabe 1

(a) (i) Arithmetisches Mittel: Z(a + b);
geometrisches Mittel: Vab
(vgl. 1.1.6).

(i) Vab< l(a+b)  (vgl 1.1.6)

(b) Zu bestimmen sind alle z € R mit
(%) lz+ 3| < |z —2].

Es gilt

z+3 , fallsz > -3
lz+3] =
—(z+3) , fallsz < -3

x—2 ,fallsz>2
|z —2| =
—(z—2) , fallsz < 2.
Wir unterscheiden drei Falle:

Fall 1. z < -3
Dann ist auch z < 2, also

[z+3|<|z—2 & —-z-3<-z+2
& -3 <2

Da dies eine richtige Aussage ist, ist () fir alle 2 < —3 richtig.

Fall 2: -3 <2<2

Hier gilt
lt+3|<|z—2] & z+3<—2z+2
& 2r< -1

& < -3

Daher gilt (x) fiir —3 < z < —3, fiir —3 < 2 < 2 hingegen nicht.




Fall 3: 2 > 2
Dann ist auch z > -3,

also

lz+3]<|z—-2] & z+3<z-—2
& 3I< -2

Da dies eine falsche Aussage ist, ist (*) fiir > 2 nicht erfiillt.

Zusammenfassend ergibt sich

{:UGRI|x+3|<|:c—-2§}:]—oo—-2—[.

(c) Fiir die Menge M = {z € R | (z — 5)? < 4} gilt M = [3,7], denn

(r—5)2<4 & z2-10z+25<4
& 12-102+21<0
& (z-3)(z-7)<0
& (r-3<0undz—72>0)
oder
(r—3>0undz—-7<0)
& (z<3undz>7)
oder

(z>3und z <7)

& 3<z<T.

Also ist M beschriankt nach 1.2.11 (i).

Alternative:
(r—5)2<4 & |z—52<4
& |lr-5/<2
& 5-2<z<5+2 (1.3.3 (i), (iii))

S 3<x<LT.




Aufgabe 2

(a) Quotientenkriterium (vgl. 2.4.3):
Sei Z a, eine Reihe mit a, # 0 fiir fast allen € N.
G1btese1nq€ertO<q<1 so dass

an+1
Qn

<q firfastalle neN

erfiillt ist, dann ist die Reihe absolut konvergent (und daher auch konvergent).
Die Bedingung ist z.B. dann erfiillt, wenn

On+1
Qn

lim

n—oo

<1

. ist.
(b) (i) Fiir n € N gilt
n?  (n+1 n’-(n+1)° -3n°-3n-1

anp =

n+1 n  nn+l) n?+n
B ek
142 dn’
wobei
3 1
=32 dy =
n

Es gilt d, # 0 fur allen € N.
Bekanntlich ist (1) eine Nullfolge (vgl. 2.1.9 (ii)). Daraus folgt mit 2.1.12, dass
(cn) konvergent ist mit Grenzwert —3 und (d,) konvergent ist mit Grenzwert 1,
. also (a,) konvergent ist mit Grenzwert =3 = —3.
(ii) Fir n € N gilt
P 14D e

mogntl 4 (—1)nHl T 2 {_%)n T d,)

wobel
=14 (=3, da=2—(~3)"

Esgiltd,=2-(—3)">2-1=1>0, also d, #0 fiir alle n € N.

Bekanntlich ist (¢") eine Nullfolge fiir —1 < ¢ < 1 (vgl. 2.1.9 (iii)). Daraus folgt
mit 2.1.12, dass (c,) konvergent ist mit Grenzwert 1 und (d,) konvergent ist mit
Grenzwert 2, also (a,) konvergent ist mit Grenzwert £




(¢) (i) Nach 5.4.2 (5) ist log streng monoton wachsend. Daher gilt fiir alle n € N, n > 2

1 1
log— <locr—2—<log1 0,

d.h. (log %) ist keine Nullfolge und die Reihe 3~ log £ erfiillt somit die notwendige

n=1

oo
Konvergenzbedingung 2.3.5 nicht. 3 log% ist also divergent.
n=1

(ii) Nach 5.4.6 (4) (v) gilt |sinz| < 1 fiir alle z € R. Daher gilt fiir allen € N

jan] = |72

sin( 27m | sin(27n?)| o1
‘ n? n?’
Nach 2.2.6 (1)/2.3.3 (i) ist Z konvergent, so dass nach dem Majorantenkrite-

o
rium 2.4.1 (i) > gﬂf;_nl absolut konvergent und daher konvergent ist.

= ®

Aufgabe 3

(a) Nach Definition 3.5.4 heifit f gleichmiBig stetig auf D, wenn gilt:
Ve>0 36>0 VzyeD:(lz—y|<d=|f(z)— fly)| <e).

(b) Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist (Satz 3.2.3), ist f fiir jedes ¢ € R auf den
offenen Intervallen | — 0o, 2[ und ]2, o[ stetig, da f dort jeweils Einschrinkung eines
Polynoms ist.

Zu untersuchen bleibt die Stetigkeit im Punkt a = 2. Es gilt

f:R— R iststetigin a€R <« f besitzt in a den Grenzwert f(a),
d.h. lim f(z) = f(a).

Also gilt
f ist stetig in a=2(:>lir%f(x)=f(2) =4+42c-1=3+2

lin%(5:1:+1) =34+ 2c
11=3+2c

8 = 2¢

c=4.

t ¢ 0 8

Fir c =4 ist f auf ganz R stetig.




(c) Fir z # 1 gilt

~ B 21 _(z+D(z-1) z41
flz) =g(z) = (2+T)(z-1) (2+7(z-1) 2247
Fir z = 1 gilt
+1 __2_1
2+7 8 4

Also kann g generell durch die Formel

z+1
g(z) = 217
beschrieben werden.
Als rationale Funktion mit Definitionsbereich R ist g nach 3.2.8 stetig, also auch stetig
ina=1.
Die Funktion g : R — R ist die stetige Fortsetzung der Funktion g|r\(1} in a = 1.
Die Funktion f: R — R ist Fortsetzung der Funktion

Flryay = glryay-

Da f(1) # ¢(1), kann f wegen der Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzung 3.3.2 in
a = 1 nicht stetig sein.

Alternative:
Fiir die Folge (1 + ;) gilt lim (1+ 2) =1, aber
n—oo

| LS 2+
] 1+4) = lim —2—— — lim 5
dm f(L+37) oo (1412 +7 noolt+ 24447
244
= lmr iy
n—o 8+ £+
2 1
= S=_#£75(1).
s=21770)

Also ist f nach dem Folgenkriterium 3.2.5 nicht stetig in a = 1.




Aufgabe 4

(a) Kettenregel (vgl. 4.1.7 (v)):
Seien a € D C R, f: D — R differenzierbar in a und h : £ — R mit f(D) C E

differenzierbar in f(a). Dann ist auch h o f differenzierbar in a mit
(ho f)(a) = K (f(a))f'(a).

(b) (i) Esgilt f=(fio f2)+ f3 mit
f1:]0,00] — R, fi(z) = —2logz,
f2:]0,00[ — R, fo(z):=¢€" -1,
f3 . }O, OC‘{ — R, fg(CC) = I.
f1, fo, f3 sind differenzierbar mit Ableitungen

2
f5:]0,00[ — R, fi(z)=¢" (vgl 5.4.1 (1)),
f5:]0,00 — R, fi(z)=1 (vgl. 4.1.3 (ii)).
Nach 4.1.7 (1) und der Kettenregel 4.1.7 (v) ist dann auch f = (f; o f2) + f3

differenzierbar mit
fl(x) = (fiof2)(z)+ fi(z) = filfo(2)) f3(2) + f3(2)
2 _ —2e"+e"—1 1+e€°

= — e’ +1

er — 1 B et — 1 T 1 — et

(ii) Es gilt g = 192 mit

g:R—R, gz)=2>-2z+2,
g2 :R— R, g2(z):=€".

g1, 92 sind differenzierbar mit Ableitungen
g :R—R, gi(z)=2z-2 (vgl. 4.1.8), .
g R— R, gh(z)=1¢" (vgl. 5.4.1 (1)).

Nach der Produktregel 4.1.7 (iii) ist dann auch g = g;g, differenzierbar mit
g(z) = 91(x)g(z) + o1(z)gs(z)

(2z — 2)e® + (2% — 27 + 2)e® = x2€”.

(iii) Es gilt h = hy o 2 mit

hy :]0,00] — R, hy(z) = logz,
hy :]l,00] — R, he(z) =2+ 1,
hs:]1,00] — R, hg(z) =z — 1.

hi, ho, hg sind differenzierbar mit Ableitungen

R} :]0,00[ — R, hi(z) . (vgl. 5.4.2 (2)),
Ry ]1,00] — R, hi(z)=1 (vgl. 4.1.8),
Ry :]l,00] — R, hi(z)=1 (vgl 4.1.8).

(@)




(a)

(b)

Nach der Quotientenregel 4.1.7 (iv) und der Kettenregel 4.1.7 (v) ist dann auch
h = hy o () differenzierbar mit

h’(z) — ht}(%(lz”%(z)hﬁ(m) — h’2(x>h'§3(x)

(h3(2))?
_z-1 z—-1—(z+1) -2 2
T+1 (z—12  22-1 1-—2?

Aufgabe 5

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen (Satz 5.3.10) gilt:

1
— = f(n)
tn = n! (a)

fiir jedes n € N°,

oo
Es liegt die Potenzreihe Y a,(z — a)® vor mit a = —8, ap = 0 und a, = 2 fiir alle
n=0

n € N.
Fir n € N gilt

n __n _1__ _— 1
Viel =5 = T
Da lim {/n =1 (vgl. 5.3.4 (1)), folgt

n-—00
lim {/|a,| = 1.

n—oo

Der Konvergenzradius ist nach dem Satz von Hadamard 5.3.3 (iii) also 1. Folglich ist
die Potenzreihe nach 5.3.2 fiir |z + 8] < 1 (d.h. fiir —9 < z < —7) konvergent und fiir
|z + 8| > 1 (d.h. fiir x < —9 oder z > —T) divergent.

Es sind noch die Punkte z =oo—§ und £ = —7 zu untersuchen.

Fiir z = —9 liegt die Reihe ) %(—1)* vor, die nach dem Leibniz-Kriterium 2.3.8 kon-
n=1

vergiert.

Fiir z = —7 liegt die Reihe }: % vor, die nach dem Majorantenkriterium 2.4.1 kon-
n==1

vergiert, da -y nach 2.3.3 (i) eine konvergente Majorante ist.
Die Potenzreihe ) —%(z + 8)™ konvergiert also im Intervall [-9, —7], auflerhalb dieses

n=1
Intervalls divergiert sie.




(c) (1) Die Funktion f ist auf ihrem Definitionsbereich |0, oo, einer offenen Menge, diffe-
renzierbar mit Ableitung
2
f(z) =2z - = fiir alle z €0, o0[.
T
Hat f in a € ]0, 0o[ ein lokales Extremum, so muss nach 4.3.13 gelten
2

0= f'(a) =2a— et
also 2a* = 2, das heiit a = 1.

Mit der zweiten Ableitung
f'(z)=2+ % fiir alle z € |0, 00|

gilt f'(1) =2+6 =8> 0. Geméf 4.3.14 besitzt f an der Stelle a = 1 ein lokales

Minimum. Dies ist das einzige lokale Extremum.

(2) Weil das Intervall [3,2] kompakt ist, nimmt die Funktion f auf [%,2] Maximum ‘
und Minimum an.
Dies kann in einem der Randpunkte 3 bzw. 2 oder im Inneren |1, 2[ des Intervalls
[1,2] geschehen. Nach (1) kommt im Inneren nur der Punkt 1 in Frage.

Wir berechnen die Werte (1), f(1), f(2).

) = 1va = ¥
f1) = 141 = 2
f@) = d4+i = {
Also nimmt f auf [3,2] im Punkt 1 sein Minimum 2 und in den Punkten £ und 2
sein Maximum %7 an.
Aufgabe 6

(a) Partielle Integration (vgl. 6.2.10):
Sei I = [a,b] mit a < b, und seien f und g stetig differenzierbar auf /. Dann gilt:

b b b
[ 1@y = fwew) - [ 1@ @

(b) (i) Dieses Integral kann sowohl mit partieller Integration als auch mit der Substituti-
onsregel berechnet werden. Wir wihlen den einfacheren Weg, nimlich die Substi-
tutionsregel 6.2.11. Im Integranden finden wir die Funktion

00,2 —R, o) =1+1




und deren Ableitung ¢(t) = 2t, so dass mit

£ 10(0), 0(2)] = [1L,5] — R, f(z) 1= =

z

gilt:

2 2
T 1 2 1 ,
/1+:r2dx - 5/1+t2dt= §/f(90(t))<ﬂ(t)dt

0 0

#(0)
1 1
= —logh— =logl = =logh.
2 Og 5 0g 5 g
Die Voraussetzungen der Substitutionsregel waren erfiillt, da f stetig, ¢ stetig

differenzierbar und ¢([0,2]) = [1, 5] gilt (¢ ist monoton wachsend).
(ii) Wir wollen die Methode der partiellen Integration 6.2.10 verwenden und setzen
fy9:10, —g] — R, f(z):=sinz, g(z) = cos’z.
f und g sind stetig differenzierbar mit Ableitungen
f'(z) = cosz, ¢'(z) = —2coszsinz.

Es gilt dann

s
2

0

cos® zdz = / F(@)glz)dz = f(z)9(z)|” - / f(2)g (2)dz

© S~
Kl

o\
[SE]

= sinzcoszzg — [ (—=2sin®z cosz)dx

o

3
= O+2f{1—~cosgsc)cosa:d:z
0

z z

= 2/&0&2:{%—2]{:@533(1@,
0 0

da cos ¥ = sin0 = 0 und sin®z = 1 — cos’ z. Es folgt

s

%
3/cos3xda;=2/mmdz=23’mx
)

0

z
2

=2-0=2,
0

also

%
2
s zdr = =.
/co zdz = 3
0




