Losungshinweise zur Klausur
01172 Mathematik II / 01182 Mathematik fiir Informatiker I

Sommersemester 2007

Aufgabe 1
71 bestimmen sind alle z € R mit

(%) |3:c—1|+2§|4x—8\.

Es gilt
3z — 1, falls z > 3
13z — 1] = :
—Bz—1), fallsz <3
4 5 = 4z — 8, falls z > 2
. = \-(@z-8), fallsz<2.

Wir unterscheiden drei Félle:
BFall 11 < %
Dann ist auch z < 2, also

13z —1|+2< |4z - 8| <= —-(Bz—1)+2< —(4z - 8)
daaty. € 0y

Da dies eine richtige Aussage ist, ist (¥) fiir alle z < 3 richtig.
Fall2: $ <2 <2
Hier gilt
3z -1|+2<|4z-8| <= (Br—-1)+2< —(4z - 8)
s TS
= rE 1.,

Dabher gilt (x) fur % < z < 1, fiir 1 < z < 2 hingegen nicht.
3z >2
Dann ist auch z > 3, also

3z -1|+2<|4z-8| <= (Bz—-1)+2<4x -8
< 9<x.

Daher gilt (x) fiir 9 < z < oo, fiir 2 < z < 9 hingegen nicht.

Zusammenfassend ergibt sich

{zeR||3z-1|+2<|4z-8]}=]—00,1] U [9, oof .



Aufgabe 2

(a) ()

(ii)

(b) (i)

Zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens der angegebenen Folge teilen wir
Zshler und Nenner durch die hochste auftretende Potenz von n (ndmlich 6) und
erhalten
101n3 — T8  101(2)* -7
Qp = = :
P17 1+ PP
Da () eine Nullfolge ist, folgt aus 2.1.12 die Konvergenz von () mit
lim a. = 5 2on foun
n—oo s (1—{—-0)2 i

Wir zeigen zunichst mit Hilfe des Monotoniekriteriums:

(b,) ist konvergent.
Fiir alle n € N zeigen wir durch Induktion: b, € [3,1] .
n=1:b =1¢€ [} 1] ist klar.
Sei b, € [3,1] fiir ein n € N. Dann gilt b, +1 € 2,2], also
1 14 1
T PTG P & ol
=20t €3 C )
Insbesondere ist (b,) beschrénkt.
Fiir alle n € N gilt wegen % < by
1 1
b1 = g(bﬁ-l) 5 g(bn+2bn) = by,
d.h. (b,) ist monoton fallend und somit nach dem Monotoniekriterium konvergent.
Sei b:= lim b,. Dann gilt (nach 2.2.2) b = lim b,41, also nach 2.1.12

1
b A By o A %(bn—l—l):%(lim e i

n— 00 n—oo 3

i Bb——‘b-{—lundsomitb:%.

Es gilt
1, falls n gerade }

= (=1)"
—1, falls n ungerade S

cos(nm) = {

also

&)
Nach dem Leibnizkriterium ist Y (—1)"~* £ konvergent, also auch

ns=1

>, cos(n) = e

6w FAAPEYL

e
konvergent.



(ii) Fiir allen € N gilt vn?2+3 <vn?+2n+1=n+1, also

2 e 2
"o s S _(Vn?2+3-n)(vn +84m 3
vni+3+n YR+ o4+n
= - = 3 zl.
289 1T U 2H 4w R

o
Die harmonische Reihe % ist divergent, folglich ist nach dem Minorantenkrite-
n=1
rium auch die Reihe
o

E( n?+3—n)

neslk

divergent.

Aufgabe 3

(a) Wir verwenden zum Nachweis der Stetigkeit von f in a = 0 das g-0-Kriterium und

haben wegen f(0) = 0 zu zeigen:
Ve>0 36>0 VzeR: (z|<d=|f(z)<e).
Da fiir alle z € R |f(z)| < |z| gilt, ist diese Bedingung fiir J := € stets erfillt.

(b) Seia € R \ {0}. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: a € Q
Dann gilt f(a) = a und die Folge (a,) mit

4y =a+ - cR\ Q firalle neN

n
ist konvergent mit lim a, = a. Wegen f(a,) = 0 fiir alle n € N ist
n—oo

lim f(a,) = lim 0 =0 # a= f(a),
also f nach dem Folgenkriterium in a nicht stetig.
Fall 2: a € Q
Dann gilt f(a) = 0 und da a Haufungspunkt von Q ist, gibt es zu jedem n € N
ein a, € Q mit a, € Ui(a). Ist zB. a = o,y ay -+ die Darstellung von a als
unendlicher Dezimalbruch, so gilt fiir a, := @, a1+ o € Q

1 1
n— =0,0...0n e — < =

e 0 S 10%s . n
fiir alle n € N. Insbesondere ist (a,) konvergent mit lim a, = a. Wegen f(a,) = a, fiir
alle n € N ist

lim f(a,) = lim a, =a # 0= f(a),

n—oo n—oo

also f nach dem Folgenkriterium in a nicht stetig.



Aufgabe 4

(a) (i) Esgilt f=fi-(fs0f2) mit
fi,f2:R\ {0} — R, fi(z) =2, folz) =2,
f3:10,00[— R, fa(z) :=log .
f1, fa2, f3 sind differenzierbar mit Ableitungen
fi: 5 R\ {0} — R, fi(z) =1, fi(z) =2z,

f3:10,00 — R, filz) =

Nach der Kettenregel 4.1.7(v) gilt zunéichst: f3o f; ist differenzierbar mit Ableitung
1 2
(f30 o) (&) = f5(fa(2) - folw) = - 22 =—.

%
Nach der Produktregel 4.1.7(iii) ist dann auch f = fi - (fs o fa) differenzierbar mit
Ableitung

fiz) = fi(@)(fso fo)(@) + fi(z)(fs © f2)'(2)
:1-logx2+x-%=2+loga:2.

g2 © g1

(ii) Es gilt g = mit g1 .=/ |jo,0o[ » 2 i= €XD .

g1 und gy sind differenzierbar mit Ableitungen
1

g,l : ]0700[__)R> gi(l’) &3 2\/£ )
g:R—R, gy(z) =€
Nach der Kettenregel 4.1.7(v) gilt zunéchst: googy ist differenzierbar mit Ableitung

eV®
(g2 0 91)!(@) = gh(en(2)) 1 Go(3) = &7 - -217 S

Nach der Quotientenregel 4.1.7(iv) ist dann auch g = 92291 gifferenzierbar mit
g1
Ableitung
e (92091)' () - g1(z) — (g2 0 91)(2) - 1 (@)
(91(2))?
0P TR AR 01185 o
S - Rdaniasi < 08 7
(Va)? £
_ZI=VT
22?

(b) Wir setzen f,g:]—1,1[— R, f(z):=z —log(z +1), g(z) :==1—cosz.
Dann gilt £(0) = 0= g(0) und f, g sind differenzierbar mit Ableitungen



Es gilt f/(0) = 0= ¢(0) und f, ¢’ sind differenzierbar mit Ableitungen

f'.9" 1 -1,1][—R, f'(z) = 7 giz). =008

(z+1

"

Da f” und ¢” offenbar stetig sind, gilt dies auch fiir f; und es folgt
g

o e 1

li =
20 g'(z)  ¢'(0) 1

Wegen ¢"(z) = cosz # 0 fiir alle z € | —1,1[\ {0} gilt nach der Regel von de I'Hospital

Ha) - Plo)
@) D@

Wegen ¢'(z) = sinz # 0 fiir alle 2 € | — 1,1[\ {0} gilt nach der Regel von de I'Hospital

i@ f@
@) e (@)

(Beachten Sie: ~3 < -1<1<3.)

Aufgabe 5
(a) (i) Die Funktion f ist differenzierbar mit Ableitung

f’(x)——“ﬂv—% fir alle z€e R\ {0}.

Esgilt R\ {0} = L UL mit [; :=]—00,0[ = I, L= 16, 00| = Io. Hat £ in
a € I; oder in a € I, ein lokales Extremum, so muss nach 4.3.13 gelten:

i
a?’

0=fla)=a-

also a® =1, d.h.azle.[z:;g.
f' ist differenzierbar mit Ableitung

9
() :1-{—; fir alle z € R \ {0}.

Es gilt f”(1) = 3 > 0 und nach 4.3.14 besitzt f an der Stelle a = 1 ein lokales
Minimum, némlich f(1) = . Dies ist das einzige lokale Extremum, da jeder Punkt
des Definitionsbereichs von f im Inneren des Intervalls I; oder des Intervalls I

liegt.



(i) Es gilt

<0 Hr0<zxl

=0 firz=1

=P -frl<p<s.

£ ist also in ]0, 1] streng monoton fallend, in [1,2] streng monoton wachsend (vgl.
4.2.4), d.h.

min f(]0,2]) = f(1) = 5 -
max f(]0,2]) existiert hingegen nicht. Denn andernfalls gibe es ein 7o € 10, 2] mit
F(zo) > f(x) fiir alle z € ]0,2]. Da f in 0, 1] streng monoton fallt, in [1,2[ streng
monoton wéchst, gilt 7o & ]0,2[. Es bleibt zo = 2. Es gilt jedoch

f(2)= —<3<f()
d.h. auch zy = 2 ist nicht moglich, im Widerspruch zu zo € 8,21,

(b) Es liegt die Potenzreihe 3 an(z — a)™ vor mit @ =1, ap = 0 und a5 = 5 fiir alle
n=0
n € N. Fiir n € N gilt
6 e o1 1
= A
an+1| sntl . p 5 ( +n)’
also ist nach U 5.3.1
r = lim | | = .
n—=00 Ontl 5

der Konvergenzradius, und die Potenzreihe ist nach 5.3.2 fiir |z — 1| < =y db. fr
4 < z < & konvergent und fiir |z — 1| > 1 dh. fiir < § oder z > § divergent.

Es sind noch die Punkte z = £ und & = £ zu untersuchen.

Pir z = % liegt die Reihe

o0 n o n oo
SEE =) TR =Ry
n=1 n=1 n=1

vor, die nach dem Leibnizkriterium konvergiert.
Fiir z = £ liegt die Reihe

=.5" 6 =5 1. e=1
Dl il S Y Badt

vor, das ist die harmonische Reihe und folglich divergent.

Die Potenzreihe Y 2(z — 1)" konvergiert also im Intervall (2, %[, auBerhalb dieses
n=1
Intervalls divergiert sie.



Aufgabe 6

(a) Wir verwenden die Methode der partiellen Integration 6.2.10 und setzen

f)g:[_gag] R, f(z)=(z+1)*, g(z) =—cosz .

f und g sind stetig differenzierbar mit Ableitungen
fl(z)=2(z+1), ¢(z) =sinz.

Es gilt dann wegen cos ¥ = 0 = cos(—7)

s

/(;z:—l—l)zsina: =7f(a:)g'(x)dx

Il
~~
b i

8
N
b3

8
N’

wl4

[(SIE]

= —(xz+1)*cosz

2(x + 1)coszdz .

[
b T

Erneute partielle Integration liefert

2(z+1)coszdz =2(z+1)sinz g

2sinz dz

|

SE] \MH
B
Pl i

wl3

(SIE]

=22 +1)—2(-3+1)(-1) - 2(— cosz) |-

7

=r+2-7m1+2=4,

da cosf =0=cos(—3),sinf=1, sin(—%) = —1. Folglich

ik

/(m+1)zsinxdx=4.

(NEY

(b) Wir verwenden die Substitutionsregel 6.2.11.

Im Integranden finden wir die Funktion

¢:[0,v5] — R, p(z) =9 -2z’



und deren Ableitung ¢(z) = —2x (bis auf den konstanten Faktor —2), so dass mit

-2

gilt:

V5 V5

f\/;—f?d‘” :/ (p?x w'(x)d$=o/f(<ﬁ(w))<p’(w)dw
Sy

0
9
o
#(0) 4

=2-2\/y'4:4(\f—\/2)=4(3—2):4.

©(v/5)

%iw
é|'~

Die Voraussetzungen der Substitutionsregel waren erfiillt, da f stetig, ¢ stetig diffe-
renzierbar und ([0, v/5]) = [4,9] gilt (¢ ist monoton fallend). Die Stammfunktion fiir
die Funktion y — ﬁ erhilt man aus der Ableitungsregel fiir die allgemeine Potenz
(id*Y(y) = ay® ! fiira =3 .

Einen anderen Losungsweg erhilt man aus der Beobachtung, dass fiir die Funktion

F:[0,V/5] — R, F(z) := —4v9 — 2?

4z
¥ = = —— gilt, d.h. F ist eine Stammfunktion des
) = 4 s (C20) = =

Integranden. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung folgt dann

/ - dz = —4/9— 12 f=—4\/1—(—4\/§)

=-8+12=4.



