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Aufgabe 1

Zu bestimmen sind aIIe r e lR mit

(* )  l3r -7|1+2<14*-81 .

Es gilt

l3z -  1 l  :  { t* , :  
t '  

. ,  
fa l ls  r  2 }

\ -1r" - t;, falls z < $

lar - 81 : { 
n',: t' 

^, 
falls r 2 2

l - (ar-8) ,  fa l lsr<2.

Wir unterscheiden drei Fälle:

Fa l l  1 :  n< l

Dann ist auch r < 2, also

13* * tl+2 < lar -81 a==e -(3r - 1) + 2 3 *@r - 8)
e r15 .

Da dies eine richtige Aussage ist, ist (,i) für alle r < $ richtig.

Fal i2:  t r . r .2
Hier gilt

13* - t l+2J lar-81 s (12-  1)+2 < -@r -8)

s  fa< f

e  r3L .

Daher gilt (x) für $ < r <-I, für L < r <2 hingegen nicht'

Fa l l  3 :  r )2  \

Dann ist auch r > l, also

l3r -  t l+2S laz-81 s (3r-1)+2 < 4r-8
e 9(r .

Daher gilt (*) für 9 < r ( @, für 2 < r <9 hingegen nicht'

Zusammenfassend ergibt sich

{ze IRl13"-L l+zSl4r-81} : l -oo,1 l  U [9,* [  '



Aufgabe 2

(") (i) Zur Untersuchung des Konvergenzverhaitens der angegebenen Folge teilen wir

ZähIer und Nenner durch die höchste auftretende Potenz von r) (nämlich 6) und

erhalten

101n3 -7n6 101(*)3 -  7
a":pWF:(14)r)r '

Ou (*) eine Nullfolge ist, folgt aus 2.L12 die Konvergenz von (a,") mit

0 -7  ä

(ii) Wir zeigen zunächst mit Hilfe des Monotoniekriteriums:

(b") ist konvergent.

Für alle n € N zeigen wir durch Induktion: U" e ll,tl .

n:  I  :  b1:1 € [ä,  1]  is t  k lar .

Sei b," € [],1] für ein n, € N. Dann gilt b,, + 1 € [$,2], also

bn+7 : 
]tr, * 1) € t;, f ; l  .  t | ,r1 .

Insbesondere ist (b") beschränkt.

Für alle n € N gilt wegen f, SU"

11
bn+r : 

i 
(a" + 1) S i 

(b" + 2bn) - 6n,

d.h. (br) ist monoton fallend und somit nach dem Monotoniekriterium konvergent.

Sei b :: _liry^ b,. Dann gilt (nach 2.2.2) b : 
Jgg 

b,,-.1, also nach 2'1'12

,1,,* bn+t :r im I (b* +r) : *(rry b, + r): I  (, + 1) ,
n1cn n-oo 3 

'  ' -  '  
J 'n+m ö

d.h. 3b : b* 1 und somit U : i .

(b) (i) Es gilt

___/--_\ ( I, falls n gerade Icos(nzr) : 
t -;: fails n, ungerade | 

: ?t) ,

also

iry:i(-,)"1
tt=l n=L

Nach dem Leibnizl,rriterium itt i (-t;"-t j konvergent, also auch
n=T _

O O / - \ o o 1

5r 
cos(nnl : _ I(_1)"-1 -

4 n /-.z\ -t 
n

n: l  n:L

konvergent.



(ii) Für alle rz € N gilt '@73 3 \/ffiTWI: rL* 1, also

!/& + B - n - (t/F + z -?)(t/Ns + n.) : J-
l f f i  a l+n , /F+z+n

331
> 2n{ I>  2n+n: ; '

Die harmonische Reihe i * *, divergent, folgiich ist nach dem Minorantenkrite-
n:I

rium auch die Reihe

S.,
l('/F+s - n)
n=L

divergent.

Aufgabe 3

(a) Wir verwenden zum Nachweis der Stetigkeit von / in o : 0 das a-d-Kriterium und

haben wegen /(0) :0 zu zeigen:

Ve>0 ld>0 Vr€lR:  ( l r l  <d=+l / ( r ) l  <e) '

Da für alle r e R. l/(z)l < lrl gilt, ist diese Bedingung für d :: e stets erfüllt.

(b) Sei a € IR \ {0i. Wir unterscheiden zwei Fälle:

Fa l l  1 :  a€Q

Dann gilt /(a) : a und die Folge (4") mit

an t : o+ !€R  \  Q  f ü ra l l e  ne  N
n

__l ist konvergent mit Fy*o": 
a. Wegen f (a"): 0 für alle n € N ist

m/(@") 
: jg30:0la:f(a),

also / nach dem Folgenkriterium in o nicht stetig'

Fall 2: a'd Q
Dann gilt /(a) : 0 und da a Häufungspunkt von Q ist, gibt es zu jedem n, € N

ein an € Q mit an € U1(a). Ist z.B. a : d,,olo,2... e,"' die Darstellung von a als

unend.licher Dezimalbruch, so gilt für an i: d,QL"'ar, € Q

11
lo "  -  o l :  0 ,0  " ' 0o , ,+ r  " '  <  tO"  

<  
n

für alle n € N. Insbesondere ist (a,") konvergent mit jgg &n: a. Wegen f (o") : an fijt

a l l en€Nis t

J$/("") : m an : o' I o : f(a),

also / nach dem Folgenkriterium in o nicht stetig.



. ' !

Aufgabe 4

(") (i) Es giit / : fr'(/3 o /2) mit

fr, fz: R \ {0} ---+ lR. , fr(*) t: n , fz(x) :: 12 ,

.fs : ]0, ool* ]R , "fe(r) :: logr .

h, fz,,/3 sind differenzierbar mit Ableitungen

fi, fL, R \ {0} ------+ lR , fi@) :7 , f!z@) :2r ,

/ä '  10,  oo[-  R ,  f i ( " )  : :

Nach der Ketten rege]4.1.7(v) gitt rn].n.nr*, fzofzist differenzierbar mit Ableitung

(fz o fz)'(n) : fäUr@)) . f!r(.) : # 
'r* :'; .

Nach der Produktregel 4.1.7(iii) ist dann auch / : h' Us o fz) differenzierbar mit

Ableitung

f'(") : f'r(r)(ft" fz)(r) + h@)ffy" fz)'(n)

:  1  .  l og  12  +  r ' ?  :  2+ Iogr2  .
r

(ii) Es gilt 9 - 
9z ! 9r mit 91 t: { l1o,*1 , 92 :: exp '

9r
p1 und 92 sind differenzierbar mit Ableitungen

g'r, l l ,m[* R, gi(r)  :  +'
LV;1'

gi : iR ------+ IR , gL@) : sr .

Nach der Kettenregel4.1.7(v) gilt zunächst: gzogr ist differenzierbar mit Ableitung

(g, o gr)'(*) : g'r(gr(*)) . g'r(*) : 
"G # 

: 
#,

Nach der Quotientenregel 4.1.7(iv) ist dann auch 9 : 
nry differenzierbar mit

9t
Ableitung

,, \ (gz 
" 

g)' (r) . gt(") - (g, o g)(r) ' g'r(r)
g ' \ r )

_a*.rt-"*.#:t-h."*
w-r'

:?-{r ."e
212

(b )  Wi r  se tzen f ,g  t l -  1 ,1 [ - *  ]R ,  f ( * )  i :  t  -1og( r+  1) ,  g ( r )  : :1  -  cosr '

Dann gilt /(0) : 0 : 9(0) und /,9 sind differenzierbar mit Ableitungen

f ' ,g '  : ]  -  1,1[-*  ]R, " f ' ( " )  
-  1 -  +,  g ' ( r ) :s inr ,

r+  L



Es gilt /'(0) : 0 : g'(0) und /',9/ sind differenzierbar mit Ableitungen

f " ,g" :  ]  -  1 ,  1 [ - - - - '  ]R, , f " ( r )  :  
6h,  

g"( r ) :  cos/  .

Da f" und g" offenbar stetig sind, gilt dies auch ttu { und es folgt

, .  f"(r) f"(o) 1 "IYr4;:  s"(o):1: ' '

Wegen g"(r): cos r t 0 für alle r e l- 1,1[\ {0} gilt nach der Regel von de I'Hospital

m /'!") : hm f',!,,1'! : t .
"-o gt(r) "-o g" lr)

. - - /  Wegen g ' ( r ) :s in r f0 fü ra l le  re l -  1 ,1 [ \ {0 }g i l tnachderRege lvonde l 'Hosp i ta l

{ l * \  f t ( n \

]srci :lsffi:'
(Beachten Sie: -f < -1 .I . t .)

Aufgabe 5

(") (i) Die Funktion / ist differenzierbar mit Ableitung

1
f'(r): r - - für alle r € IR' \ {oi '

Esg i l tR \  {0} :1rU Izmi t I l : : ]  - * ,0 [  : i ,  ,12 : : ]0 , * [  : i r 'Hat / in

a € Il oder in a € 12 ein lokales Extremum, so muss nach 4.3'13 gelten:

1
O : f ' ( a ) : a -  

oz ,

also o3 : 1, d.h. a: I  e 12 : "12 .

f ist differenzierbar mit Ableitung

.f"(r): 1 + 4 fu, alle r € R \ {0} .
T''

Es gilt f"(L) - 3 > 0 und nach 4.3.14 besitzt / an der Stelle a: L ein lokales

Minimum, nämlich /(1) : | . nies ist das einzige lokale Extremum, da jeder Punkt

des Definitionsbereichs von / im Inneren des Intervalls I oder des Intervalls .I2

Iiegt.



(ii) Es gilt

f'(*):.-#:+{ :3 ';: ::*,'"
[>o  fü r1<r12 .

/ ist also in ]0, 1] streng monoton fallend, in [1,2] streng monoton wachsend (vgl.

4.2.4),  d.h.

min /(10, 2l) : /(1) : X .

max/(]0,2]) existiert hingegen nicht. Denn andernfalls gäbe es ein 16 € ]0,2] mit

f (ro) > f (") ftir alle r e ]0,21.Da / in ]0,1] streng monoton fällt, in [1,2[ streng

monoton wächst, gilt 16 #10,2[.Es bleibt no : 2' Es gilt jedoch

f (2) :2 . t. /(ä) ,
d.h. auch no - 2 ist nicht möglich, im Widerspruch nr ns € ]0' 2] '

(b) Es l iegt die Potenzreih" i o*(, - a)"vor mit a : I, &0 :0 und an : T für alle
n=0

n€N.Fürn€Ng i l t

I  an t -  (n+1) '5"  :  1 .  ( r+ l t  .' a n * t t  l n + L . n  5  '  n "

also ist nach Ü 5.3.1

": j*t#t:I
der Konvergenzradius, und die Potenzreihe ist nach 5.3.2 für lz - 1l < f , d.h. ftir

t. *< $ konvergent und für lr - 1l > *, d.h. ftir r < f oder r > $divergent.
Es sind noch die Punkte r: t und r : I nt untersuchen.

Für r: f lieet die Reihe

iq.,l - 1),: iLr-11": ir-rl" I
?-t ' 's - ' '  

?-, n'  5'  ?- '  
'  n

vor, die nach dem Leibnizkriterium konvergiert.

Für z: $ liegt die Reihe

SL.,9 - 1)': i{r1r": f 1
?o r '5  

- /  
H n '5 '  /  n

vor, das ist die harmonische Reihe und folglich divergent.

Die Potenzreihe ä #fr 
- 1)" konvergiert also im Interva[ [ä,3[, außerhalb dieses

Intervalls divergi#T'sie.



)

Aufgabe 6

(a) Wir verwenden die Methode der partiellen Integration 6.2.L0 und setzen

f ,g ' l - t , [ l - - .R, / ( r ) , : ( r+1) '  ,  g(r) : : -cosu '

/ und g sind stetig differenzierbar mit Ableitungen

f ' ( * ) :2 ( r  +r )  ,  g ' ( r ) :  s in r  '

Es gitt dann wegen cos f 
- 0 : cos(-ä)

4

t
f:  lZ ( r *1)cosrdr .

J_T

Erneute partielle Integration liefert

+ t
V rt  r
I  z@*I )cosrd , r  :2 ( r *  1)s in  r l '  ,  

-  |  2s in tdr
J t -EJ:g -t

:  2(Lz + 1) -  2(-" ,  + 1)(-1) -  2(-  cos r)

r *2 -n*2=4 ,

da cos t :0: .ot(-ä) ,  s in$ :  1 ,  s in(- t ) :  - t '  Folgl ich

2
f

l@+1)2s inrdr :4 '
J

- 2

(b) Wir verwenden die Substitutionsregel 6.2.11.

Im Integranden finden wir die Funktion

I : lo,tfsl "--. R , p(") ::9 - 12

L L ä
t 2 z .r  7  . rE f
I  t  - r D  .

I lr +1)'srnr : I f(")g'(")dr : f(r)g(r) 1", - | f '  @)s1*1a*
J  J  I _ ;  J .

i  t r  - L- ä - ro "
2

,  - \ o  tT  r
:  - t r+  r , - "or ,  t '  -  I  z ( "+ 1) ( -  cosr)dr

I -E  J

t T

l 2
I
l - L, 2



und deren Ableitung g'(n): -2r (bis auf den konstanten Faktor -2), so dass mit

f ,[e(s),,p(O)] : [4,9] -----+ lR , f @) ,: ]vc

gilt:

./6 '/S '/5

[ -L a" : [ + e,@)d,r : I f(r(d)e' @)d,n
{v/r=A-- { t [e(r)" '  / " '

e!s) 4 s
f  f  _ )  [  I  l:  l t(üav:l ;da:2 1 ^aa

J  J  V g  J 4  \ / Y
p(o) e

1 9:2.2\ß 
l -^ :  

n( tß -  , /4) :  4(B -  2)  :  t  .

Die Voraussetzungen der Substitutionsregel waren erfüllt, da / stetig, tp stetig diffe-

renzierbar und cp([0, fr]) : [4,9] gilt (p ist monoton fallend). Die Stammfunktion für

die F\rnktion A -----+ 
rt erhält man aus der Ableitungsregel für die allgemeine Potenz

(id')'(g) - aga*r ttrr a: ä .

Einen anderen Lösungsweg erhält man aus der Beobachtung, dass für die Funktion

F : [0, {4-"- lR , F(r) p -41fi7}

F , ( , ) -_ {# .?2" ) :#g i l t , .d 'h . f iS te ineStammfunk t iondes

Integrande". Nuäü deä Hauptsatz dör Differenzial- und Integralrechnung folgt dann

1/o
t  4 r  - l { 5

J ffia, 
: -4'/s -p l;" : -4\/4- (-4\ß)

0

- -8*12 :4 .


