Formelsammlung

Math(g_-.atik IT / Mathematik fiir Informatiker II, SS 97
Klausur vom 23.08.97:
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Aufgabe 1
Seien z,y €] —1,00[. Aus < y folgt £ +zy < y+zy,d h. z(l+y) <y(l+2).

Wegen z,y > —1 sind 1 +z,1+y > 0, also folgt H‘Lzsl—f;

Aufgabe 2

a) Siehe 2.2.4.

b) Siehe 2.1.10.

c) Die Umkehrung der Aussage in b) gilt nicht. Z. B. ist die Folge (an) mit a, :=
(=1)" fiir » € N wegen |a,} = 1 beschrinkt, aber (a,) ist nicht konvergent (vgl.
2.1.9(iv)).

Aufgabe 3
a) Siehe 2.4.1(i).
b) (i) Fir n € N gilt
n?+n S n? 2
nd+1 " nd41
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so daB die Reihe § :-fﬁ nach dem Minorantenkriterium (s. 2.4.1(ii)) wegen der
n=1

Divergenz der harmonischen Reihe § L {(s. 2.2.11) divergiert.
n=1
(i1) Wegen
-3+ ntl,, |
{nt1)! J**in! 3

T+ o+l

— 0 firn— oo

=

ist die Reihe f L':* nach dem Quotientenkriterium (s. 2.4.3) konvergent.
n=| )

Aufgabe 4

a) Siehe 3.2.4.
b) Sei a € R. Wir miissen zeigen:
Ve>036>0VzeR:(Jz—a|l<d = |f(z) - f(a)] < &)
Sei also ¢ > 0, dann setzen wir §:= £. Fir z € R mit |z —af < § gilt nun:
|f(z) = fla)] < K|z ~a| < Ké =<

Zu ¢ > 0 haben wir also ein § > 0 (ndmlich 6 = %) gefunden, so daB die Implika-
tion [r—a| <8 = |f(z)~ f(a)] < ¢ fir ulle z € R wahr ist.
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Aufgabe 5

a) Siehe 3.4.1.

b) Sei fu : [0,7] — R definiert durch fa(z) := ncosz + z. Dann ist f. stetig,
da Summe zweier stetiger Funktionen, namlich ncos und id. Nun gilt f,(0) = n,
da cos0 = 1. Auch gilt fo(r) = ~n + 7, fiir n > 4 gilt nun f,(r) < 0. Erreicht
haben wir:

Fa(7) < 0 < £,(0).

Der Zwischenwertsatz garantiert nun die Existenz eines y €]0,{ mit f,(y) = 0;
dieses y nennen wir z, :=y.

Aufgabe 6

a) In einem Haufungspunkt ¢ des Definitionsbereiches D einer reellwertigen Funk-

tion f heiBt diese Funktion differenzierbar, wenn es eine Zahl b € R gibt,

fir welche die sogenannte Restfunktion r : D — R (bestimmt gemi8 flz) =

f(a) + b(z — a) + r(z) fiir alle z € D) der Bedingung 11_133 9_53 = 0 geniigt (Def.

4.1.1).

Aquivalent dazu ist (nach 4.1.4), daB der Grenzwert ¢ = ll_r.ré ﬂfﬁfaﬂﬂ existiert.

Dann gilt b =g = f'(a).

b} Wegen |zf = z fir 2 > 0 und |z| = -z fir z <0 gilt f(z) = 2° fir £ > 0

und f(z) = —z? fir z < 0. Daher hat fiir alle a > 0 der Differenzenquotient
flz)~ fla) _2*-4°

= =z +a (firz > 0)
z—a z-a

beim Grenziibergang ¢ — a den Grenzwert 2a.
Fiir alle a < 0 ergibt sich entsprechend

f(z) = fla) _ (=28 — (=d?)

r—a r—a

=—(z+a) (firz <0)

mit Grenzwert —2a bei z — a.
Im Falle a = 0 finden wir wegen f(0) =0 und |f(z)| = |z|*
f(z) = fla)| _ |f(=)

zT—aqa

= |z| — 0 bei z — 0,

also l@%"—’:o fir a =0.
Zusammenfassend 138t sich sagen, dafl f fiir jede reelle Zahl a differenzierbar ist
mit Ableitung f'(a) = 2a, falls a > 0, und f'(a) = —2a. falls a < 0.

Aufgabe 7
Weil eine Verschiebung Flicheninhalte unverdndert 1iBt, geniigt es, Kreise mit

(

Mittelpunkt im Ursprung zu betrachten. Da auch eine Drehung Flacheninhal-
te unverdndert 1iBt, diirfen wir annehmen, daf die Seiten des im Kreis enthal-
tenen Rechteckes parallel zu den Achsen eines kartesischen Koordinatensystems
sind. Wenn nicht alle vier Eckpunkte auf dem Kreisumfang ligen, lieBe sich
der Flicheninhalt des Rechteckes vergréBern. Betrachten wir daher ein Recht-
eck mit Eckpunkten (z,y), (—z,y), (~z,—y) und (z,-y) auf dem Rand des
Kreises (z > 0,y > 0). Der Satz von Pythagoras liefert dann die Gleichung
22 +y* =1, 50 daB y = v/r? — 22. Das Rechteck hat die Seitenlingen a = 2z
und b = 2y, also den Flacheninhalt a - b = 4zy. Demnach wird der Flicheninhalt
des Rechtecks in Abhingigkeit von der Grofle z beschrieben durch die Funktion
fH6,r[— R, f(z) = 4z2v/r? —z2. Wir bestimmen das absolute Maximum dieser
Funktion:

Da r eine fest vorgegebene Konstante ist. gilt f/(z) = 4m+4x-m.(—2z)
(Produktregel 4.1.7 (iii) und Ketttenregel 4.1.7 (v}).

Fir jedes lokale Maximum a von f muB notwendigerweise f'(a) =0 gelten (Not-
wendige Bedingung fiir ein lokales Extremum 4.3.13). Das fithrt nach Multiplikation

mit vVr? —z2#0 zu
1
(") 4(r*-2z°)—-4z 01=>r-x4=>z\/§r.

Einziger Kandidat fiir maximalen Flacheninhalt ist also das Rechteck mit den Sei-
tenldngen ao = 27151' = V2r und by = 2,/r? - (7'5) = 2r, ein Quadrat!

Dafl es sich dabei tatsachlich um das absolute Maximum der Fliche handelt, ergibt
sich wegen f'(z) <0 &= z> 2o und f'(2) 20 <= z < zo (mit 7o = 7‘;r und
gleicher Rechnung wie bei (*)). Die Charakterisierung 4.2.4 fir monotone Funk-
tionen zeigt namlich dann, daB f auf ]0,ze] monoton wachsend und auf [zo, 7|
monoton fallend ist, also f(z) < f(ze) fir < 2o und f(z) < f(z0) fiir z > zo.
Der gesuchte maximale Flicheninhalt ist somit ag - by = 2r2.

Aufgabe 8

b) Wir beweisen expz > 1+ z fiir alle z € R, z # 0.
1. Fall: > 0. Esist expliy differenzierbar mit (exp €)' =exp¢ fir £ € [0, z].
Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es ein € €]0, z[ mit
expz —1 expz —expl
F B z-0

= (expé) =expé > exp0 =1,

da { > 0 und exp streng monoton wachsend ist. Durch Multiplikation mit z > 0
folgt expr —1 > r, also expzr > 1 +z.
2. Fall: = < 0. Nach dem |. Mittelwertsatz {angewandt auf exp liz.01) gibt es ein

¥



£ €}z, 0] mit

expz—1 _expz —expl

T z—0 = (exp€) = exp{ <expl =1,

da & < 0 und exp streng monoton wachsend ist. Durch Multiplikation mit z <0
folgt expz —1 > 7, also expz > 1 + 2.

Aufgabe 9
a) Siehe 3.5.4.
b) Siehe 3.1.6(i1).
¢) Sei f:R — R gleichmiBig stetig, fir alle n € N sei f, : R — R definiert durch
1
Ju(e) = a4 ).
Wir zeigen mit dem ¢-ng-Kriterium, daB (f.) gleichmaBig gegen f konvergiert.
Sei ¢ > 0. Da f gleichmi3ig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
le—yl<é = |f(z) - fly)l <e

Es gibt (nach 1.2.8(i)) ein ng € N mit n‘—o < §. Fiir jedes n > ng und jedes z € R
ist dann [(z+ 1) —z| =L < - <6, also gilt

1
ifa(z) = fl@) = |f(z + =) = fla)l <&
Nach dem ¢- no-Kriterium (5.1.6(ii)) konvergiert (f) damit gleichmaBig gegen f.
Aufgabe 10

a) Siehe 5.3.2.
b) (i) E}"—,”—n ist eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt —1 und Koeffizienten
=1

a4, = . Esgilt

‘L|=£n_tl_)2=(%)2=(1+;ll—)2 — 1 fiirn — oo,

2
Antl n

nach U 5.3.1 hat die Potenzreihe also den Konvergenzradius r = 1.
R y5oyn

(i) X Q‘"'— ist eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 und den Koeffizienten
n=l

an = L. Esgilt

g | (m+1)3" _n+l 1( 1
l l— Jn+in 3n 3

1
= - 1+—) — = firn— oc,
Qnyl n 3

nach U 5.3.1 hat die Potenzreihe also den Konvergenzradius r = 1.

Aufgabe 11
a) Siehe 6.2.9.

(

b) (i) AlslTreppenfunktiou ist f Riemann-integrierbar (siehe A 6.1.9). Es gilt er-
sichtlich [ f(z)dz =0.

-1
(ii) Wir nehmen an, F : [~1,1] — R sei eine Stammfunktion von f. Dann ist F

differenzierbar (6.2.7), und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung (6.2.9) gilt

1
0 =-/lf(x)dx = F(=1) - F(1).

Wir erinnern uns an den ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung (4.2.2):
F stetig auf {-1,1], differenzierbar auf | — 1,1{ = 3¢ €] — 1,1 mit
F(1) - F(-1)
0= —— L = F =
T = P = )

D. h. es gibt ein £ €] — 1,1 mit f(€) = 0, Widerspruch! Denn f(£) = 1 oder
f(§) = —1 je nachdem, ob £ > 0 oder £ < 0.

Aufgabe 12
(i) Die Substitutionsregel (6.2.11) besagt (mit stetig differenzierbarem ¢)
@(8) 8
[ f@ydz = [ fle(e)o'(t)at.
la) a

Wir setzen f(z) := sin/z und @(t) := t?, dann ist ¢ stetig differenzierbar mit
p'(t) = 2t. Es folgt

2

%

=2
[

/sin JZdz = /f(r)da: = if(¢(t))¢’(t)dt = 2i(sint)tdt.
0 [+] V] [+]

-|

Dieses Integral bearbeiten wir nun vermoge partieller Integration (6.2.10) mit
g'(t) = sint, g(t) = —cost, h{t) =1t und R'(t) =1:
- 3

2

I .
. +/costdt=0+/costdt=sint F o 1.
0 °

0

5
/tsintdt = —tcost
0

Also gilt

.l*»

sin vz dz = 2.

o,

(ii) Mit f(z) = &=, »(z) =sinz. ¢'(z) = cosz liefert uns die Substitutionsregel

T+2

i cos T dz if "()d w5 ’ 1

[ Tz e = [ I'g({nf(”)d"o/ﬂ:d:
=log(l+:);=log‘2—logl=log2.




