Ldsungshinweise zur Klausur Mathematik fir Informatiker 11

SS99
Aufgabe 1
(@) Es gilt
1250 —9n® 125 - % _ba
= G+ 1)Brt + 12 (25 + DB+ L2 e
wobei
9 1 1.,
bp =125 ——,cn = (25 + n)(5 + n4)

. 1 1 : .
fur n eN. Es gilt ¢, # O fur adlen €N. Da(;) und (F) Nullfolgen sind, konvergieren nach

den Rechenregeln 2.1.12 (b) gegen 125 und (c,) gegen 25 -52# 0, dso (ay,) = (-23) gegen
125 1

%52 =5
(b) Es gilt
_ 5 (\/—7{2’_——11— n)(v/n? —n +n)
Gn = VIO RT VN2 =m+ n
n? —n —n? —n -1

ViE—n+n VnP-n+n 1_141
n

Da die Wurzelfunktlon B [0 co[— R detig idt, gilt

lm 4/1 - \/ lim 1- —) = +v/1 =1, also nach den Rechenregeln 2.1.12
n—oo nN-—>00

J'_Illa"‘1+1= 2’

Aufgabe 2

1 1
(a) Wegen 0 <— <—\/—_— fur adle n € N ist die harmonische Reihe Z— eine divergente

n-'l
Minorante von Z\/_ Nach dem Minorantenkriterium (2.4.1(ii)) ist die Reihe daher
divergent.

(b) Die Wurzelfunktion f:]O,oo[———)R ist stetig und monoton wachsend (vgl. 3.4.4).
. 1 .
Daher ist (77_1),,@; eine monoton fallende Nullfolge:




nl.'mf = 4/ lim 1 =40 = 0, vgl. 3.2.5. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert somit

n—o0 N
(=1
die Rehe
Z v
. _(8n?+5)" . 8n245 8n? + 5 8+
Cc) &4 a, : Dann gilt 3/ | a, = = n
© T (@n+ 1) +1)2“ g |ea] (3n+1)2 n2+6n+1 9+ &+ L

aso lim {/|an ——<1,
n—00 9

Nach dem Wurzelkriterium (2.4.2) ist daher die Reihe konvergent.

Aufgabe 3

0
0

0 .
stetig (vgl. 7.2.6). Um die Stetigkeit in (j;) _ <0> nachzuprifen, verwenden wir das e-S-
Kriterium (7.2.4(ii)). Sei £ > 0 beliebig gewahlt. Dann gibt esein § > 0, namlich 6 := ¢, s

dad fur aueo‘; € R aus| (Z) - (g) | <6folgt:|f(z> —f(g) | <e.

Wir prifen dies nach:

Fir x,y € R gilt |z]=V42? S\/m=!<§>l und entsprechend |y| < | (2) |-
Wegen | ( ) | =] ( ) (g)l < 6 = ¢ folgt daraus aber

An jeder Stelleoz € R? mit (Z) # ( ) ist f ds Verkettung stetiger Funktionen

17(2) - ()I—I\/m—l '(i)'

Aufgabe 4
(a) Wir verwenden die Produktregel (4.1.7(iii)) und erhalten

f'(z)=1-cosz+z-(—sinz) = cosz — zsinz.
(b) Wir verwenden die Kettenregel (4.1.7(v)) und erhalten

iy L X
g(x)—m2+1'2$—$2+1'
(c) Wir verwenden zuerst die Quotientenregel (4.1.7(iv)) und dann mehrfach die Kettenregel
(4.1.7(v)) und erhalten

1 5

3z° 3z°

K E) =~ e =~ T




Aufgabe 5

(@ f ist differenzierbar auf seinem Definitionsbereich, dem offenen Intervall ]0,c0]. Hat f
: . 1
ina€]0,00[ ein lokales Extremum, so muR gelten 0 = f'(a) = 2a-—5-26:, aso 2a® = 16 und

somit a = 2.

2
Fur die zweite Ableitung von f gilt f"(x) = 2+-2§ fur x €]0,00], dso " (2) = 2+38_2 =6>0.

Folglich hat f in 2 ein lokales Minimum.

(b) Da D := [4, 8] kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Weierstra3 b,c € D mit f(b) =
max f(D) und f(c) = min f(D). Weder b noch c kénnen im Innern von D, d.h. in ]4,8]
liegen, da in diesem Fall f in einem Punkt von ]4,8 ein lokales Extremum hétte, was
nach (8) ausgeschlossen ist (Das einzige lokale Extremum hat f ina =2 ¢]4,8][.). Es folgt
b, c €{4,8}. Wir berechnen die Funktionswerte.

16 1
f(4) = 16 +- =20, f(8) = 64 + ‘5 = 66.

Es folgt b =8, ¢ = 4 und

max f(D) = f(8) = 66, min f(D) = f(4) = 20.

Aufgabe 6

(@) Wir setzen f,g : R — R, f(z):= 1 — cosx, g(x) := e — 1. f und g sind diffe-
renzierbar mit f(0) = 0 = g(0) und den Ableitungen f', g :R— R, f'(z):= sinx,
g (x) =€*. Wegen g'(x) = e®# 0 fur allex € R und

f'(z) F7() _ sinO___E)_

= =-=0
DHo@ 70 @ 1
folgt nach der Regel von de I’'Hospital
. l—cosz
[im ——— = 0.

z—0 e — 1

(b) Wir setzen | :=] — %,g[und fr9: I —R, f(z):=tanz -z, g(z):=12>
f und g sind 3-ma differenzierbar mit f(0) = 0 = g(O),
fl.g:I—R, f'(r)=1+tan® x — 1 = tan®z, g (x) = 322, f(0) = 0 = g (O),
. ¢": I —R f'(z)=2tan x( 1 + tan® x) = 2 tan x + 2 tan® x, g"(x) = 6z,
f"(0)=0= g’ (0) und schliefdich
g™ I — R, f"(z) = 2(1 + tan®z) + 6tan® z(1 + tan?z) = 2(1 + tan®z)(1 + 3tanz),
g(x) = 6.
Wegen ¢®(z)+# 0 fur dle x € I\{0},k €{1,2,3}, folgt nach dreimaligem Anwenden der
Regel von de ’Hospital
tanz — z f'(z) _ lim f'(x) lim f"z)  f"0) 2

1
tnz-gz _ _ _ 21
R o0 g'(z) oo g'(z) =90 g"(z) ¢"(0) 6 3




(o) ki 1+sinx__1+sin0_l
290 1+ cose  1+cos0 2
(Achtung ! Die Regel von de PHospital kann hier nicht eingesetzt werden, da lin% (1 + cos z) # 0.)
T~y

Aufgabe 7

(— e/Z1) eine konvergente

(@) Wegen 0 _l(

n=

n
Majorante von Z '
n=0 (n )

Nach dem Majorantenkriterium (2.4.1(i)) konvergiert daher die Potenzreihe auf ganz R.

(b) f ist as Potenzreihe im Inneren des Konvergenzintervalls (hier: R) beliebig oft differen-
Zierbar (vgl. 5.3.8). Es gilt:

= z" 2. " , ng™! nz"!
== L TO= L =1 T
" = —1)z"2 II = 1)z"1
f (x)zz %’ f"(z)= Z n(n (n')a:
n=2 n=2
(val. 5.3.8 ,dliedweises Differenzieren*). Esfolgt
, ., o0 77, -1 B « n2mn—1
fla)+2f'(z) = 1+ ; (n ')2,2 “HEZW
o0 ETLM‘I o«
= et L
Aufgabe 8

(@ Wir wollen die Methode der partiellen Integration verwenden und setzen
£,9:[-1,00— R, f(x) .= —e™®, g(x) :=x. f und g sind stetig differenzierbar mit
() =e™ g =1

Es gilt dann
0 . 0
/xe""dx = /e Trdzx /f =f(:c)g(z)‘ T /f(m)g’(a:)d:v
21 -1
0
0 0
= —ze °* . —/—e"" dz = —ze™° +/e"” dz
- -1
N 21
0 0
= —ze 7| +(—e®)| =—(z+1)e*| =-€e+0




(b) Wir wollen die Substitutionsregel anwenden, denn

2 2 2
/ e dg = —% / (=2t)e~" dt = —% / Flo®)- & (8) dt
0 0 0

wobei ¢ :[0,2] — R, p(t) := —t* setig differenzierbar mit der Ableitung ¢'(t) = -2t und
j:[-4, 00— R, j(x) :=e® stetig sowie ¢([0, 2]) = [—4,0] wegen ¢(0) = 0, ¢(2) = -4 und
¢ monoton fallend (¢'(t) = -2t < 0 fur ¢t €0, 2)).

Aus der Substitutionsregel folgt nun

0

/2‘:1:6"’2 dr = —%/Zf(tp(t))-cp’(t) dtz—%]4f(x) dx = %/e" dx = =
0 0 0

-4
1
2et’

[\

() Der Nenner des Integranden, z2—x — 2, hat zwel reelle Nullstellen, namlich -1 und 2.
Es gilt dlso z2—x—2=(x + 1) (x — 2) und die Partialbruchzerlegung des Integranden lautet

X -5 A B .
172_33_2——3H_1+X_2 mit A,B € R.

Ausmultiplizieren liefert Bestimmungsgleichungen fur (die eindeutig bestimmten reellen Kon-
stanten) A und B :

X—5=A(z—-2)+B(z +1) = (A + B)z + (B —24),
aso
A+B=1und B-24 = -5.

Daraus folgt A = 2, B = -1. Daher gilt:

1

1
_ZT=5 1 1
0/x2~x- /(x+1 )dz—Q/x+1dw_/x—2
0

1 1
= 2log(z +1) ’0— log |z — 2| lo

= 2(log2—logl)— (logl — log2) = 3log2.

Aufgabe 9

(@ Wir bezeichnen mit fi, f> - R2 — R 11 (;) =z+9% fo (;) = 72 4+ 2zy +y° die

Komponentenfunktionen von j. Die partiellen Ableitungen von f; und fo
z x x X

lel ( ) = la D2f1 < ) = an le2 < > = 2$+ zya D2f2 = 2$+3y2
Y Y Y oY

5



sind far alIe( € R? vorhanden und offensichtlich stetig. Folglich ist f stetig differenzierbar

und es gilt

r(7)- o (y) 2 (7) (e )

z x 2z + 2y 2z + 32
o (2) ()l =

(b)fc) =(12+21-ﬂ;-11+13)=(‘21)’ fIG):(zli ?)

1
(c) det f | =1.-5-4.2=-3:£0.

o0l
Nach dem Satz Uber die lokale Umkehrbarkeit (8.3.2) gibt es eine offene Umgebung U von
1 . 1 2
(1) und eine offene Umgebung V von f ] = <4> ,s0da f|;: U — V bijektiv und

die Umkehrabbildung g : V — R? zu f|, auf V setig differenzierbar ist.

(d) Nach (c) gilt

) - 6O -6 ) - )

detf’(1 3 3

Aufgabe 10

f ist stetig und D ein kompakter Quader. Folglich ist f|p:D— R integrierbar und fir
das Integral / fdXs gilt nach dem Satz von Fubini

D
1

/fdAz = /(0/ ze™dy)dz = O/(emy

D 0

:)dx=/(e”‘—1)d:v
0

= (2| =-)-@-0=e-2




