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Aufgabe 1
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Es gilt lim — = 0. Aus der Stetigkeit der Wurzelfunktion und den Rechenregeln 2.1.12 folgt
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(b) Die Folge @, hat die Teilfolgen
b, = a9, = | sin(mr) ’ =0, C; = Q41 = ] sin(nﬂ- + %) ‘ =1

Diese Tellfolgen konvergieren. Da aber
imb, =0 #1= lim ¢,
n—0o0 n-+00

ist die Folge a, divergent.

Aufgabe 2
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(a) Fiir jedes n € Ngilt (n+1)? =n*+2n+1> n®+1, also n2+1>n+1'Da;n+1
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divergiert (harmonische Reihe) ist auch divergent.
nz=:1 vn?+1

a

o. 1



(b) Es gilt

n+1)!
() oyt e w1
) T+ D s D)t (A lr . @ Lmaoke s

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe aso konvergent.
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() Fir ne Ngilt1+ log(n +1) > 1+ 1logn >1>0, dso

. 1
Die Folge (1—+—l————) ist also monoton fallend.
og n
Da diese Folge auRerdem eine Nullfolge ist ((log 7)nen ist monoton wachsend und

log(]0, o[) = R), i¢ die Reihe nach dem Leibnizkriterium konvergent.

Aufgabe 3
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Fur (””) # (g)Ist f as Verkettung stetiger Funktionen stetig. Die Folge (
’ 0

0
konvergiet in R? gegen 0 aber fir n € N ist
0
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Insbesondere konvergiert (f( = , 0))nen nicht gegen f(0,0) = 0. Also ist f an der Stelle
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00
nicht detig.

Aufgabe 4

o

fla) = —— &= _F '
€) _e-"+1"e " w1 (Kettenregd).

(b) ¢'(z) = 2z +z+1) - 2z +1)(2z + 1) _ 222 + 2z +2 —42% — 4z - 1
(2 + x + 1) (z2 +x + 1)

_ =2r2 -2z +1

(PP +z+ 1)2

(Quotientenregel).

(© W(X) = arctanz + ——— (Produktregd).
1+ 22

Aufgabe 5

(@ Als Polynom ist f auf R differenziebar. Hat f in @ € R en lokaes Extremum, so mui
nach 4.3.13

0=Ff(U) = 3¢*-18- 21
gelten, dso
0=a’=6a=7=(a+1)(a="7),
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dh e = -1 oder a = 7.

Wegen f"(a) = 6a - 18, ist f’(=1) = -6 — 18 = -24 < 0, dso hat f in -1 ein lokales
Maximum mit f(=1) = -1 — 9 + 21 + 5 = 16, vgl. 4.3.14.

Wegen f'(7) = 42 - 18 = 24 > 0, ha f in 7 en lokdes Minimum mit
f(7) = 343 = 441 — 147 + 5 = -240.

(b) Da [-1,7] kompakt ist, nimmt f auf [—1,7] nach dem Satz von WeierstraR (3.5.3)
Maximum und Minimum an. Dies kann nicht in enem Punkt aus dem Innern von [ -1, 7],
dh. aus ] — 1,7 [ geschehen, da dann f in enem Punkt von | — 1,7 [ ein lokdes Extremum
hétte, was nach (a) nicht der Fal ist. Folglich nimmt f auf [— 1,7] des Maximum in -1 und
das Minimum in 7 an und es gilt

max f[-1,7] = f(-1) = 16,
min f[-1,7] = f(7) = -240.

Aufgabe 6
(@) lim e—1_ €-1_ 1-1_
—0ef+1 €+1 1+1
(Wegen e + 1 # 0 ist die Regel von de I’Hospital nicht anwendbar.)

(b) Wir setzen f, g: R — R, f(x) := arctanx, g(x) := z* — x. Damn sind f und g

1
differenzierbar mit j'(x) = 1522 g(x) = 3z2 ~ 1 fur dle x € R, f(0) = 0 = g(0).

! 1 1
i 1 1 H f(x) _f(O) _ (1+0'2) _ 1 _
Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle x.e],_ ﬁ,—\/—g[und igr%) 7o) g0 T e-1 1 ~1 folgt
actan x -,

nach der Regel -von de I’Hospital zll_% PR

() Wir setzen f, g : R — R mit f(x) := 2% + 2 cos X ~ 2, g(x) := X — sn x fir dle x € R.
Dan sind f und g auf R 3ma differenzierbar mit

f0)=0, 9(0) =0

f'(x) = 2z — 2sinz, g(X) = 1 = cosx
f'(0) = 0, g© =0

f*(x) = 2—2cosx, Q'(x) = sin X
f'(0) =0, g"(0) = 0
f'"(x) = 2sinz, g"(z) = cosx
£7(0) = 0, g"“(0) = 1#0.

Wegen g(“)(x) # 0 fur ale x € | = £, 2 \{ 0}, k € { 0, 1,2,3} folgt durch dreimaliges
Anwenden der Regel von de I’'Hospital
T2 +2c0sT—2 _ f(x) re) L ")y (@)

lim = lim —= - lim — im lim =

_0
50 X — Snx =30 g(z) ~ -0 g’(x) =Y g/l(x) = 250 g”’(.’l)) .
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Aufgabe 7

n n
(@). Fur jedes x € [-1, 1] igt 0 < |Z 2] <1

, und nach dem Majorantenkriterium

n? n?

konvergiet die Reihe.

(b) Der Entwicklungspunkt der Potenzreihe ist @ = 0. Da lim {/n = 1, folgt fir den Kon-

n—ro0

, : . 1

vergenzradius r der Potenzrehe nach Hadamard mit a, = =

n

1
r —————  limVn2= lim(/n)*= 1
= |i n = n—=oo n—o0
A, Vo]

Da|—-2~-a| = | =2=0| = 2> 1=r, divergiert die Potenzreihe fiir x = -2.

Andere Losungsmoglichkeit: Da 2" > n? fir dle n € N mit n > 4 gilt, it wegen
I(‘—n?}i] = 721—"2— > 1 die Folge der Reihenglieder %)1 keine Nullfolge, d.h. die Potenzreihe

divergiert fir x = -2

(c) Da jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzintervalls gegen eine beliebig oft

differenzierbare Funktion konvergiert, it f auf ] — 1,1 [ beliebig oft differenzierbar. Da Po-
o n—1 n—1
tenzrethen gliedweise differenziert werden dirfen, erhaten wir £/ = =
g f(z) En:zl ) n§=1 ~

fur dle x €] - 1,1 [.

Aufgabe 8

(8 Der Nenner des Integranden, z? — x — 2, hat zwe redle Nullselen, namlich —1 und 2.
Es gilt dso 22 — X -~ 2 = (X + I)(x -~ 2) und die Partialbruchzerlegung des Integranden lautet
X -5 A B
= + mit A,B € R
2—-z-2 z+1 z-—2
Ausmultiplizieren liefert Bestimmungsgleichungen fur (die eindeutig bestimmten redlen Kon-
stanten) A und B :

X=5=A(z=2)+B(z+1)=(A+B)z+ (B =-24),

A+B=1und B-24=-5.

Daraus folgt A = 2, B = -1. Daher gilt:
1 1 1

1
-5 2 0 -1 1 1
———dz = = _
\]:1:2—:1:——2 T /($+1+£C—2)dx 2/x+1dx /z—de
0

0 0 0

1 1
2 log(z + 1) lo—log lz — 2| }0

2(log2 — log1) = (logl — log2) = 3log2.
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(b) Wir verwenden patielle Integration mit f, g : R — R,  f(z) = z, g(x) = arctanx.
f-und g sind setig differenzierbar mit f'(z) = 1, g'(x

1 1

arctanxdx:xarctanxl - z 1 1
| 11 s -2 % arctan 1 + arctan(-1) — —z-log(l + z?)| 1

s

—- 7 1
4 4 —=log2+ = =
5 log +2log2 @
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(c) Wir wenden die Subdtitutionsregel an, dennJ

1
wobel ¢ : [1, € — IR, ¢(t) = logt stetig differenzierbar ist mit ¢'(t) = % Fur die identische
Abbildung f : R — R erhalten wir ’

Iogx 12 02 1
dt = dx = — — — = =,
gf JX XT3 T3 T3
0
Aufgabe 9
x T .
(8 Wir bezeichnen mit fi, fo : R2 — R, fi =z + y? f := "%, die Kompo-
0Y 0y

nentenfunktionen von f.
Die patiellen Ableitungen von f; und f,

0

xT X X X
Mﬁ<>:2%Dﬁ1 =%n&h()=yﬂpmb ~ e
Yy oY Yy

snd detig. Folglich ist f setig differenzierbar und es gilt
. z z ‘
f/<m>: lel(y) D2f1<y) =<2x Qy)
Y D1f2<x> Dy fs (m) yer ze”
: Y )
(1 1 (1Y (2 0
(MfQ)ZQ>’f<J‘<01)
(c) detf’<(1)> =2:-1=2#0.

Nach dem Satz Uber die lokde Umkehrbarkeit (8.3.2) gibt es eine offene Umgebung U von

: 1 1 ' _
00 und eine offene Umgebung V von f 0 = N so daf f|, : U — V bijektiv und
die Umkehrabbildung g : V — R? zu f |, af V setig differenzierbar ist.

(d) Nach (c) gilt

)= -G -G




Aufgabe 10

Da f setig und D en kompakter Quader, ist der Satz von Fubini anwendbar.

Nach dem Satz von Fubini gilt enersets

1

/fd/\2=/1/f(x,y)dydm

D -1 -1

und andererseits

1 1 1 1

[rix=[ [ o= [ [ 102

-1 -1 -1 -1

T
Wegen T (y, z) = f (z, y) fir dle 0 € D folgt
4
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