
Studientage zu den Kursen Mathematik II / Mathematik f�ur Informatiker II 1182T101

L�osungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema I

a) Seien x; y 2 ]�1;1[. Aus x � y folgt x + xy � y + xy, das hei�t x(1 + y) � y(1 + x).1.

Wegen x; y > �1 sind 1 + x; 1 + y > 0, also folgt
x

1 + x
� y

1 + y
.

b) Seien a; b 2 R. Mit x := ja+ bj, y := jaj+ jbj gilt x � y; aus a) folgt dann

ja+ bj
1 + ja+ bj �

jaj+ jbj
1 + jaj+ jbj =

jaj
1 + jaj+ jbj +

jbj
1 + jaj+ jbj �

jaj
1 + jaj +

jbj
1 + jbj ;

die letzte Ungleichung gilt wegen jaj; jbj � 0.

Es seien A;B � R nicht leer und nach unten beschr�ankt. Sind s,t untere Schranken von A2.

bzw. B, so ist s+ t � a+ b f�ur alle a 2 A, b 2 B, also ist s+ t untere Schranke von A+B.

F�ur s := inf A und t := infB folgt daraus inf(A + B) � s + t. Ist s0 eine beliebige untere

Schranke von A + B, so ist s0 � b � A f�ur jedes b 2 B, also ist s0 � b � inf A = s f�ur jedes

b 2 B; dann ist s0 � s � B, also s0 � s � inf B = t und damit s0 � s + t. Daraus folgt

inf(A +B) = s+ t.

Es sei M � R nicht leer und nach oben beschr�ankt, es sei a := supM .3.

a) Sei a =2 M . Ist U eine Umgebung von a, so gibt es ein " > 0 mit U"(a) � U . Wegen

a � " < a = supM ist a � " keine obere Schranke von M (sonst m�u�te a � a � " gelten),

also gibt es ein x 2 M mit a� " < x. Dann ist a� " < x � a < a + ", also x 2 U"(a), und

x 6= a wegen a =2M . Also enth�alt U \M einen Punkt 6= a.

b) SeiM abgeschlossen. W�are a = supM =2M so w�are a nach a) ein H�aufungspunkt vonM ,

der nicht in M liegt; das widerspricht der Abgeschlossenheit von M . Also gilt a 2M .

c) F�ur M := ]0; 1] ist supM = 1 2M , aber M ist nicht abgeschlossen (da 0 =2M H�aufungs-

punkt von M ist).

(i) W�are Q � R o�en, so w�are Q insbesondere Umgebung von 0, also g�abe es ein " > 0 mit4.

U"(0) � Q ; f�ur ein gen�ugend gro�es n 2 N ist aber 1

n

p
2 2 U"(0),

1

n

p
2 =2 Q , Widerspruch!

W�are Q � R abgeschlossen, so w�are R n Q o�en, also insbesondere eine Umgebung vonp
2 2 R n Q ; jede Umgebung von

p
2 enth�alt aber eine rationale Zahl, Widerspruch!

(ii) W�are M := f 1

n
j n 2 Ng [ f0g o�en, so g�abe es ein " > 0 mit U"(0) � M ; es ist aber

� "

2
2 U"(0), � "

2
=2M .

M ist abgeschlossen, weil

R nM = ]�1; 0[ [
[

n2N

� 1

n + 1
;
1

n

� [ ]1;1[

als Vereinigung von o�enen Intervallen o�en ist.
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L�osungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema II

Wir zeigen lim
n!1

bn = a mit dem "-n0-Kriterium:1.

Sei " > 0. Wegen lim
n!1

an = a = lim
n!1

cn gibt es n1; n2 2 N mit jan � aj < " f�ur alle n � n1

und jcn � aj < " f�ur alle n � n2. Dann gilt

�" < an � a � bn � a � cn � a < " f�ur alle n � max(n1; n2);

also jbn � aj < " f�ur alle n � max(n1; n2). Damit gilt lim
n!1

bn = a.

(i) Wir erhalten an =
4n7 + 8n5 + : : :

3n7 + 6n6 + : : :
=

4 + 8
n2

+ : : :

3 + 6
n
+ : : :

!
4

3
f�ur n!1 .2.

(ii) Es gilt
jan+1j

janj
=

2n+13n

3(n+ 1)2n
= 2

n

n+ 1
! 2 f�ur n!1 ,

daher existiert ein n0 2 N mit
jan+1j

janj
�

3

2
, also janj �

�
3

2

�n�n0
jan0j f�ur alle n � n0.

Damit ist (janj) unbeschr�ankt, also (an) divergent.

(iii) Wegen xn � yn = (x� y)
n�1P
k=0

xkyn�k�1 gilt

nn � (n� 1)n

n!
=

1

n!

n�1X
k=0

nk(n� 1)n�k�1 �
1

n!

n�1X
k=0

(n� 1)n�1 =
1

n!
n(n� 1)n�1

=
(n� 1)n�1

(n� 1)!
=

(n� 1) � (n� 1) � : : : � (n� 1)

1 � 2 � : : : � (n� 1)
� n� 1

f�ur n � 2, also ist die Folge divergent.

(i)
1P
n=1

(�1)n
n+
p
n
ist eine alternierende Reihe, denn

�
1

n+
p
n

�
ist monoton fallend, und es gilt3.

1
n+
p
n
! 0 f�ur n!1, also ist die Reihe (nach dem Leibniz-Kriterium) konvergent.

Es gilt 1
n+
p
n
� 1

n+n
= 1

2n
; da

1P
n=1

1
2n

divergent ist, ist
1P
n=1

1
n+
p
n
divergent, also ist

1P
n=1

(�1)n
n+
p
n

nicht absolut konvergent.

(ii) F�ur an := (�n)3(3
4
)n gilt: jan+1

an
j =

�
n+1
n

�3
� 3
4
! 3

4
< 1 f�ur n!1.

Nach dem Quotientenkriterium ist dann
1P
n=1

an absolut konvergent, also auch konvergent.

Es sei x1 = 0, xn+1 = x2
n
+ 1

4
f�ur alle n 2 N . Wegen xn+1� xn = x2

n
� xn+

1
4
= (xn�

1
2
)2 � 04.

f�ur n 2 N ist (xn) monoton wachsend. Wir beweisen 0 � xn �
1
2
f�ur alle n 2 N durch

vollst�andige Induktion: Der Fall n = 1 ist klar.

n! n+ 1: Ist 0 � xn �
1
2
, so folgt 0 � xn � xn+1 = x2

n
+ 1

4
� 1

4
+ 1

4
= 1

2
.

Also ist (xn) monoton wachsend und beschr�ankt, somit existiert c = lim
n!1

xn.

Es gilt c = lim
n!1

xn+1 = lim
n!1

(x2
n
+ 1

4
) = c2+ 1

4
, somit ist c2� c+ 1

4
= (c� 1

2
)2 = 0, also c = 1

2
.
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L�osungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema III

Wir zeigen mit dem "-Æ-Kriterium, dass g in 0 stetig ist:1.

Sei " > 0. Da f beschr�ankt ist, gibt es ein K > 0 mit jf(x)j � K f�ur alle x 2 [0; 1].

Es sei Æ := "

K+1
. F�ur alle x 2 [0; 1] mit jxj < Æ gilt dann

jg(x)� g(0)j = jxf(x)j = jxj � jf(x)j � Æ �K < ":

F�ur x 2 �p
n;
p
n + 1

�
oder x 2 ��pn + 1;�pn

�
mit n 2 N

0 ist f(x) = [x2] = n: Skizze:2.

-
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In allen Intervallen der Form
�p

n;
p
n + 1

�
oder

��pn + 1;�pn
�
mit n 2 N [ f0g ist f

konstant und somit stetig. Wegen f j]�1;1[ = 0̂ ist f in 0 ebenfalls stetig.

In allen Punkten der Form
p
n mit n 2 N ist f unstetig, denn zu " := 1

2
und beliebigem

Æ > 0 gibt es ein x <
p
n mit jx � p

nj < Æ und jf(x) � f(
p
n)j = 1 > ". Ebenso ist f in

allen Punkten �pn f�ur n 2 N unstetig.

(i) F�ur � > 0 und x 2 ]��;1[ n f0g gilt f�(x) =
(x+�)��

x
= 1, also ist f� f�ur � > 0 durch3.

f�(0) := 1 in 0 stetig fortsetzbar.

F�ur � < 0 und x 2 ]�1;��[nf0g ist f�(x) = �(x+�)�(��)
x

= �1, also ist f� f�ur � < 0 durch

f�(0) := �1 in 0 stetig fortsetzbar.

F�ur � = 0 ist f0(x) =
jxj
x

= 1 f�ur x > 0, f0(x) = �1 f�ur x < 0, also ist f0 in 0 nicht stetig

fortsetzbar.

(ii) a) In ]�1; 1[ n f0g gilt (nach Erweitern des Bruchs mit 1 +
p
1� x2)

1�p
1� x2

x2
=

1� (1� x2)

x2(1 +
p
1� x2)

=
x2

x2(1 +
p
1� x2)

=
1

1 +
p
1� x2

! 1

2
f�ur x! 0:

b) Wir zeigen lim
x!0

x2

x�[x]
= 0. Es sei " > 0. Wir setzen Æ := min(1

2
; "
2
). Es sei x 6= 0 mit jxj < Æ

beliebig; nun gilt x 2 ]�1; 1[ n f0g. Ist x > 0, so gilt
�
�
� x2

x�[x]
� 0

�
�
� = x2

x
= x < "; ist x < 0, so

gilt �1
2
< x < 0 (wegen jxj < Æ), also

�
��
�

x2

x� [x]
� 0

�
��
� =

x2

jx+ 1j =
x2

1� jxj � 2x2 � 2jxj < ":

(ii) Es sei f : [a; b]! [a; b] (mit a < b) stetig. Dann ist auch g := f�id[a;b] stetig. Ist f(a) = a4.

oder f(b) = b, so sind wir fertig. Wir k�onnen also f(a) > a und f(b) < b annehmen. Dann

gilt g(a) = f(a)� a > 0 und g(b) = f(b)� b < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann

ein x0 2 ]a; b[ mit g(x0) = 0, also f(x0) = x0.
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L�osungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema IV

Sei f : R ! R de�niert durch f(x) :=

�
2x2 � x+ 1 f�ur alle x � 1

x2 + x f�ur alle x > 1 :
1.

(i) In ]�1; 1[ ist f die Einschr�ankung der Polynomfunktion P1 : R ! R; x 7! 2x2 � x+ 1;

da P1 di�erenzierbar ist, ist f in allen a 2 ]�1; 1[ di�erenzierbar mit f 0(a) = P 01(a) = 4a�1.

In ]1;1[ stimmt f mit der Einschr�ankung der Polynomfunktion P2 : R ! R; x 7! x2 + x

�uberein, ist also in ]1;1[ di�erenzierbar mit f 0(a) = P 02(a) = 2a+ 1 f�ur alle a 2 ]1;1[.

(ii) F�ur alle x 6= 1 ist

f(x)� f(1)

x� 1
=

(
2x2�x�1

x�1 f�ur x < 1

x2+x�2
x�1 f�ur x > 1

=

�
2x+ 1 f�ur x < 1

x+ 2 f�ur x > 1 :

Hieraus lesen wir ab, dass lim
x!1

f(x)�f(1)
x�1 existiert und gleich 3 ist.

(Beweis: Zu " > 0 sei Æ := "
2
. Ist jx� 1j < Æ und x < 1, so gilt����f(x)� f(1)

x� 1
� 3

���� = j2x+ 1� 3j = j2x� 2j = 2jx� 1j < 2Æ = ";

ist jx� 1j < Æ und x > 1, so gilt
���f(x)�f(1)

x�1 � 3
��� = jx+ 2� 3j = jx� 1j < Æ < ".)

Also ist f in 1 di�erenzierbar mit f 0(1) = 3. Es folgen Skizzen von f und f 0:

-
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.
.
.
.
.
.
.

3
f 0

(iii) Nach (i) und (ii) haben wir f 0 : R ! R; f 0(x) =

8<
:

4x� 1 f�ur x < 1

3 f�ur x = 1

2x+ 1 f�ur x > 1 :

Wir zeigen, dass lim
x!1

f 0(x)�f 0(1)
x�1 nicht existiert, also f 0 in 1 nicht di�erenzierbar ist.

F�ur alle x 6= 1 gilt
f 0(x)� f 0(1)

x� 1
=

(
4x�4
x�1 f�ur x < 1

2x�2
x�1 f�ur x > 1

=

�
4 f�ur x < 1

2 f�ur x > 1 :

Hieraus erkennt man sofort, dass lim
x!1

f 0(x)�f 0(1)
x�1 nicht existiert.

(Beweis: F�ur die Folgen (xn); (yn) mit xn := 1 � 1
n
; yn := 1 + 1

n
gilt lim

n!1
xn = 1 = lim

n!1
yn,

aber lim
n!1

f 0(xn)�f 0(1)
xn�1 = 4 6= 2 = lim

n!1
f 0(yn)�f 0(1)

yn�1 .)



Es seien n 2 N und f; g : R n f1g ! R mit f(x) := 1+ x+ x2 + : : :+ xn und g(x) := xn+1�1
x�1 .2.

Wegen f = g gilt

f 0(x) = 1 + 2x+ : : :+ nxn�1 =

g0(x) =
(n+ 1)xn(x� 1)� (xn+1 � 1)

(x� 1)2
=

nxn+1 � (n+ 1)xn + 1

(x� 1)2
:

Es sei f : [0;1[ ! R di�erenzierbar mit f(0) = 0 und monoton wachsendem f 0. Es ist3.

g : ]0;1[! R mit g(x) := f(x)
x

di�erenzierbar mit g0(x) = 1
x2
� �f 0(x)x� f(x)

�
. Wegen x > 0

ist also g0(x) � 0 genau dann, wenn f 0(x) � f(x)
x
. Zu jedem x > 0 gibt es nach dem

1. Mittelwertsatz ein � 2 ]0; x[ mit f(x)
x

= f(x)�f(0)
x�0 = f 0(�), und es ist f 0(�) � f 0(x), da � < x

und f 0 monoton wachsend ist. Also ist f(x)
x
� f 0(x) und damit g0(x) � 0 f�ur alle x > 0, also

g monoton wachsend.

Die Funktion f : R ! R; f(x) :=
nP

�=1

(x� a�)
2 ist di�erenzierbar mit4.

f 0(x) = 2
nX

�=1

(x� a�) = 2nx� 2
nX

�=1

a� und f 00(x) = 2n:

Hat f in a ein absolutes oder relatives Minimum, so gilt f 0(a) = 0. Es ist f 0(x) = 0 genau

f�ur x = x := 1
n

nP
�=1

a� . Wegen f 00(x) = 2n > 0 hat f in x ein relatives Minimum.

Wegen f 0(x) = 2nx � 2nx ist f 0(x) � 0 in ]�1; x] und f 0(x) � 0 in [x;1[, also ist f

in ]�1; x] monoton fallend und in [x;1[ monoton wachsend. Folglich hat f in x auch ein

absolutes Minimum.

a) Die Voraussetzungen der Regel von de l'Hospital sind hier erf�ullt (Nachweisen!), also gilt5.

lim
x!1

n

p
x� 1

xn � 1
= lim

x!1

1
n( n
p
x)n�1

nxn�1 =
1

n2
f�ur jedes n 2 N :

(Dabei gilt lim
x!1

1
( n
p
x)n�1

= 1 = lim
x!1

xn�1, da die Funktionen x 7! 1
( n
p
x)n�1

; x 7! xn�1 in 1

stetig sind.)

b) lim
x!1

x2
�
(1� 1

x
)2n+ 2n

x
�1
�
existiert genau dann, wenn lim

t!0
t2]0;1[

1
t2

�
(1�t)2n+2nt�1

�
existiert,

wobei im Fall der Existenz beide Grenzwerte �ubereinstimmen. Durch zweifache Anwendung

der Regel von de l'Hospital (deren Voraussetzungen jeweils erf�ullt sind) ergibt sich

lim
t!0

t2 ]0;1[

(1� t)2n + 2nt� 1

t2
= lim

t!0
t2 ]0;1[

�2n(1� t)2n�1 + 2n

2t

= lim
t!0

t2 ]0;1[

2n(2n� 1)(1� t)2n�2

2

= n(2n� 1):


