Studientage zu den Kursen Mathematik IT / Mathematik fiir Informatiker IT iis2ri00
Losungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema I

1. a) Seien z,y € |—1,00[. Aus z < y folgt = + zy < y + zy, das heiit z(1 + y) < y(1 + z).
)

x
Wi ,y > —1sind 1 , 1 > 0, also folgt —— < ———.
egen .,y sin +x,14+y also tolg +z-T+y

b) Seien a,b € R Mit x := |a + b|, y := |a| + |b] gilt z < y; aus a) folgt dann

lat+bl _ _la[+b] _ |a| N ] < _ld ]
IT+la+b — 1+al+1b] 1+|a|+|b] 1+4a|+b] — 1+|a| 145’

die letzte Ungleichung gilt wegen |al, || > 0.

2. Es seien A, B C R nicht leer und nach unten beschrinkt. Sind s,f untere Schranken von A
bzw. B, soist s+t < a+b fiir allea € A, b € B, also ist s + t untere Schranke von A + B.
Fiir s := inf A und ¢ := inf B folgt daraus inf(A + B) > s+ t. Ist s’ eine beliebige untere
Schranke von A + B, so ist s’ — b < A fiir jedes b € B, also ist ' — b < inf A = s fiir jedes
b € B; dann ist s' — s < B, also s’ — s < inf B = t und damit s’ < s + t. Daraus folgt
inf(A+ B) = s+ t.

3. Essei M C R nicht leer und nach oben beschrénkt, es sei a := sup M.

a) Sei a ¢ M. Ist U eine Umgebung von a, so gibt es ein ¢ > 0 mit U.(a) C U. Wegen
a —e < a=supM ist a — ¢ keine obere Schranke von M (sonst miifite a < a — ¢ gelten),
also gibt es ein x € M mit a —e < x. Dannist e —e <z < a < a+e¢, also z € U.(a), und
x # a wegen a ¢ M. Also enthilt U N M einen Punkt # a.

b) Sei M abgeschlossen. Wire a = sup M ¢ M so wire a nach a) ein Hiufungspunkt von M,
der nicht in M liegt; das widerspricht der Abgeschlossenheit von M. Also gilt a € M.

c) Fiir M :=]0,1] ist sup M = 1 € M, aber M ist nicht abgeschlossen (da 0 ¢ M H&iufungs-
punkt von M ist).

4. (i) Wire Q C R offen, so wire Q insbesondere Umgebung von 0, also gidbe es ein € > 0 mit
U.(0) C @ fiir ein geniigend grofies n € N ist aber %\/ﬁ € U.(0), %\/5 ¢ Q, Widerspruch!
Wire Q C R abgeschlossen, so wire R\ Q offen, also insbesondere eine Umgebung von
V2€eR \ Q; jede Umgebung von V/2 enthiilt aber eine rationale Zahl, Widerspruch!

(if) Wire M := {X | n € N} U {0} offen, so gébe es ein & > 0 mit U.(0) C M; es ist aber
—5€U(0), =5 & M.

M ist abgeschlossen, weil

1

R\ M = ]—00,0[ U U]%ﬂ,;[ U 1, o0

neN

als Vereinigung von offenen Intervallen offen ist.
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Losungsskizzen zu den Aufgaben zum Thema II

1.

Wir zeigen lim b, = a mit dem e-ny-Kriterium:
n—oo

Sei £ > 0. Wegen lim a,, = a = lim ¢, gibt es ny,ny € N mit |a,, — a| < € fiir alle n > ny
n—o0 n—oo

und |¢, — a| < ¢ fiir alle n > ny. Dann gilt
—e<a,—a<b,—a<c,—a<e fiiralle n > max(ns,ny),

also |b, — a| < ¢ fiir alle n > max(ny, ny). Damit gilt lim b, = a.
n—o0

An” +8nd + ... 4—|— s+ . 4
i) Wir erhalte = - — il — 00.
(i) Wir erhalten o, = g e res e = 3+n+... g T
n 2n+13
(i) Bs gilt 121l _ Do _o " 9 fiirn— oo,

|| 3(n+1)2» n+1

o . a 3 3\
daher existiert ein ng € N mit @011 > 2 also |a,| > <§> |ay,| fiir alle n > ng.

|an]

Damit ist (|a,|) unbeschriankt, also (a,) divergent.

n—1
(iii) Wegen 2™ —y" = (z —y) Y zFy" 1 gilt

W = %ink(n 1)"‘1‘3—1 > % - (TL _ l)n—l _ %n(n B l)n_l
_ (n— 1)1 (n—l)-(n_f.._. (n—1)
— (n—1)! 1-2 (n—1) >n—1

fiir n > 2, also ist die Folge divergent.

- +1 \/ﬁ> ist monoton fallend, und es gilt

— +1 7= — 0 fiir n — oo, also ist die Reihe (nach dem Leibniz-Kriterium) konvergent.

0 n
(i) > % ist eine alternierende Reihe, denn (
n=1

o0

1 1
Es gilt +f > = = 5-; da 212

nicht absolut konvergent.

n-l—f

(ii) Fiir a, := (—n)*(3)" gilt: | “2E ] = (”—“)3 353 <1 fiir n — oo

n

oo
Nach dem Quotientenkriterium ist dann »_ a, absolut konvergent, also auch konvergent.
n=1

Es sei z; =0, xn+1:xi+ifﬁrallen€N Wegenxnﬂ—xn:xi—xnjL— (xn——) >0

fir n € N ist (z,) monoton wachsend. Wir beweisen 0 < z, < % fiir alle n € N durch
vollstdndige Induktion:  Der Fall n = 1 ist klar.

n—n+ 1 Ist()gxnS%,sofolgt()gxngxnﬂ x+ < = —|———l

Also ist () monoton wachsend und beschrinkt, somit ex1stlert c= lim z,.
n—oo
Es gilt ¢ = lim a4y = nlggo(xi +3)=c+ 1, somitist —c+ 1= (c—3)>=0,alsoc=3.
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Wir zeigen mit dem e-9-Kriterium, dass ¢ in 0 stetig ist:

Sei € > 0. Da f beschréinkt ist, gibt es ein K > 0 mit |f(z)| < K fiir alle 2 € [0, 1].
Es sei 0 := —==. Fiir alle x € [0,1] mit |z| < ¢ gilt dann

l9(x) = g(0)] = [ f(z)] =[] - [f(x)| <0 - K <.

2. Fiirz € [\/n,v/n+1[oder z € |—v/n+1,—/n] mit n € N’ ist f(z) = [2*] = n. Skizze:

Ty 1 0 1 9

In allen Intervallen der Form ]\/ﬁ, vn + 1[ oder ]—\/n + ,—\/ﬁ[ mit n € NU {0} ist f

konstant und somit stetig. Wegen f|j_y [ = 0 ist f in 0 ebenfalls stetig.

In allen Punkten der Form /n mit n € N ist f unstetig, denn zu ¢ := % und beliebigem

d > 0 gibt es ein < y/n mit |z — y/n| < 0 und |f(z) — f(v/n)] =1 > €. Ebenso ist f in
allen Punkten —/n fiir n € N unstetig.

(z4a)—a

3. (i) Fir @ > 0 und z € |—a,00[\ {0} gilt f.(x)
fa(0) := 1 in O stetig fortsetzbar.
Fiir « < 0 und = € |—o00, —a[\ {0} ist fo(x) = W = —1, also ist f, fir « < 0 durch
fa(0) := —1 in O stetig fortsetzbar.
Fir a = 0 ist fy(z) = % =1 fiir z > 0, fo(z) = —1 fiir x < 0, also ist fy in 0 nicht stetig
fortsetzbar.

(ii) a) In |—1,1[\ {0} gilt (nach Erweitern des Bruchs mit 1 4 /1 — x2)
1-vV1—22  1—(1-2?% 2 1

1
= — % —
z? 2(1++v1—22) 22(1+vV1—-22) 1++1—2? 2

b) Wir zeigen liII(l) If—;} = 0. Es sei £ > 0. Wir setzen § := min(2, £). Es sei  # 0 mit |z| < &
z—

=1, also ist f, fiir & > 0 durch

fiir z — 0.

272

2 .
=L =r<egistz <0, 50

beliebig; nun gilt x € |—1,1[\ {0}. Ist = > 0, so gilt -0

=2
r—[xz]

gilt —2 <2 <0 (wegen |z| < §), also
S D A
e 11— o

<227 < 27| <e.

x — [7]

4. (ii) Essei f : [a,b] — [a,b] (mit a < b) stetig. Dann ist auch g := f—idp, 4 stetig. Ist f(a) = a
oder f(b) = b, so sind wir fertig. Wir konnen also f(a) > a und f(b) < b annehmen. Dann
gilt g(a) = f(a) —a > 0 und ¢(b) = f(b) — b < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann
ein xy € |a,b] mit g(zo) = 0, also f(xg) = xy.
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202 —x+1 fiiralles <1

1. Sei f:R — R definiert durch f(x) := { 2 fiir alle 2 > 1
r° +x iir alle .

(i) In ]—o0, 1] ist f die Einschriinkung der Polynomfunktion P, : R — R, z ~— 22% — z + 1;
da P, differenzierbar ist, ist f in allen a € |—o00, 1] differenzierbar mit f'(a) = P{(a) = 4a—1.
In |1, 00[ stimmt f mit der Einschriinkung der Polynomfunktion P, : R - R, x — 2° +x
iiberein, ist also in |1, oo[ differenzierbar mit f'(a) = Pj(a) = 2a + 1 fiir alle a € |1, o0].

(ii) Fiir alle x # 1 ist

2_g_ .
flx) = f(1) Qx:n—gil fiir z <1 [ 22+1 firz <1
r—1 S 242 fires>1 lo+2 fira > 1.

rz—1

Hieraus lesen wir ab, dass lirr{ % existiert und gleich 3 ist.
T—

(Beweis: Zu e > 0 sei § := 5. Ist |z — 1| <6 und z < 1, so gilt

— f(1
L{()_g‘:|2x+1—3|:|2x—2|:2|$—1|<25:5;
T

ist |x—1|<5undx>1,s0gilt‘%—3‘:|x+2—3|:|x—1|<5<5.)

Also ist f in 1 differenzierbar mit f’(1) = 3. Es folgen Skizzen von f und f’:

i i
dr—1 firrx <1
(iii) Nach (i) und (ii) haben wir f': R —> R, f'(z) =< 3 fir v =1
20 4+1 firx > 1.

Wir zeigen, dass lirr% F@=FO ekt existiert, also f’ in 1 nicht differenzierbar ist.
T—r

z—1
") — f'(1 o4 firy < 1 i
Fiir alle x # 1 gilt M: vl _ 4 f?rx<1
r—1 2;—12 fiir x > 1 2 firx>1.

Hieraus erkennt man sofort, dass lirri w nicht existiert.
T—

(Beweis: Fiir die Folgen (z,), (y,) mit z, := 1 — %, Yn =1+ % gilt lim x, =1 = lim y,,
n—o0 n—o00

aber lim M =14 7§ 2 = lim f’(yn)*f’(l).)

n— 00 Tn—1 n—00 Yn—1



gntl_q
r—1 -

Esseienn € Nund f,¢g: R\ {1} = Rmit f(z) :=1+x+2*+...+2" und g(z) :=
Wegen [ = g gilt

fllx)=142z+...+na" !t =
(n+1)z"(x—1)— (2" —=1) na"t—(n+1)a"+1

g(@) = (@ — 1) - (@ — 1)

Es sei f : [0,00] — R differenzierbar mit f(0) = 0 und monoton wachsendem f’. Es ist
g :1]0,00] = R mit g(x) := @ differenzierbar mit ¢'(z) = & - (f'(z)z — f(z)). Wegen z > 0
ist also ¢'(x) > 0 genau dann, wenn f'(x) > ( )
1. Mittelwertsatz ein £ € |0, z[ mit f( ) — (; é( L — £/(¢), und es ist f/(€) < f'(z), da & < x
und f’ monoton wachsend ist. Also lst ) < f(z) und damit ¢(z) > 0 fiir alle z > 0, also
g monoton wachsend.

VA Jedem xr > 0 gibt es nach dem

Die Funktion f: R = R, f(z):= Y. (z — a,)? ist differenzierbar mit

v=1
() = QZ(x —a,) = 2nx — 22@,, und  f"(z) = 2n.
v=1 v=1

Hat f in a ein absolutes oder relatives Minimum, so gilt f'(a) = 0. Es ist f'(x) = 0 genau
fir 2 =7 := 1 3" a,. Wegen f”(T) =2n > 0 hat f in T ein relatives Minimum.

v=1
Wegen f'(x) = 2nz — 2nT ist f'(z) < 0 in |—o00,Z] und f'(z) > 0 in [T, 00|, also ist f

in |—o0, 7] monoton fallend und in [Z, co[ monoton wachsend. Folglich hat f in T auch ein
absolutes Minimum.

a) Die Voraussetzungen der Regel von de 1'Hospital sind hier erfiillt (Nachweisen!), also gilt

1

Ve -1 _ . a@=

1
= — fiir jedes n € N.

lim
z—1 g — 1 =1 ngh—! n?
(Dabei gilt l1m (f)n =1 = lmi 2" 1, da die Funktionen = W, = 2" 1 in 1
T—

stetig sind. )
b) lim 2?((1—1)?"+22 1) existiert genau dann, wenn lim 3 ((1—1)?"+2nt—1) existiert,

T—00 z t—0
t€]0,00[

wobei im Fall der Existenz beide Grenzwerte iibereinstimmen. Durch zweifache Anwendung
der Regel von de I'Hospital (deren Voraussetzungen jeweils erfiillt sind) ergibt sich

(1—t)* +2nt -1

-9 1 — 2n—1 2
lim = lim n 2 +en

t—0 12 t—0 2t
t€]0,00[ t€10,00[
2 _ _ 4£\2n—2
— m n(2n —1)(1 —t)
t—0 2
te10,00[

= n(2n—1).



