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Themen der Prufung

Selbstgewahltes Einstiegsthema: Interpolation

F: Was wissen Sie uber die Interpolation?

Die Interpolation, entstanden aus dem Wunsch heraus, den Verlauf
einer Funktion f zu bestimmen, obwohl nur einzelne Werte f(xi),
i=0,...,n,vonfbekannt sind. Es gibt beliebig viele stetige Funk-
tionen g, die mit f die Werte g(x) = f(xi)), i =0, ..., n, gemeinsam
haben, daher haben wir uns zunachst auf Polynom-Funktionen be-
schrankt aus zwei Grunden:

1. Es gibt bei n + 1 vorgegebenen Werten f(X;) ein eindeutig be-
stimmtes Polynom vom Grad n, das diese Werte annimmt, also

p(x;)=f(x);i=0,...,n, liefert.

b
AuBerdem kann man einen Naherungswert fir [ f(x) durch



b

| p(x) erhalten (Abb. 3.2); diesen Naherungsprozell bezeichnen

a

wir als interpolatorische Quadratur. Die Frage ist allerdings, wie gut
diese Naherung ist. Stutzstellen oder Knoten bezeichnet man paar-
weise verschiedene Punkte

Xg, X4 -y X, EIK,
Stutzwerte ein System von n + 1 weiteren (nicht notwendig ver-
schiedenen) Punkten Y, Y4, ..., Y,€IK.
Anhand von Beispielen haben wir gesehen,
a) dal} es eine Schar von Polynomen pe&€m; gibt, welche das Inter-
polationsproblem p(1) = p(-1) =1 ; p(0) = 0 I6sen (Interpolations-
problem mit vielen Losungen).

b) dal} das Interpolationsproblem

p(1)=-p(3)=p(5 J=—p(~1)=1

keine Losung PET, besitzt (unldsbares Interpolationsproblem).
Beweis der Eindeutigkeit:

Das Interpolationsproblem 3.2.1 hat hochstens eine Losung.

Beweis. Wenn p,q€&m, Losungen des Interpolationsproblems 3.2.1



sind, so folgen fur das Differenzpolynom r := p - q die Bedingungen
r(x,)=0; k=0,...,n, rem,;
r hat also n + 1 verschiedene Nullstellen und ist somit nach dem

Fundamentalsatz der Algebra das Nullpolynom. Also folgt p = q.

Beweisen der Existenz:

Dal} das Interpolationsproblem 3.2.1 GUberhaupt eine Losung hat,
zeigen wir dadurch, dal} wir sie explizit angeben. Dazu fuhren wir
die Lagrange-Grundpolynome ein.

3.2.4 Definition

Es seien n+1 paarweise verschiedene Punkte x.€IK, k=0,...,n |

gegeben. Dann bezeichnet man die Polynome |, |,

<>r”1

j#

X ., v=0,...,n

<O

als die zu diesen Knoten gehdérenden Lagrange-Grundpolynome.
Man erkennt unmittelbar
(1) l,em,

2) I,(x)=6,, , 0<v,k<n . (Kroneckersymbol)

Also hat das Polynom pem, |



die Eigenschaft

es ist also eine Losung des Problems und auch die einzige. (La-

grange-Darstellung).

F: Daneben gibt es die Newtondarstellung. Was sind die Vortei-
le?

3.3 Die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms

Nachdem man in m, eine Basis {u,|v=0,...,n| gewahlt hat, lauft
die Bestimmung des Interpolationspolynoms p auf die Losung des

linearen Gleichungssystems
Y o u(x,)=Y,, k=0,1,...,n,
v=0

hinaus. Im Fall der Lagrange-Basis u,=l,, v=0,1,...,n, ist die
Matrix (u,(x,)) dieses Gleichungssystems die Einheitsmatrix, also
von extrem einfacher Bauart. Allerdings andern sich alle Lagrange-

Grundpolynome, wenn man nur einen einzigen Knoten andert, wie



man an der Definition von 1,,v=0,1,...,n, unmittelbar sieht.
Der Grundgedanke der Newton-Darstellung besteht darin, eine Ba-
sis {u,|v=0,1,...,n} sozu wahlen, da (u,(x,)) eine Dreiecks-

matrix ist. Dazu setzt man rekursiv

d.h. explizit
u,(x)=1I1 (x=x,_,), v=1,...,n.
pu=1

Die u, heilden Newton-Grundpolynome. Fur v=0,1,...,n folgt

1 0 0
1 X,—X, ;
(U, () hemo. o =| T X2 %0 =
v=0,..., n O
n—1
1 X,—X, - 1] (x,—x,

u=0

F: Wie sieht die Matrix aus, wenn Sie die Monom-Darstellung



wahlen?

n

1 X, Xo o Yo
n

1 X X1 | ees | =| Vs
n

1 X, X, | &, Y,

Die Vandermonde-Matrix ist mit einem erhohten Rechenaufwand

verbunden.

F: Was ist die Bézier-Darstellung und fiir was wahit man diese?
Da die Bernstein-Grundpolynome b, ,, v=0,...,n, eine Basis von
™, bilden, konnen wir jedes Polynom P&, bezuglich dieser Ba-

sis darstellen in der Form

p=2 B.b,,.

v=0
der sogenannten Bézier-Darstellung von p. Die Koeffizienten B,

v

heilRen Bézier-Koeffizienten; die Punkte n €R’ werden Bézier-
B.

Punkte genannt. AulRerdem hat man den Begriff des Bézier-Poly-

gons eingefuhrt, das dadurch entsteht, dals man die Bézier-Punkte



geradlinig verbindet. Da nur by, und b,, die Eigenschaft der La-
grange-Grundpolynome bg,(0)=1, b,,(1)=1 haben, liegen i.a. nur
die Ecken (0;8,)'und(1;8,)" des Bézier-Polygons auf dem Gra-
phen des zugehorigen Polynoms. Die Bézier-Darstellung eines

Polynoms hat besondere geometrische Eigenschaften, die bei

Graphik-Anwendungen ausgenutzt werden.

n

F: Ist t in der Bézier-Darstellung p(t)=z B,b..(t) nurfir
v=0
te[0,1]| definiert?

n

Nein, in der Bézier-Darstellung p(t)=z B,b,.(t) isttin IR defi-
v=0
niert.

F: Was ist konvex an der Bézier-Darstellung?

Innerhalb des konvexen Polygonzugs (konvexe Hulle) Gber die Bé-

v

zierpunkte (E ) liegt die Bézier-Darstellung.

F: Was ist ein polynomialer Spline?
(1) Die Funktion S:R—R erfille die folgenden Bedingungen:

i) S stimmt auf jedem Intervall [v,v+1), veZ, mit einem Poly-



nom p,€Il,,, meN, iberein.

i) Es gilt SeC™ '(R).

Dann heil3t S polynomialer Spline vom Grad m (mit den Knoten
veZ ).

(2) Ist S:[k,I)= R die Restriktion eines polynomialen Splines S

vom Grad m auf das Intervall [k,l1), k,I€Z,k<l, so heilt S poly-

nomialer Spline vom Grad m auf dem Intervall [k, I] (mit den Knoten
v,v=K,...,| ).

Besonders wichtige Falle sind

m = 1 : Polygonzug,

m = 2 : quadratischer Spline,

m = 3 : kubischer Spline.

4.6.2 Bemerkung

(1) Far einen polynomialen Spline S vom Grad m, me&IN, mit Kno-

ten veZ konnen wir die Darstellung
S(t)=z B, b,m(t=v), te[v,v+1), veZ
u=0

verwenden. Mit den Bézierkoeffizienten konnen die Anschluf3bedin-

gungen berechnet werden.



F: Was ist die symbolische Cholesky-Zerlegung?
Ein lineares Gleichungssystem Ax=b, AclK™™, belK™, mit
einer hermiteschen, positiv definiten Matrix A kann man mit diago-
naler Pivotwahl (ohne Vertauschung von Zeilen oder Spalten) unter
Verwendung der Cholesky-Zerlegung A=LL" auf zwei Glei-
chungssysteme in Dreiecksform zuruckzufuhren:

Ax=b < Ly=b, L'x=y.
Falls A schwach besetzt ist, kann es sich aber empfehlen, trotzdem
eine diagonale Pivot-Suche, die einer gleichlaufenden Umnumerie-
rung der Unbekannten und der Gleichungen entspricht, durchzufih-
ren. Man pivotisiert hier nicht aus Griunden der numerischen Stabili-
tat, sondern um den "Fill-in", also das Auffiillen von L+L" durch
Nichtnull-Elemente an Positionen (k, 1), die bei A mit Null besetzt
sind, moglichst klein zu halten. Dadurch wird der erforderliche Spei-
cherplatz fur L klein gehalten, und bei der anschlie®enden numeri-
schen Faktorisierung nutzt man dieses Besetzungsmuster aus, um
uberflussige Rechenoperationen (Addition oder Multiplikation mit

Null) zu sparen.



Bei der Cholesky-Zerlegung einer schwach besetzten Matrix stellen

sich mehrere Probleme:

Man ermittle moglichst vor der Faktorisierung das schlimmstenfalls
auftretende Besetzungsmuster, um a priori den Speicherplatz be-

reitstellen zu konnen.

Man bestimme wahrend der Faktorisierung eine Pivot-Wahl, die zu

einem geringen zusatzlichen Fill-in fuhrt.

Eine Mischung beider Strategien fuhrt auf eine symbolische Fakto-
risierung, die nicht mit numerischen Werten, sondern unter einer
worst-case-Annahme an Hand des Besetzungsmusters eines zuge-
horigen Graphen durchgefuhrt wird. Man pruft dabei durch logische
(binare) Entscheidungen, wie sich das Besetzungsmuster wahrend

der Cholesky-Zerlegung schlimmstenfalls andern kann.

Die angesprochene worst-case-Annahme besteht darin, dald man
eine eventuell auftretende numerische Kompensation von Grolen,
die von Null verschieden sind, durch arithmetische Operationen zu

einem verschwindenden Resultat unberucksichtigt lalkt. Wahrend



bei der numerischen Durchfuhrung der Cholesky-Zerlegung im Al-
gorithmus 5.4.6 sich durch Kompensation einzelne ;=0 ergeben
kdnnen, obwohl nicht alle Summanden a, l, i, verschwinden,
nimmt man bei der symbolischen Faktorisierung den schlimmsten
Fall an. Dies bedeutet, da man flr l; einen von Null verschiede-
nen Wert erwartet, falls auch nur einer der Summanden ay, I,
mit u=1,...,i—1 von Null verschieden ist. Man erhalt dadurch fur L
ein Besetzungsmuster mit der groRtmaoglichen Anzahl von besetz-
ten Elementen, die bei einer numerischen Faktorisierung auftreten
konnen. Dies bedeutet, daR das Besetzungsmuster von F:=L+L"
i.a. dichter ist als das von A, d. h., daR der Graph G mehr Kanten
enthalt als G,. Genauer gilt, wie man dem Algorithmus 5.4.6
(Cholesky-Crout) entnimmt:

6.5.2 Satz

Es sei Gp:=(X,E,), X={1,...,m}, ein zu der positiv definiten Ma-
trix Aund Gg:=(X,E;) einzu F:=L+L" gehorender Graph, wobei

A=LL" eine Cholesky-Zerlegung von A sei. Dann gilt unter der

Annahme, dal} keine numerische Kompensation eintritt:



(1) (k’I)EEA
(k,1)€E;: ={oder (2) esexistiertein umit1<u<min(k,I),
sodal (k,u)eE-und(l, u)eE;

F: Wie ist ein Graph definiert?

6.3.1 Definition (ungerichteter Graph)

(1) Ein Tupel G := (X, E) heil3t (ungerichteter) Graph, wenn folgen-
des gilt:

i) X ist eine nichtleere, endliche Menge, deren Elemente Knoten
genannt werden.

i) E ist eine symmetrische Teilmenge (eine symmetrische zweistel-
lige Relation) des kartesischen Produkts XxX: Aus (x,y)€E folgt

(y,x)€E furalle x,yeX. Die Elemente von E heilfRen Kanten.

F: Was wissen Sie zur Minimalkrimmungseigenschaft von B-
Splines?

4.8.1 Satz (MinimalkrUummungseigenschaft)

Flr einen gegebenen Datensatz y,, v=0,...,k, und gegebene

Anfangssteigungen Mgy, M, minimiert der interpolierende kubische

Spline unter allen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen das



Integral Uber das Quadrat der zweiten Ableitung:

(S (x)Pdx=min([f " (x)Pdx],

feM

O &~y X

wobei
M:={feC?0,k]| f(v)=y,, v=0,....k, f(0)=m,, f (k)=m,]

sei. Man bezeichnet dies als die MinimalkrUmmungseigenschaft der

k
interpolierenden kubischen Splines, da f[f “(x)]’dx eine gute Na-
0

herung fiir die mittlere Krimmung Kf) einer Funktion f darstellt.

Fazit

Die Prufung verlief in sehr angenehmer Atmosphare. Prof. Skrzipek
ist nett und geduldig. Das Verstandnis der Zusammenhange ist ihm
wichtiger als auswendig gelernte Formeln.

Ich mochte alle, die dieses Prufungsprotokoll zur Vorbereitung auf
Ihre mundliche Prufung nutzen, daran erinnern, daf es durchaus
fair ist, wenn sie selbst dann anschliel3end auch ein Prufungsproto-
koll verfassen und dies veroffentlichen. Wenn man von vorherge-
henden Kommilitonen profitiert, kann man durchaus auch nachfol-
genden Kommilitonen helfen.
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Vordiplomprifung "Numerische Mathematik ["

Datum: 31.8.2006

Prufer: Prof. Skrzipek
Beisitzer: Herr Horst

Themen:

+ selbstausgewahltes Einstiegsthema: Interpolation (Kommentar Skrzipek: " Das machen 90% de
Studenten™.)
o Erlauterung der Idee
o Eindeutigkeit
o Existenz
o Lagrange-Darstellung
o Newton-Darstellung
+ trigonometrische Interpolation
o Erlauterung der Idee
o Einheitswurzeln
o Eigenschaften der Matrix W
o Komplexitat
+ diskrete Fouriertransformation und FFT
explizite Angabe der diskreten Fourierkoeffizienten
Idee der FFT
Faltungssatz
Schmetterlingsschema
Mundliche Beschreibung der expliziten Form
» Bernstein-Polynome
o Definition
Eigenschaften
Bezier-Darstellung
Bezier-Punkte und konvexe Hiille; wofir ist die konvexe Hiille gut?
Nachweis, dass die b_{\nu n} eine Basis des \Pi_n sind
» Splines
o de Boor-Punkte
o Definition eines Splines; sind Polynome Splines?
o Welche Anschlussbedingungen braucht eine stiickweise polynomiale Funtion, damit sie e
Spline ist?
* numerische Cholesky-Zerlegung
o Vorraussetzungen
o Erlauterung und Herleitung der Cholesky-Zerlegung
« symbolische Cholesky-Zerlegung
o wofur benutzt man es?
o was ist Fill-in?
o kleines Beispiel fur das 'Herleiten’ eines Graphen aus dem Besetzungsmuster einer
symmetrischen, pos. def. Matrix
o wie funktioniert der Algorithmus?
o kurze Anmerkung zu Minimum-Degree-Algorithmus
* Quadratur:
o |ldee der Quadratur
Herleitung der Gewichte bei der interpolatorischen Quadratur
Genauigkeit der Quadratur; maximale Genauigkeit
Idee der Gauss-Quadraturformeln
Fehlerdarstelung des Quadraturfehlers

o] o] o] o]

o]

o] o] o] o]

o] o] o] o]

Herr Skrzipek ein freundlicher Priufer, der Kandidaten fir sehr gute Noten ausfuhrlich prift. Die Noter
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entsprach bei mir der gezeigten Leistung.

Es ist auf jeden Fall wichtig, sich nicht nur die Definitionen und Séatze einzupragen, sondern auch die
zu verstehen, die dahinter stehen; dazu gehort es auch, die Beweisideen wiedergeben zu kénnen. Ai
gut zu wissen, welche Anwendungsbeipiele es fur die Verfahren gibt.
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miindl. Priifung Numerische Mathematik I

Datum: 17.8.2006

Priifer: Prof. Skrzipek
Besitzer: Dipl.-Math. Horst
Note: 1,0

Themen der Priifung

Selbstgewéhltes Einstiegsthema: lineare Gleichungssysteme

Was ist ein lineares Gleichungssystem und warum reduziert man Matrizen zu deren Losung?

Wie funktioniert der Gauss-Algorithmus?

Und was ist das Cholesky Verfahren? (Hier wurde auch nachgefragt ob die Vorraussetzung ’positiv
definit’ auch fiir die Matrizen A,,_1 gilt. Ja, jedoch musste das nicht bewiesen werden.)

Erkléren Sie die symbolische Cholesky Zerlegung? Wo kann eventuell Ausléschung auftreten und ist
das im Algorithmus beriicksichtigt?

Warum wendet man den Cuthll-McKee Algorithmus an und was passiert da hinsichtlich des linearen
Gleichungssystems? (Es handelt sich um eine Umsortierung des Gleichungssystems.)

Interpolation

Was ist das Interpolationsproblem? Beweisen Sie dass es eine eindeutige Losung gibt. (Beweis mit
Lagrange-Polynomen zur Existenz und Widerspruch fiir die Existenz verschiedener
Interpolationspolynome.)

Definition Newton-Polynome. Was sind die Vorteile dieser Darstellung?

Def. von Splines ?

Wie sind Bernstein-Polynomen definiert und warum benutzt man sie? Wie sehen
Bernstein-Polynome aus? (Zeichnung mit Bernstein-Polygon und Anschlussbedingungen).

Fourier-Transformation

Was ist das Ausgangsproblem und Losungsansatz der Fourier-Analyse? (Interpolationspolynom mit
N-ten Einheitswurzeln als Stiitzstellen, Matrix Wy, diskreter Fourier-Operator)

Wie funktioniert die Fast Fourier-Transformation? (Schmetterlingsschema und Dreiecksschema..)
Gibt es tatsichlich eine Zeitersparnis? (Ja, von N2 nach kN. Ein weiterer Beweis wurde hier
nicht gefragt.)

Fazit

Prof. Skrzipek ist ein sehr angenehmer Priifer. Er ldsst einen erstmal erzéhlen und fragt dann
bei etwaigen Ungenauigkeiten noch mal nach. Es ist ihm wichtig, dass man verstanden hat
warum man diesen oder jenen Ansatz verwendet und dass man auf Nachfrage auch Details der
Vorrausetzungen etc. nennen kann. Die Priifung dauerte 45 min, jedoch hatte Prof. Skrzipek auf
dem Studientag bereits angekiindigt, dass er sehr gute oder sehr schlechte Priiflinge manchmal
langer befragt. Pradikat: sehr empfehlenswert!



