Gedachtnisprotokoll 24.10.2011

Diplomprifung in Funktionentheorie | und Graphentheorie
Prufer: Prof. Duma, Dr. Mller

Note: 2,7

Graphentheorie:

- Definition eines Graphen (war mein Wunsch, dachte, es wére ein guter Einstieg, bin dann
aber an der mathematisch korrekten Definition der Kanteninzidenzabbildung
»gescheitert” bzw. habe mich nicht korrekt ausgedrickt), Dr. Muller meinte, wir wirden uns
auch nur auf schlichte Graphen konzentrieren

- Kreisfundamentalsystem: Erlauterung Knoten-/Kantenvektorraum, Rand- und
Korandabbildung, habe das auch an einer Zeichnung verdeutlicht, habe dann auch noch
erklart, wie ein Baum bzw. aufspannender Baum definiert ist; dann kam die eigentlich
simple Frage, wie man die Kanten des aufspannenden Baums ausrechnen kénnte: ich kam
nur auf die Dimensionsformeln und wollte diese herleiten, es dauerte wirklich lange, bis ich
dann sagte, was er eigentlich héren wollte: Anzahl Baumkanten = Anzahl Knoten des
Graphen — 1. Erklart, wie die Basis des Kern(h) ermittelt wird, und dass diese aus Kreisen
besteht. Warum? Weil ein Baum minimal zusammenhéangend und maximal kreislos.

- Farbungsprobleme: Zwei Arten erwahnt, Whitney aufgeschrieben, den Bezug zwischen
Chromatischen Polynom und der chromatischen Knotenzahl hergestellt (min x, bei dem das
chromatische Polynom >0 ist), Beweisidee zum Rekursionsalgorithmus geschildert.

- Beweise zu Euler/Bondy-Chvatal, die ich wirklich gut vorbereitet hatte, kamen nicht dran

Funktionentheorie I:

- Was ist komplexe Differenzierbarkeit? Definition hingeschrieben, dann erwéhnt, dass
reelle Differenzierbarkeit von u und v (f = u + iv) und dem Erfllltsein der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen f komplex differenzierbar ist.

- Sollte dann ein Beispiel bringen und beweisen, dass dieses Beispiel nicht komplex
differenzierbar ist. f = z konjugiert ist nicht komplex differenzierbar. Leider habe ich ihn
»falsch® verstanden, dachte, ich solle dies Uber den Differentialquotentien direkt herleiten,
stattdessen wollte er eigentlich, dass ich die CR-Ableitungen bilde (habe das dann auch mit
Verspatung getan). Wirtingerkalkill kam gar nicht mehr zur Sprache.

- Dann ging’s weiter: Wie geht die Cauchysche Integralformel, und was kann man daraus
ableiten? Ich erwahnte Maximumprinzip, ldentitatssatz, Satz von Liouville

- Wie geht der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (mit Hilfe von Liouville)? Diesen
Beweis konnte ich auch, allerdings habe ich mir nicht mehr im Detail angeschaut, weshalb f
= 1/p beschrankt ist. (= dazu gab es einen Beweis, bzw. ich hatte argumentieren sollen,
dass bei einem Polynom fir z - unendlich a _n* z*n(1+ a_n-1/z + .... ) der zweite Tell
gegen 0 geht ... bzw. dass innerhalb einer Kreisscheibe sowieso Beschranktheit vorliegt
oder so ahnlich)

- Dann malte er Kuven mit Punkten: wie ist der Index? (Index kann i. U. auch negativ sein).

- Wie geht der Residuensatz, und wie berechnet man das Integral tber —o0 bis + 0o von
1/(x~6 + 1)? Das hatte ich mir nicht mehr im Detail angeguckt, und ich konnte die
Herleitung nur noch rudimentar; bzw. kam auch durcheinander, wovon ich denn die
Residuen Uberhaupt ausrechne (naturlich dort, wo x*6 + 1 = 0 ist). Aul3erdem ist wichtig zu
bemerken, dass die Wurzel von komplexen Zahlen nicht eindeutig ist, und wir hier nur den
Halbkreis oberhalb der x-Achse betrachten.

- Leider gab es weder den Beweis zum Cauchyschen Integralsatz, zur Cauchyschen
Integralformel und zum Residuensatz: diese Beweise hatte ich mir griindlich angeschaut.

Insgesamt war die Atmosphare sehr freundlich. Die Ruckmeldung der Prifer war: ich hatte zwar
grundsétzlich alles gewusst, aber nicht ausreichend in die Tiefe gelernt (v.a. bei Funktionentheorie).
AuRRerdem war ich extrem hektisch (Ich solle ,erst denken, dann reden.®). Nun ja, das ist mein
Problem bei miindlichen Priifungen... insgesamt bin ich aber mit der Note bei meiner nur 1,5-
wochigen Vorbereitungszeit wirklich zufrieden. 1,5 Wochen sind m. E. wirklich das Minimum!



Prufungsprotokoll
Mathematik Diplom 11
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Einfihrung in die Funktionentheorie & Graphentheorie
— Teilpriafung Funktionentheorie —

Prifer: Herr Prof. Duma & Herr Dr. Miller
Beisitzer: keine weiteren

Gesamtdauer: 40 min

Note: 1.0

Es ist bekannt, dass Herr Duma sich gerne Zusammenhange erkléren lasst, dabei sollte man
die Gebiete, die einem mehr liegen, etwas ausfihrlicher darstellen. Er bot mir an, mir ein
Einstiegsthema zu wiinschen.

= Einstiegsthema: Der Integralsatz von Cauchy nebst Beweis von Goursat

= Welche Konvergenzarten flir Reihen von holomorphen Funktionen gibt es?

= Welche dieser Konvergenzarten sind interessant fur die Funktionentheorie und warum?
(kompakte Konvergenz gentigt um die komplexe Differenzierbarkeit an die
Grenzfunktion zu vererben)

= Wie lautet das Konvergenzkriterium von Weierstra3?

= Was sind harmonische Funktionen und wie hangen die mit holomorphen Funktionen
zusammen? (f = u + iv, Mittelwertgleichung (fir harmonische Funktionen) und
Riemannschen Hebbarkeitssatz als Ergebnisse der Betrachtung harmonischer Funktionen
genannt)

= Was konnen Sie mir Uber Laplace-Transformationen erz&hlen? (Definition, Zweck:
Differentialgleichungen I6sen, Eindeutigkeitssatz, Verfahren zur Lésung beschrieben)

= Zum Eindeutigkeitssatz: Was passiert, wenn die Funktionen nicht stetig sind? (Dann ist
die Differenz eine Nullfunktion (wusste ich nicht))
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Priifer: Herr Prof. Duma & Herr Dr. Miiller
Beisitzer: keine weiteren

Gesamtdauer: 45 min

Note: 1.0

Info vorne weg: Man hat deutlich gemerkt, dass ich hippelig und durcheinander war, natiirlich
konnte ich es aber eigentlich sehr gut, hatte dann kleine Hilfen bekommen und alles war
wieder da. Um die 1.0 habe ich dann mit vielen Beweisen, sowohl in Funktionentheorie als
auch in Graphentheorie gekdmpft.

=  Wie ist das komplexe Integral definiert?

=  Was ist komplex differenzierbar?

=  Was ist dquivalent dazu?

=  Wie heiit der Fundamentalsatz in der Funktionentheorie, aus dem sich sehr viele andere
Sétze ableiten lassen? (Cauchyscher Integralsatz + Beweis)

=  Was lésst sich daraus ableiten? (Cauchysche Integralformel, Beweisidee,
Mittelwertgleichung, Beweisidee, Cauchysche Ungleichung, Liouville, Beweis,
Maximumprinzip, Fundamentalsatz der Algebra, Beweis mit Liouville)

*  Was ist eine hebbare Singularitit? Aquivalenzen?

»  Was ist eine wesentliche Singularitit? Aquivalenzen?

=  Wie kann man sich das vorstellen? (Picard)

=  Wie findet man eine Folge (tx) zu jedem c, so dass f(tx) = ¢? (Habe ich keine Antwort
darauf gewusst. Er hat geantwortet, dass man sich die Stelle zu dem ¢ sucht und dann den
Radius zur wesentlichen Singularitét in jedem Schritt verkleinert.)

= Residuensatz — Erzihlen Sie mal! (Satz, Beweis, | "™/qdx, | "®/qu cosx dx,
[ "9/ sinx dx, Rouche, Beweis Fundamentalsatz der Algebra mit Rouche)

Herr Duma, der Kurs und die Studientage sind sehr zu empfehlen.
Euch allen viel Erfolg und Gliick.
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Note 1.3

0.1 Priifung

e Welches ist der wichtigste Begriff der Funktionentheorie?

— Holomorphe Funktionen. Habe hier den komplexen Differentialoperator aufgeschrie-
ben, mit dessen Hilfe die Holomorphie von f definiert wird.

- Aquivalent zur Holomorphie ist die komplexe Differenzierbarkeit von f. Habe hier
die Definition aufgeschrieben.

— Aquivalent zur Holomorphie ist auch die reelle Differenzierbarkeit von Real- und
Imaginarteil von f und die C-R-D.

e Wie lauten die C-R-D?
- Habe ich hingeschrieben.

o Wie lassen sich die C-R-D aus der komplexen Differenzierbarkeit von f in einem Punkt z
herleiten?

— Man néhert sich mit der komplexen Zahl z dem Punkt z; parallel zu den Achsen,
d.h. einmal z = x¢ + iy und einmal z = x + iyp, und setzt dann die beiden Resultate
gleich. Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann die C-R-D.

e Wie lautet ein sehr wichtiger Satz eines Franzosen, der nicht mehr lebt?

— Hmm, da wird wohl Cauchy gemeint sein?! Habe hier den Integralsatz I von Cauchy
ausfiihrlich bewiesen. D.h. via numerische Approximation und den Trianguliersatz,
hin zum Beweis von Goursat mit all seinen Einzelheiten.

- Mit diesem Integralsatz I und einem weiteren Satz tiber numerische Approximation
kann man den Integralsatz II zeigen.

— Dann habe ich noch den Integralsatz III genannt und erwéhnt, dass man mit diesem
z.B. den Residuensatz zeigen kann.

— Diesen letzten Satz von Cauchy konnte man auch , Deformationssatz” nennen, denn
mit ihm kann man zeigen, dass es keine Rolle spielt, auf welcher Kurve (um den
Nullpunkt herum mit positiver Orientierung) ich die Funktion f mit f(z) = 1/z
integriere. Das Resultat dieses Integrals ist immer gleich 27ti.

e Jetzt gibt es ja von Cauchy noch diese Integralformel. Wie lautet diese und was kann man
damit zeigen?

— Hier habe ich die 2. Integralformel hingeschrieben und darauf hingewiesen, dass,
wenn man dort # gleich Null setzt, man grad die 1. Integralformel erhalt.

20. Februar 2008 Seite 1 von 2 Priifungsprotokoll_EFT.pdf



Priifungsprotokoll EFT FernUniversitat

0.2

— Diese 1. Integralformel hat etwas zu tun mit der sogenannten Starrheit von komple-
xen Funktionen (siehe dazu das Buch von Remmert zum Thema Funktionentheorie).
Um den Funktionswert an der Stelle z; zu berechnen, reicht es, die Funktionswerte
auf der Kurve C um diesen Punkt zyp herum zu kennen, denn der Wert zy kommt ja
im Integral nur noch als Parameter im Nenner vor.

Wie lautet der Residuensatz und wie wird er bewiesen?
- Habe ich hingeschrieben und erklart.
Was kann man in der Praxis damit anfangen?

— Man kann uneigentliche Integrale berechnen, z.B. jenes von f(z) = 1/(z% + 1). Dazu
gibt es eine Formel mit einer speziellen rationalen Funktion mit einem Nennerpo-
lynom, welches grosseren Grad als das Zahlerpolynom hat. Aber Einzelheiten oder
wie man das genau beweist kann ich Ihnen nicht sagen.

Weswegen ist die Laplace-Transformation von Nutzen, um eine lineare Differentialglei-
chung 16sen zu konnen?

— Wenn man die Differentialgleichung transformiert, so ist der Zusammenhang zwi-
schen deren Transformierten und der Transformierten der gesuchten Funktion viel
einfacher. Die Riicktransformation liefert dann die gesuchte Funktion.

Allgemeiner Eindruck

Prof. Duma fragte sehr allgemein, und liess mich meist reden ohne zu unterbrechen. Dies
gab mir die Chance aus eigener Initiative auch ausfiihrliche Beweise zu , plazieren”, wel-
che ich zuvor in eine , priifungstaugliche” Form gebracht hatte.

Bei der Anwendung des Residuensatzes und vor allem bei der Laplace-Transformation
war ich nicht mehr ganz so sattelfest wie bei der komplexen Differenzierbarkeit und bei
Cauchy. Da aber gegen Schluss die Zeit knapp wurde, war das nicht so offensichtlich und
hat sich nicht stark auf die Note ausgewirkt.

Diese Note und die Art wie Prof. Duma die Priifung gestaltete war mehr als fair bzw. sehr
fair. Ich hatte schon die miindlichen Priifungen in Analysis I und II bei ihm und kann
daher sagen, dass er es durchaus honoriert, wenn er merkt, dass sich ein Priifling wirklich
enrsthaft mit dem Stoff auseinandergesetzt hat. Die eine oder andere (kleine) Liicke im
Stoff wirkt sich dann nicht allzu stark auf die Note aus.

Ich wiirde wieder eine Priifung bei Prof. Duma absolvieren. Viel Gliick!

Mein Dank an alle welche auch Priifungsprotokolle schreiben.
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Miindliche Diplompriifung Kurs 1339 ,,Einfiihrung in die Funktionentheorie*, Diplom 11

Priifer: Duma

Beisitzer: Dr. Hermann (?)
Datum: Aug. 2005

Dauer: ~ 30 min

Note: 1,3

Was ich Prof. Duma bei einer telefonischen Anfrage entlocken konnte, deckte sich mit den
Inhalten aus vorherigen Priifungsprotokollen.

Da ich bei ihm die Priifungen ,,Gewohnliche Differentialgleichungen® und ,,Einfithrung in die
Funktionentheorie ablegen wollte, fragte er mich zu Anfang, welches Gebiet ich besser
beherrschen wiirde. Ich sagte ihm, dass ich beide gelernt habe, worauf er fragte, wo er denn tiefer
nachbohren konnte. Darauf sagte ich ihm, wenn ich mich denn fiir eins entscheiden miisste, solle
er in Funktionentheorie tiefer reingehen.

Hier kurz der Ablauf der Priifung ,,Einfiihrung in die Funktionentheorie* (fiir die DGLs habe ich
ein separates Protokoll geschrieben):

Was ist das Hauptthema des Kurses? Komplexe Differenzierbarkeit. Ich habe nachgefragt, ob
ich die Komplexe Differenzierbarkeit weiter erldutern sollte, was Prof. Duma bejahte.

Ich habe dann von mir aus erldutert: Definition von f*, Lineare Approximation von f, Erlduterung
holomorphe Funktionen, Wirthinger Kalkiil

Cauchy-Riemannsche DGLs? Habe ich aufgeschrieben.

Wie erhiilt man die? Da habe ich etwas gestockt und Prof. Duma sagte, dass man auf der x-
bzw. y-Achse ableiten muss.

Cauchy-Integralsatz? Ich habe alle 3 Varianten aufgeschrieben. Dann habe ich gefragt, ob er
auch den Beweis haben mochte, was Prof. Duma bejahte. Ich habe die 1. Variante bewiesen, was
schon mal viel Zeit gekostet hat.

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra? Ich habe gesagt, dass es 2 Moglichkeiten gibt,
den FS mit funktionstheoretischen Mitteln zu beweisen. Da ich beide Beweise gelernt hatte, habe
ich auch beide aufgeschrieben (einmal mittels des Satzes von Liouville (habe ich auch angefiihrt)
und mittels des Satzes von Rouché (habe ich auch angefiihrt).

dx
1+x*

erldutert, warum und in welchen Féllen er allgemein anwendbar ist. Dann habe ich angefiihrt,
warum das Integral tiber dem Halbkreis gegen Null konvergiert und dass das gegebene Integral
die Voraussetzungen erfiillt (keine Nullstellen auf der x-Achse, wobei Prof. Duma einschob, dass
auch keine wesentlichen Singularitdten ausserhalb des Halbkreises liegen diirfen) und somit das
Integral = 2 *Pi * Summe (Res(f, z)) ist.

Welchen Wert haben denn die Residuen im gestellten Beispiel? Auf diese Frage war ich nicht
vorbereitet, und Prof. Duma gab die Losung an (eine solche Aufgabe kam im Kurs vor, ich hatte
sie allerdings fiir unwichtig gehalten und die konkrete Losung nicht gelernt).

Wie berechnet man J' ? Dazu habe ich allgemein den Residuensatz aufgesagt und

00

Der Teil ,,Einfithrung in die Funktionentheorie* dauerte knapp 30 Minuten. Ich habe bei seinen
Fragen immer nachgefragt, ob ich auch den Beweis bringen kann, denn Prof. Duma stellt



bekanntermaflen offene Fragen und man weiss nicht genau, wie viel Antwort er dazu erwartet.
Viele Gebiete wurden bei mir gar nicht abgefragt, was wohl an der beschriankten Zeit lag. Ich
hatte jedoch auch immer den Beweis zu den Fragen gebracht, so dass die Zeit recht schnell herum
ging. Der Beisitzer hatte in der Priifung nichts gesagt. Bei einigen Beweisen fielen mir manche
Schritte nicht sofort ein, das hat mich wahrscheinlich die 1,0 gekostet.

Mein Tip: Man kann aus den Protokollen sehen, welche Sédtze und Beweise in der Regel
drankommen. Diese sollte man dann aber auch wirklich beherrschen, d. h. man muss den Stoff
auch verstanden haben.

Fazit: Ich habe die Priifung als sehr angenehm und fair empfunden, daher kann ich Prof.
Duma als Priifer empfehlen!



