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1601 Formale Grundlagen der Informatik

Losungsvorschliige zur Klausur

Aufgabe1: . 7 Punkte

Menge Kardinalitat

Au{b} 4

ANB o 2

P(AU B) 32

P(A4) N P(B) 4

P(4) UP(B) 20

Ax{a} x B ' 12

(4 x B)\ ({a} x B) 8

AU} = {a,3,2,5H = 4

AN B| = [{a,3}| = 2.

|P(AU B)| = 214V8l = 25 = 33, _
dajAUB|=|A|+|B|-|ANB|=3+4-2=5
(bzw.da AU B = {a, 3,2, b,1}).

[P(A)NP(B)| = |P(ANB)| = 24NBl = 92 — 4
daX € P(A)NP(B) & X CAAXC B X CANB« X € P(ANB)
(bzw. da P(A) NP(B) = {0, {a}, {3}, {a, 3} }.

[P(AUP(B)| = [P(A)|+|P(B)|~ [P(4)NP(B)| = 25 +2¢~4 = 8+16—4 = 20,

A x {a} x Bl = 4] -|{a}| - |B| =3-1-4=12

I(;ﬁle)\({a}xB)|=|A><BI—|{a}XB]=3-4—1-4=8,
da{a} xBC AxB. _
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Aufgabe 2:

Ry R,
ja |nein | ja |nein
irreflexiv. - X X
konnex X X
symmetrisch X || X
antisymmetrisch || X ‘ | X
transitiv X X

R, ist nicht irreflexiv, da z.B. (b,b) € R;.
R, ist konnex, da (a, b), (¢, b), (a,c) € R;. .
R, ist nicht symmetrisch, da z.B. {(a,b) € Ry, aber (b,a) ¢ Ry.

R, ist antisymmetrisch, denn (z,%), (v,z) € Ry 2z =y=aVz =y

R, ist transitiv, da (a, ¢), (¢, b}, (a,b) € Ry, etc.

' R2 ist nicht irreflexiv, da (a,a) € R,.

Rz ist nicht konnex, da (b,¢),{c,b) & Ra.

R, ist symmetrisch, da (a, ), (b,a) € R, etc. |

R, ist nicht antisymmetrisch, dazB. (a,b),(b,a) € Ry, abera # b.

R, ist nicht transitiv, da (b, a), (a, ¢) € Ra, aber (b,c) € Rs.

10 Punkte

=b.
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Aufgabe 3: | = | 8 Punkte
h f2 f3 Joo
ja |nein|{ ja |nein|| ja [nein| ja |nein
injektiv X X X X
surjektiv X | X X | X

fi1 ist injektiv; denn aus (mq, my + ma) = (ne, Ny + np) folgt my = ny und m; = ny.

fi ist nicht surjektiv, da z.B. (ng,ny + ny) # (1,0), fiir alle ny, np € N.
f2 ist nichr injektiv, da z.B. f5(1,1) = 2 = £,(0, 2).
fa ist surjektiv, da f2(0,np) = ng, fiirallen, € N.

fs ist injektiv: angenommen f3(ni,ny) = k € N; sei m die groBte natiirliche Zahl mit

'm?* < kidannm =n; +ng,da(ng +ne+1)2 = (ng +n)?+2n +2004+1 >
(ny +n2)% +ny = k. Daher ny = k —m? und n; = m — ny, d.h. ny und n,, sind durch
k eindeutig bestimmt.

[f3 ist nicht surjektiv, da z.B. fs(mny, 7o) # 3, fiir allen;,ny € N.

fa ist injektiv: angenommen fy(ny,ny) = k € N; sei m die grobte natiirliche Zahl

mit ﬂ-"%il-) < k:dann m = ng + ng, da ("1+”2+1)2(”1+”2+2) = k + n; + 1. Daher

ng = k — 22+ und n; = m — ng, dh. n, und n, sind durch k eindeutig bestimmt.

f« ist surjektiv: gegeben k € N, wahle die groBte natirliche Zahl m mit ™2¥L) < f;

danp (BH(mtD) o w4y 41 > ks folglich k — 2 < oy withle ny =

k— m{m-+1)
2

und ny = m — ny;dann k = fy(n;,ny).

Die Bijektivitit der Funktion f4 wird durch den folgenden Ausschnitt ihrer Werteta-
belie veranschaulicht:

2 3 4 5 6 7 8 [n]

0 1
0 {0 1 3 .6 10 15 21 28 36
112 4 7 11 16 22 29 37
2 |5 8 12 17 23 30 38
319 13 18 24 31 39 '
4 |14 19 25 32 40
5 (2026 33 41
6 |27 34 42
7
8
[n2]
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Aufgabe 4: ' o 8 Punkte
Halbordnung || M; M, | My | M,
Infimum 1 0] — (0,1)
Supremum — | N\ {0} N . (1,0)

M;: Das Infimum von N\ {0} = {n € Njn > 1} ist 1; ein Supremum existiert nicht.
M,: Fiir jede Menge M hat P(M) das Infimum @ und das Supremum M.

Ms: Fiir jede nichtleere Menge M hat P(M) \ {0} das Supremum M. Besitzt M
mehr als ein Element, dann hat {{z}|z € M} und damit auch P(M) \ {0} keine
untere Schranke (in P(M) \ {0}).

My (0,1) £(1,1),(0,1) < (0,0), (1,1) < (1,0), (0,0) < (1,0).
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Aufgabe 5: - | 8 Punkte
A: 3
B:

13

16
14

M| S| =) | 3 |

| | ] | | =] |

e e | e T S

| S| S| | | | S|
o

12
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Aufgabe 6: B 3 12 P.unkte

Schritt | Formel F | The. | Anw. | VNF
ja|n.

((C~>E)VB)= A)V(CVE)A(A—=B)) | 1 | 3 X

1| (~((-CVE)VB)VA)V{((CVE)A(—mAVB))| 3 1 X

2 ((—a(—vaE)l/\—.B)vA)v(_(C’vE)/\(—'AvB)) 3 1 X

3| ((-(-CYA-E)A-B)VA)V((CVEY)A(-AVB)) | 2 1 X

4| (CA=EA-B)VAYV((CVEYA(-AVB)) | 8 | 1 [X]|

5 ((C/\ﬁE/\—aB)v.A)v(((CvE)/\—ﬂA)v((C‘v 6 2 X

E)AB)

6 ((C’/\*sE/\ﬁB)VA)V((—:A/\(CVE))V(B/\ 8 2 | X

(CVE))

7| (CA=EA-BYVAV({((~AAC)V (-AAE)) vV | X

(BAC)V (BAE))

8| (CA-EA-B)VAV(mAANC)V(~AANE)V | X

(BAC)V(BAE)

Anmerkﬁng: Auch die vorletzte Formel, die noch zusitzliche Klammem enthilt, soll
als Losung akzeptiert werden.
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Aufgabe 7: , . , 12 Punkte
Formel F F  alige- || Ferfiillbar || F inkonsi- || FinVNF || Zahl
meingiltig stent _ der

ja l nein || ja l nein j2 l nein §| ja | pein || Mod.
{IV(-GA-(-H))) < (HVI) X || X X X |7
(K-> H)A(-K = G) X || X X X || 4
—.((—|GVI)—>(G—>I)) X X [ X X {10
(G (GADAIAGAG) X X || X X0

Losung zum Beispiel mit Wahrheitswertetafeln

~GA-(=H) BVI IV{-GA=(=H) (V{=GA=H) & HEVD

G H I -G
T T T F F T T T
T T F F F T F F
T F T F F T T T
T F F F F F F T
F T T T T T T T
F T FT T T T T
F F T T F T T T
F F F T F F F T
K HG KoH =-K—=G (K~HARK-=G)
T T T T . T . T ‘
T T F T T T
T F T F T F
T F F F T F
F TTT T T
F TF T F F
F F T T T T
F F F T F F
G I G=2I,-GVI (-GVI)—=(G—=I) =((-GVI)—=(G—=1I)
T T T 4 T F
T F F T F
F T T T F
F F T T F
.G 1 GAI =-(IANG) G—=(GAI} (RIANG)AG (G= (GAINWAN(IAG)AG)
T T T F T F F
T F F T F T : F
"F T F T T F " F
F F F T T F F
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Aufgabe 8: . . 9 Punkte
- Ausgangsformel: —~(D — E)
Formel | ' | dquivalent
: ja | nein
~DV~E I X
1 {(GA(DA-D)) > D)A-(D—E) | X
“DAE ' X

Ausgangsformel: (D_ AE)A (=D V -E)

Formel Aquivalent
ja_ | nein
(DVEYy—>D | X
D—-DVE X
“GADAG | X

Ausgangsformel: (D — E) & G

Formel dquivalent
' ' ' _[ja | nein
G- (E—D) : X
((EV-D)= G A(G—=(=DVE) X" ,
D—>FEvG@G X
VI'(urs 1601 — Losungsvorschlige zur Klausur ('WS 2002/2003) - - 9
- Aufgabe 9: | 8 Punkte
PL1-Formel iiber 2 und V' ? | - ja |nein
Yn (Zwez' > Zwei — FEins) _ X
Acht(Vier A Zwei A Zwei) - X

| Yy vz (Integef(:c) A Integer(y)) — Integer((z +y) * Drei)) | X

Vz (3y ~(—~Wahre_Aussage(y) V Vx 3z Wahre_Aussege(z))) X

dz (Integer(x) Az < Drei Az > Zwei) ) : X
vz ¥y 3P (Q(z,9) - P(2) V (Q.v) = PW)) X
Vr Vy (R(z,y, z) = Vz R(z,y, 2)) : X
~3z vy (Qa,¥) V P¥)) A V2 Q=) | X
VApfel 3Kuchen(Apfel) v 3Saft( Apfel) ' X

Jz Ay (Vz (R(z,x,y) + R(z,y,1))) . X
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Aufgabe 10: - | 10 Punkte
Allgemeingiiltig? ja [nein
|VeFe3~F. || X

-V F s —dz F X

-Vz -F & -3z F

Vz F ++ -3z =F

~Vz-F« I F X
Y FVV2G <« V2 (FVG)
Vr FVVz G < Vz (FAG)
@ F)A (35 G) ¢ 32 (FAQ)
Vi -F < 3z ~F |
Vz ¥y F Yy Vo F 1 x | v

><)<_><><
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Aufgabe 11: | - 8 Punkte

a) F .
= Vr (-Vy (P(y,z) A 3z (R(y, z})))
4 1. unter 3.28 (1)
J de Morgan '
= Vz (3y (-P(y,z) vV -3z (R(y,z))))
4 2. unter 3.28 (1)
=Vz (3y (-P(y,z) vV Vz ~(R(y, z))))

- 4 2.unter 3.28 (2) ,

= Vz (Jy (Vz ~P(y,z) V ~(R(y, 7))))
4 Weglassen von Klammermn
=Vz Iy Vz -P(y,z) V Ry, z)

b) Der Kem der Prinexform lautet ~P(y, z) V -~ R(y, 2).
Dieser befindet sich bereits in DNF.



