Kurs 1601, WS 2003/2004: Aufgaben zur Klausur

Aufgabe 1

Mengen

A, B, A" und B’ seien beliebige Teilmengen einer Grundmenge Q.
bestehen zwischen den folgenden Mengenpaaren [ / = “es besteht keine Beziehung”}?

(10 Punkte)

Welche Beziehung(en)

! =|C|2]€]|/
(1) | AnE (AN B)
(2) AnB (AUB)
(3) A P(A)
(4) {A} P(A)
(5) B P(A)
(6) | P(4) P(4)UP(B)
(7) P(AU B) P(A) UP(B)
(B} A AxB
(9) | (A x B)U (A" x B (AUA) x (BU B
(10) | (A x BYN (A" x B (AN A" x (BN B)
'Muster:
=|C|D|e|/
A X AUB
A X B

Beziehungen.

Es ist stets A € AU B, und zwischen 4 und B besteht im Allgemeinen keine der genannten
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Aufgabe 2 Relationen (10 Punkte)

Teil 1 (5 Pkt.):
Seien M 1= {2,3,5} und M> := {2,4,8, 10} und die Relation #esit sei definiert durch

(7,y) € teilt <> es existiert ein n € N mit ny = y
Stellen Sie teilt auf M, x M, dar ...

& als Teilmenge von M) x Ms:

» praphisch:

o als Matrix:
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Teil 2 (5 Pkt.):
Zeigen Sie: Auf den natiirlichen Zahlen N (hier sei 0 ¢ N) ist die durch

{ze) ~(22,42) S 5 Y2 =22 - %1

beschriebene zweistellige Relation ~ eine Aquivalenzrelation.
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Aufgabe 3

(12 Punkte)

Wir definieren die folgenden Teilmengen der natiirlichen Zahlen (hier sei 0 ¢ N):

Funktionen
G = {2n|neN}
U = {2n+1|neN}
P := {p|pist eine Primzahl}

Untersuchen Sie dic folgenden Funktionen auf Injektivitidt und Surjektivitat (mit Begriindung

bzw. Beweis).

injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv i;
fi © PxPN]
(z,y) — zy |
Begrimdung:
injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjekfiv
fa Px P3N
(z.y) = 5y’

Begriindung;:
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| injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv
fa GxU—N 1
(z,y) — zy
Begriindung:
| injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv
f4 NxN-oN
(z.y) — zy’

Begriindung:
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Aufgabe 4 Aussagenlogik — Normalformen (10 Punkte)

Teil 1 (5 Pkt.):
Set

G = (B = (=A—= ) A-((CV DV =E) = (AA =B A =D))

Welche der folgenden konjunktiven Normalformen sind zu G dquivalent? Markieren Sie die

entsprechende Stelle in der Tahelle.

Formel G*

i

G!

(1) (AV =BV C)A(~AVBYD)A(CV =DV —E)

(Av-BvC)A{=AVBvV(CV-E)

Cv-E

)
(3)
) || (Av-BVvC)A(CAVBVYDIANCV-DV-EYA(=AV BV CvV-E)
(5) {AV-AvVCVaD)A(BY-DV-E)

Teil 2 (5 Pkt.):

Uberfithren Sie die folgende Formel in disjunktive Normalform:

G = (A (B C))
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Aufgabe 5 Aussagenlogik (9 Punkte)

Teil 1 (4 Pkt.):
Bestimmen Sie alle Modelle (also Belegungen I : {A, B} — {7, F} mit Ausw;(G) = T.") der
Formel

G:=-{A— B}v (B — A4)

Teil 2 (5 Pkt.):
Es seien die folgenden Aussagen gegeben:
A “Axe] ist sauer”
B:  “Babette ist sauer”
C:  “Carmen lacht”
D

“Denis lacht”

Welche aussagenlogische(n) Formel(n) entsprechen dem folgenden Sachverhalt? Setzen Sie
entsprechend das Kreuz in der Tabelle.

Carmen lacht, wenn, falls Azel sauer ist, Denis lacht. Denis lacht nicht, wenn
Babette squer ist, und Babette ist nicht sauer, wenn Carmen und Denis lachen.

Formel entspricht | entspricht nicht

() { (C = (A= D)) A(B - —~D)A{=B = (CAD))
(2)| (CV-(A=>DNA(BY-DYA(BV~{CADY)
(3) | (A= DY = CYA (B = —D)A(=BV ~(C A D))
(4)
(

(AA=D)V C)A(B = D) A=(BAC AD)
5)| (4> D)= C)A(B—= ~D)A(BV~(CAD))

'Erinnerung: Fiir einc Belegung 7, die die Aussagenvariablen einer aussagenlogischen Formel G mit Wahr-
hettswerten T, F belegt, sei Ausw{(7) die Werteuordnung, die sich aus I fiir die Formel G ergibt.
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Aufgabe 6 A ussagenlogik (10 Punkte)

Statt der Wahrheitswerte TRIUE und FALSE sind auch die Notationen 1 fiir TRUE und 0
fiir FALSE gebrauchlich.

Seien V. = {4,B,C,...} Aussagenvariablen, G, " aussagenlogische Formeln und sei die
Belegung / : V — {0, 1} definiert durch /{X) =1 — J{X) fir alle Aussagenvariablen aus V.

Beurteilen Sie die folgenden “Rechenregeln”! Wenn Sie ein “stimmt nicht”-Feld ankreuzen,
geben Sie bitte eine Begriindung (Gegenbeispiel) an.?

stimmt | stimmt nicht

1 Auswr(AA B) = I{A) - I{B)

2 Auswi(G A G') = Auswi(G) - Ausw;(G')

4 Ausws(G) = Ausw(~G)

(1)
(2)
(3) Auswy(G) = 1 — Ausw; (G}
(4)
(5)

5) | Auswi(A « B) =1 —maz{I(A) - (1 -1I(B)),I{B)-(1-I(A))}

2Erinnerung: Fiir eine Belegung 7, die die Aussagenvariablen einer aussagenlogischen Formel G mit Wahr-
heitswerten T, F belegt, sei Ausw;{G) die Wertzuordnung, die sich aus [ fiir die Formel G crgibt.
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Aufgabe 7 Pridikatenlogik {9 Punkte)

P, Q, R seien einstellige Pradikatensymbole, K ein zweistclliges Pradikatensymbol und f ein
einstelliges Funktionssymbol.

Verbinden Sie jeweils F; und F; mit einer gerichteten Kante von F; nach F;, wenn F, = F|
gilt.

Muster ( - Abb.1)

= ¥z P(z) & Q(z)
F= Vz Plz)— Qz)

It

£y

N

Fy

3

Abbildung 1: Fy k= Fyund Fy = Fy

Teil 1 (3 Pkt.):

Fyi= Vavy K(z,y) - K(f(2), f(y))
Fyi= Vavy K(z,y) A Ky, z) = K(f(2), f(¥))
Fy = VaVy K(z,y) A ~K(y.z) = K(f(z), f(¥)) A ~K{f(y), f(z))

F 5
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Teil 2 (3 Pkt.):

Teil 3 (3 Pkt.):

= Yz (P
(

-
i

dz P(x) A
-3z P(;r)
Yz P{z) = P(f(z))

(Vo P(z) = P(f(z)))

o
0o

F

() vV Qz) vV R(z)) A (=~
Q(z) v R(z))
P(z) = (Qz) v

P(z) vV Q(z) v R(z))

R{z))

Fy
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Aufgabe 8 Pridikatenlogik - Normalformen (6 Punkte)

Uberfithren Sie die folgende préadikatenlogische Formel in prinexe Normalform!

F = (¥2 A(z) = By Blo,y)) A (Ve Clz) > (~3y Blz.y))
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Aufgabe 9 Pridikatenlogik - Modellierung (12 Punkte)

Vor Ihnen liegen sechzehn Spielkarten in der folgenden Anordnung:

2Oz | Phs | 07 | Tty

8¢ | Sy | 3Ty ﬁﬂcai

‘&2 |90 | 90 | S

205 | | Blg 4*4{

Wir betrachten die Signatur

L= ( {karo2/0},
{neben/2, links_neben/2, kreuz/1,pik/1, herz/1, karo/1, zwei/1, ... neun/1})

wobei kreuz,pik, herz, karo sich auf die Farbe der Karte und eins, ..., neun sich auf ihren
Wert bezieht.* Wir vereinbaren die folgende Deutung:

neben(x, y) = 1z und y liegen nebeneinander
(x liegt oberhalb, unterhalb, links oder rechts von y)
links_neben{z,y) :& = liegt links neben y

Die obige Spielkartenanordnung stellt eine Z- Interpretation I mit der angegebenen Deutung
dar. Es gilt beispielsweise I =y, 3x¥y —links_neben{y, x), denn zu den Karten am linken Rand
gibt es keine, die links daneben liegen. Fiir welche der folgenden ¥—Formeln gilt ! =5 F
bezw. [ g F?

F Tes F I F

Ve ((~3y links_neben(y, 7)) — (zwei(z) V sechs(z))) |

- 3z,y, z links_neben(y, x) A links_neben(z, 2) A karo(y) A kreuz(z)

vz {{(kreuz(z) V pik(z)) A —vier(z)) ~ (3y neben{z,y) A herz(y))

Yz pik(z) = {acht(z) v Sy links_neben(y, =) A herz(y))

)
)
3) | Vavy ((kreuz(x) V pik(z)) A —vier(z) A neben(z, y)} — herz(y)
)
)
)

Vo sieben(z) — (pik(z) — (~Jy links_neben(z,y)))

*& = kreur; & = pik; ¥ = herz; ¢ = karo; der Wert ist die Zahl auf der Spielkarte.
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Aufgabe 10 Pradikatenlogik (12 Punkte)

F sei die Menge aller geschlossenen pradikateniogischen Formeln uber ciner Signatur . Wir
vereinbaren ferner

E:= {F & F|F erfiillbar}
W= {F e F | F falsifizierbar}
A:= {F ¢ F| F aligemeingiiltig}

Teil 1 (7 Pkt.):
Beurteilen Sie die Aussagen in der Tabelle!

richtig | falsch
ECA
ACE
WCA
ENW =0
(=F|FeA)CW
EUW =F
{(EUW)OX:@

TFeil 2 (5 Pkt.):

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man auf die Zugehorigkeit von Formeln zu einer der
0.g. Mengen (bzw. deren Komplemente) schlieBen. Ordnen Sie F und G, wenn moglich, den
angegebenen Mengen zu {Muster auf der néchsten Seite; die Formeln —F bzw. —G sind nicht
zuzuordnen).

(1) ¥ F
(2) FE-F
(3) | FEGud F |-G
(4)
()

FIGund F -G
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Muster:

LS|

E E w W A

= FAG| F.C F,.G | F.G

E F A G impliziert F,G € E (F und G sind erfiillbar), F,G € W {F und G sind nicht
: falsifizierbar) und F, G € A (F und G sind allgemeingiiltig).




