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1601 Formale Grundlagen der Informatik

Losungsvorschlige zur Klausur

Aufgabe 1: 8 Punkte
Menge Kardinalitit
AU(ANB) 3
A\ B 1
P(AUB) 2
(A x B)n (A x B) 0
(AN B) x (AN B) 2
(Ax AYUB 12
Ax (AUB) 12
P\(B) :

|JAU (AN B)| =|Al =3 (Absorptionsgesetz).
|A\ Bl ={A\ {a,d,e}| = [{c}| = L.
PAUB)| =2 =2, da|AUB|=[ANB|=|ANB|=|{c}| = L

(AxB)N(AxB)|=|(ANA) x (BNB)|=9-0=0,

denn allgemein gilt: (M7 x N1) N (My x Np) = (M; N My) x (N1 N Na)
(da(z,y) € (My x N1) N (My x No) « (z,y) € My X N1 A (z,y) € Mz X Ny
HQIEMlAyENl/\CI?EMgAyEl QHIITEMlmMQ/\yEfMQﬂNQ

— (SL‘, y) S (Ml ﬂMQ) X (N1 ﬂNg)).

(ANB)x (ANB)=|AnB| - |AnB|=|{c}| Ha,d}|=1-2=2
(Ax A)UB|=|A|-|A|+|B|=3-3+3=12,da(Ax A)NB =10.
|Ax (AUB)| = 14| -Ha,c,d,e}| =3 -4=12.

[P(A)\ {B} = |P(A)| =28 =8,da B € A.
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Aufgabe 2: ' 9 Punkte

R RoR RoRT

- ja |nein|| ja |nein| ja |nein

reflexiv X X X
transitiv X X X
konnex X X X

R ist nicht reflexiv, da z.B. (a,a) € R.
R ist nicht transitiv, da (a, b), (b,c) € R, aber (a,c) € Ro R.

R ist nichr konnex, da nicht reflexiv.

010 010 001
RoR = 001 |-10O0T1|={f101
1 01 1 01 1 11

R o R ist nicht reflexiv, da z.B. (a,a) € R.
R o R ist nicht transitiv, da (a, ¢), (¢,b) € R o R, aber (a,b) € Ro R.

R o R ist nicht konnex, da nicht reflexiv.

010 00 1 100
RoRT" = | 0 0 1 100 |=({011
101 011 011

R o RT ist reflexiv (da allgemein I C R o RT).

RoRT ist transitiv, da fiir alle Belegung der Variablen z, y, z derart, dass (z, y), (v, 2) €
Ro RT, stets z = y odery = z oder z = 2.

R o RT ist nicht konnex, da z.B. (a,b), (b,a) € Ro RT.
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Aufgabe 3: 8 Punkte

fi fa f3 fa

ja |nein|| ja |neini ja |nein|f ja |nein

injektiv X X X X
surjektiv X X X X

f1 ist injektiv, denn wenn (nq,mq + 1) = (ny, ms + 1), dann ny = ny und my = ma.
f1 ist nicht surjektiv, da (n,m + 1) # ({,0) fiir alle [, m,n € N.

fa ist nicht injektiv, da z.B. f2(1,0) =1 = f,(0,1).

fa ist surjektiv, da f5(0,n) = n fiir allen € N.

f3 ist nicht injektiv, da f3(0,n) = O fiir alle n € N.

f3 ist surjektiv, da f3(0,0) = Ound f3(1,n) =n -+ 1firallen € N,

fa ist injektiv: Beachte zunichst, dass (—”lﬂ;iw = ST "k und daher
m+n m+n m+n m+n+1
k< m+ k= falmn)—1 < m+n+1+ E= S k
A
=0 k=0 k=0 =0

Angenommen f4(m,n) = € N; sei s die groBte natiirliche Zahl mit >, _ & <! —1;
dann s = m + n;somitsindm =/ —1— 3", _ kund n = s —m durch [ eindeutig
bestimmt.

fa ist niche surjektiv, denn fy(m,n) > 1 fiir alle m,n € N.

Die Injektivitit der Funktion fy ldsst sich durch den folgenden Ausschnitt ihrer Werte-
tabelle veranschaulichen:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 [m
01 2 4 7 11 16 22 29 37
13 5 8 12 17 23 30 38
2 (6 9 13 18 24 31 39
3010 14 19 25 32 40
415 20 26 33 41
5121 27 34 42
6 |28 35 43
7 136 44
8 |45
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Aufgabe 4: 8 Punkte
M, My M5 My
Infimum — ({1},0) — ({1}, 1)
Supremum || ({0,1,2,3},3) — — ({0,1,2,3},4)
Aufgabe 5: 6 Punkte
Formulierung Aussage | Begriindung fiir Nein
J [N
Die Multiplikation von 3 und 4 er- | X
gibt stets 16.
Das  einstiirzende Haus in X | Die Referenz von sie ist unbe-
der Nymphenburger Strae in kannt.
Miinchen begrub sie.
Wenn eine Eidechse ein Elefant ist, | X
dann sind alle Elefanten Eidech-
sen.
Am 16.1.2007 schneite es in Bay- X | Begriff wenig ist unscharf.
ern wenig.
Wer ist der Biirgermeister von We- X | Einer Frage kann kein Wahrheits-
sel? wert zugeordnet werden.
Entscheide richtig, du Politiker aus X | Einer Aufforderung kann kein
dem Schwarzwald! Wahrheitswert zugeordnet werden.
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Aufgabe 6: 11 Punkte

a) Bestimmen Sie den Wahrheitswerteverlauf der folgenden Formeln und tragen
Sie die Ergebnisse in der Tabelle ein.

. (B—-C)VBV{(CN=D)yA(CV D))

2. (B C)yvCV(DA-B)

3. DV(BAC)V(C — (BAD))

4. (CvBYAN(((C— D)AB)— D)

5. (C —=B)— (DV(C— B))

6. (CA(B«*=D))V(BA(D—(C))

7. (B« (CA-D)AN({(CAB)V (=B —C))

8. (CAD)V~(CV D)

9. (B—-C)VBV({(DV(C —D))A(CVD))

10. (CAD)V ~=(=CV-=D)

(BICID L 2[5 [*]5]6]7[8]0[10]
T!T{TYyT|T|T{T|T}|T{F|T|T|T
TIT|FYT|T|T|T|T|T|T|F|T]|F
T{F{Ty{T/F|{T|T|T|F|F|F|T|F
TIFIFI|T{F|{T|F|T|T|F|T|T|F
F|T|T|T{T|T|T|[T{T|T|[T|T|T
F|T|\F|T|T|F|T|F|{F|F |F|T|F
FIF|T|T|T|T|F|T|F|F|F |T|F
FIF|F{T|T|T|F|T|F|F|T|T|F

10 Punkte

b) Die Formeln 1 und 9 sind dquivalent zueinander; ebenso die Formeln 3 und 5.
I Punkt
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Aufgabe 7: 12 Punkte
Formel I/ F allge- F eriill- F F in || Zanl
meingiiltig || bar inkonsi- DNF der
stent
ja i nein || ja ) nein|| ja ] nein|{| ja ] nein {| Mod
(B—=D)V(D — (B~ (C)) X X X X {7
(ANBA-CYV(CA-B)V(BA-A) X X XAl X 5
(A= CYAN(BV-AYAN(RBV =C)A—(=C)) || X X X X || 8
-((A— E)— (mAV E)) X X X X 10
Losung zum Beispiel mit Wahrheitswertetafeln.
B C D B—-D B«~C D—{(B«(C) gesamt
T T T F T T T
T T F T T T T
T F T F F F F
T F F T F T T
F T T T F F T
F T F T F T T
F F T T T T T
F F F T T T T
A B C (AANBA-C) (CA=-B) (BA-A) gesamt
T T T F F F F
T T F T F F T
T F T F T F T
T F F F F F F
F T T F F T T
F T F F F T T
F F T F T F T
F F F F F F E
A B C (A=C) (BV-4) (~Bv-C) —(=C) gesamt
T T T T T F T T
T T F F T T F T
T F T T F T T T
T F F F F T F T
F T T F T E T T
F T F T T T F T
F F T F T T T T
F F F T T T F T
A E A—-FE -AVE (-AVE)—(A—E) gesamt
T T T T F
T F F T F
F T T T F
F F T T F
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Aufgabe 8: 8 Punkte
a)
A T | T| F | F Formel
B\ T|F | T|F
F|T|F | F|AA-B
F I T/| T | T |-Av-B(oder: =(AAB))
F F F F | AN A (oder: BA—-B)
T|F | T | T)|-AVE
4 Punkte
b)
c.y T4 T, T | T|F|F|F]|F Formel
D) T | T, F | F | T|]T]|]F]|F
EeyT|F | T|F|T{F | T]|F
T| T | T | T|F|T}| T T|CV~-DV~-E(oder:~(~CADAE))
F|I|F|F|F|T|T|FEF|TI|-CADV-E)
T T T T F T F T |CV-E
F|F|F|F | F|F | T|F|-CA-DAE

4 Punkte
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Aufgabe 9:

Bedingungen:

a) falls P ein Atom iiber & und V ist

b) falls F' € Formels (V)

¢) falls F' variablenfrei

d) falls Fy, Fy variablenfrei

e) falls F1, Fy € Formelg(V)

D) fallsz €V

g) falls z € V und in F' gebunden

h) falls z € V und in £ nicht gebunden

8 Punkte

Der angegebene Ausdruck ist jeweils eine Formel, falls die Bedingungen .. . zutreffen.

Formel

a)

b)

c)

Bedingung

d)

e)

f)

g)

h)

P

-F

Fy N By

Fl\/FQ

F— B

FlHFQ

X XXX

dz I

ool BEN I e N IO I BN VS I S

Yr F
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Aufgabe 10: 8 Punkte

Gegeben sei eine Formel F' € Formels(V'), eine Z-Interpretation [ und eine Varia-
blenbelegung o : V' — U;. Sei weiterhin die Variablenbelegung o/ @ V' — U die
Modifikation von o an der Stelle x zu a ist. D.h., o, bildet die Variable z auf a ab
und stimmt ansonsten mit « iiberein.

[F]; , ist gegeben durch eine Funktion
[-ﬂ],a : Formels (V') — {true, false}

und ist definiert durch

Losung
- rue falls (|t v tnlra) € F1
{[P(tla s atn)JJI,DL = ([ 1]]110‘ [ HIY )
false sonst
true falls | £ = false
[ﬂFH[,a = ﬂ: HI,OA
false sonst
true falls | F° = true und | F: = true
[[Fl /\FQ]]IQ - [{ ﬂ][,a [[ QHI,a
' false sonst
true falls [ F = true oder [ F = {r]
(R v R, _ [F1]; , = true oder [F3]; , = true
' false sonst
true falls [=Fy], . = true oder [ F3], . = true
[Fl _*FQ]]IOC = { [ lﬂ[)a [[ 2]][,a
' false sonst
tr falls | F = |F
[Fl PN FQHIa — rue a S[ 1]]I,a ﬁ QHI,a
' false sonst
true falls fiir jedes a € U gilt:
VzFl; = [[F}][,am/m = true
false sonst
true falls es ein a € Uj gibt,
[BzF]; = so dass [F]; ., = true
false sonst




10

Kurs 1601 — Lésungsvorschlidge zur Klausur (WS 2006/2007)

Aufgabe 11:

e F, = alle Formeln

Aufgabe 12:

F, = allgemeingiiltige Formeln
F, = erfiillbare Formeln
F, = falsifizierbare Formeln

Fy = unerfiillbare Formeln

5 Punkte
1
j | Fy | B | Fu| Fs
RIX (X | X | X X
I, X | X
£y X
5y X
Fy X ' X J
10 Punkte

Vervollstindigen Sie die folgenden Aquivalenzen fiir pridikatenlogische Formeln in
der Tabelle. Die Bedingungen sind vorgegeben und miissen nicht weiter vervollstandigt

werden.
Formel dquivalente Formel Bedingung
-VzF ={dz-F
Ja F = | Jy Flz/y] falls y nicht in F vorkommt
Mz F)ANG = | Vz(F A G) falls x nicht frei in G
(FzF)V G = | 3z(F VvV G) falls x nicht frei in G
-dz F = |V F
VzF) AN (N2 G) = |Vz(F A G)
Vevy F = VYyva F
dxdy F = | dydz F
Ve F = | VyFlz/y falls y nicht in F vorkommt

Bz F) Vv (3zG)

dz(F VvV G)

~ iy
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Aufgabe 13: 8 Punkte

a) F

= 3z (-3y (P(y, z) VVz Q(z,2)))

} 2. unter 3.28 (1)

3z (Vy =(P(y,z) VVz Q(z, 2)))

de Morgan
3z (Vy (=P(y, 2) A ~Vz Q(z, 2)))
1. unter 3.28 (1)
= 3z (Vy (=P(y, 2) A 3z ~Q(z, 2)))
| 3. unter 3.28 (2)
=3z (Vy (3z =Py, 2) A ~Q(z, 2)))
| Weglassen von Klammern
= 3z Vy 3z ~P(y, 2) A ~Q(z, 2)
(F in Prinexform)

L
!

b) Der Kern der Pranexform lautet =P(y, z) A =Q(z, z).
Dieser befindet sich bereits in DNE.

Aufgabe 14: 12 Punite

a) Um welche Inferenzart handelt es sich in den folgenden Beispielen am ehesten?

a.l) Hasen haben lange Ohren.
Max ist ein Hase.
Max hat lange Ohren.

Inferenzart: Deduktion

a.2) Giraffen haben einen langen Hals.
Julia hat einen langen Hals.
Julia ist eine Giraffe.

Inferenzart: Abduktion

Begriindung: Die Beobachtung, dass Julia einen langen Hals hat, kann durch die
Annahme erklirt werden, dass Julia einen Giraffe ist.

a.3) Gazellen haben lange Beine.
Lurchi hat keine langen Beine.
Lurchi ist keine Gazelle.

Inferenzart: Deduktion

Begriindung: Das Beispiel entspricht einer Anwendung der Schlussregel ‘Modus
Tollens’.
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a.5)

a.6)

b)

Kurs 1601 =T Acnmocunrerhltice 71 Wlanen. /AT ANNEL IAAAA
INUUCTIWL Lallildid 1dL UCLCKL.

Egberts Fahrrad ist defekt.
Wigberts Fahrrad ist defekt.
Osberts Fahrrad ist defekt.
Alle Fahrrider sind defekt.

Inferenzart: Induktion

Begriindung: Von einzelnen Beobachtungen iiber defekte Fahrrider wird auf eine
allgemeine Regel geschlossen.

Wenn die Batterie leer ist, springt das Auto nicht an.
Das Auto springt nicht an.
Die Batterie ist leer.

Inferenzart: Abduktion

Begriindung: Das Symptom, dass das Auto nicht anspringt, wird durch die Ur-
sache erklirt, dass die Batterie des Autos leer ist. Dies entspricht dem Schema
der Abduktion.

50 Giste sind zu der Feier eingeladen.
Mehr als die Hilfte der Giste sind verheiratet.
Mehr als 25 Giste sind verheiratet.

Inferenzart: Deduktion

Begriindung: Es handelt sich um einen deduktiven (wahrheitserhaltenden) Schluss,
der allerdings tiber den Rahmen der Logik erster Stufe hinausgeht.

Welche der drei Inferenzarten beschreiben zwingend giiltige (d.h. wahrheitser-
haltende) Schlussfolgerungen und welche nicht? Bitte kreuzen Sie an!

Schlussweise || Zwingend giiltig?

Ja | Nein
Abduktion X
Induktion X
Deduktion X




