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Name: Matrikelnummer:

1601 Formale Grundlagen der Informatik

Nachklausur

Aufgabe 1: 8 Punkte

Sei § die Menge {x,z} und T die Menge {z,y}. Geben Sie durch Ankreuzen in der
folgenden Tabelle die Kardinalitét der dort aufgefithrten Mengen an.

Kardinalitat | 0 | 1 | 2 | 3 | 4
T |
SxT |
T\S
sSnT
SuT
®(T)
{syn{7}
{5}u{T}
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2: 10 Punkte

Betrachten Sie die beiden folgenden homogenen zweistelligen Relationen Ry und Ry
tiber der Menge {a,b,¢}.

= {{xx), (1), (x2), (x,y).(2)}
= {({zy), (x,x), %,2). (z,2), ()}

Geben Sie durch Ankreuzen in der folgenden Tabelle an, welche der dort aufgefiihrten
Eigenschaften auf R] bzw. R; zutreffen, und welche nicht.

R Ry
ja |neini| ja |nein
reflexiv
irreflexiv
symmetrisch
antisymmetrisch
transitiv
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Name; Matrikelnummer:

Aufgabe 3: 8 Punkte

Betrachten Sie die folgenden, als Hasse-Diagramme dargestellten Halbordnungen P,
Py, Py und Py. Kennzeichnen Sie durch Ankreuzen jeweils das Supremum, d.h. die
Kleinste obere Schranke der Menge der beiden geschwirzten Elemente (falls ein Su-
premurn existiert).

Hinweis: Bei der Darstellung einer Ordnungsrelation < durch ein Hasse-Diagramm
bedeutet eine von b nach a laufende Kante, dass a < b, wobei g und & Elemente der
zugrunde liegenden Menge sind.

P .O/o\o P .O’/o\O o

N/ |

SN LN
SO N

L

P4:o'/o\o

Geben Sie durch Ankreuzen in der folgenden Tabelle an, welche der obigen Halbord-
nungen einen Verband bilden.

? P P> o) Py

j ja neinf ja |nein|l ja |nein| ja !nein

Verband?
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Name: Matrikelnummer: _ _ _ _ __ _

Aufgabe 4: 6 Punkte

Betrachten Sie die beiden folgendermaBen bestimmten Funktionen f und g. Beachten
Ste, dass Teilen durch Null nicht definiert ist, und dass “Unendlich” keine reelle Zahl
ist. R ist die Menge der reellen Zahlen; Z ist die Menge der ganzen Zahlen und Ny
stellt die Menge der natlirlichen Zahlen einschlieBlich der Null dar.

fi{x€R|0<x<1} - {xeR[x> 1}, mit f(x)=%
g: {x€Z} - {xe N}, mit g(x) =+

Geben Sie durch Ankreuzen in der folgenden Tabelle an, welche der dort aufgefiihrten
Eigenschaften auf f bzw. g zutreffen, und welche nicht.

ja |neinj| ja |nein

injektiv

surjekiiv

total
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5: 12 Punkte

Entscheiden Sie, ob die jeweilige Formel die angegebene Eigenschaft besitzt oder
nicht, und kreuzen Sie entsprechend die Felder an. Tragen Sie in der letzten Spalte
die Anzahl der verschiedenen Modelle fiir die Formel ein.

1 Formel E erfiillbar allgemein- inkonsistent in VNF Zaht
glltig der
ja l nein || ja l nein i| ja pein |} ja { nein || Mod

(~BVC)— (B—C)
(=E =+ D)A(E —A)
=({(mEVD)— (E — D))
(B— (BAC) A(BA-(CAB)) ;
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Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 6:

20 Punkte

a) Entscheiden Sie fiir jede der folgenden vier Ausgangsformeln, ob die Formeln in
den Tabellenzeilen logisch dquivalent sind oder nicht. Kreuzen Sie entsprechend

an.
Ausgangsformel: (CAA) A (-CV —4)

Formel dquivalent

ja | nein

-“BACARB

C—=CVA

(CVA) = C
Ausgangsformel: (C — A} < B

Formel dquivalent
| ja | nein

C—~AVB

B (A=)

(B— (-CVANA((-CVA) — B)
Ausgangsformel: (C— A} v B

Formel Aquivalent

ja | nein

CAAAB

BV (-A — —C)

-CV-(-A)VB
Ausgangsformel: =(C — A)

Formel dquivalent

ja | nein

“CAHA

-CV-A

({(CA-CYAB) = C)A~(C— A)
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Name; Matrikelnummer:

b) Leiten Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Formeln formal her:
(S—=TIANT=U)) = (S—>U)und =SV (SA=T)VUV (U AT).

Es gibt 5 Bedingungen, die Sie einhalten miissen:

e Benutzen Sie nur die folgenden Definitionen und Theoreme ans dem Kurs:
1) Definition der Implikation
2) Kommutativitit fiir die Disjunktion
3) Kommutativitit fiir die Konjunktion
4) Distributivitit fur die Disjunktion [AV (BAC) & (AVB) A (AV ()]
5) Distributivitit fiir die Konjunktion [AA (BVC) <> (AAB) v (AAC)]
6) de Morgansches Gesetz fiir die Disjunktion [=(AV B) > =AA -8B ]
7) de Morgansches Gesetz fiir die Konjunktion [<(AAB) & —AV -8B ]
8) Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch
9} Satz vom ausgeschlossenen Dritten
10) Satz von der doppelten Negation

¢ Die Assoziativgesetze diirfen Sie ohne explizite Erwihnung mitverwenden.

e Verwenden Sie in jedem Umformungsschritt eines der obigen Theoreme
und geben Sie dessen Nummer und die Anzahl der Anwendungen in den
entsprechenden Spalten an. In einem Schritt wird jeweils die maximal ge-
wiinschte Anzahl der Anwendungen ein und desselben Theorems zusam-
mengefasst.

e Verwenden Sie maximal 7 Schritte (es gibt auch kiirzere Herleitungen).
¢ Die Formel darf bei keinem Schritt (auBer bet Anwendung von 1) oder 6)
oder 7)) komplizierter werden (d. h. mehr Zeichen umfassen).

Anmerkung: Das Theorem fiir den 1. Schritt ist vorgegeben.

Schritt | Formel ETheo. Anw. |
(S=T)AT=U))= (=) 1
I
2
3
4
5
6
7| =~SVSA-T)VUV(-UAT) - -

12 Punkte
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 7: 10 Punkte

Formen Sie unter Verwendung der unten stehenden Tabelle die folgende Formel in
DNF um:
(=(SAT)AU) = ((SVT)AU)

Es gibt 4 Bedingungen, die Sie einhalten miissen:

e Benutzen Sie nur die folgenden Definitionen und Theoreme aus dem Kurs:
1) Definition der Implikation
2) Kommutativitit fiir die Disjunktion
3) Kommutativitit fiir die Konjunktion
4} Distributivitat fiir die Disjunktion [AV (BAC) + (AVB) A (AV ()]
5) Distributivitét fiir die Konjunktion [AA (BVC) < (AAB)V (AAC)]
6) de Morgansches Gesetz fiir die Disjunktion [~(AV B) <3 ~AA—=B ]
7) de Morgansches Gesetz fiir die Konjunktion [-(AAB) & AV —B ]
8) Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch
9) Satz vom ausgeschlossenen Dritten
10) Satz von der doppelten Negation

e Die Assoziativgesetze diirfen Sie ohne explizite Erwithnung mitverwenden.

¢ Verwenden Sie in jedem Umformungsschritt eines der obigen Theoreme und ge-
ben Sie dessen Nummer und die Anzahl der Anwendungen in den entsprechen-
den Spalten an. In einem Schritt wird jeweils die maximal gewiinschte Anzahl
der Anwendungen ein und desselben Theorems zusammengefasst.

e Verwenden Sie maximal 6 Schritte (es gibt aber auch kiirzere Herleitungen):

Schritt | Formel Theo. | Anw.

(~(SATYAUY = ((SVTYAL)
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 8: 8 Punkte

Gegeben sei eine Signatur Z, bestehend aus den Konstanten 1/0, 7/0, 9/0, Eins/0,
Zweif0, Dreif0, Vier/0 und Neun/0, den Funktionssymbolen +/2 und —/2 und den
Pridikaiensymbolen P/1, Q/1, R/3, >/2, </2, Geradell, Ungerade/1 und Elternteil/l.
Sei V eine Menge von Individuenvariablen. Sind die folgenden Ausdriicke jeweils syn-
taktisch korrekte PL1-Formeln iiber X und einer Variablenmenge V ?

Hinweis:
e Die aus der Arithmetik bekannten Symbole +, —, < und > diirfen in Infix-
notation verwendet werden.

¢ Betrachten Sie alle nicht in der Definition der Signatur verwendeten Symbole als
Variable aus V.

PL1-Formel iber Z und V ? ja ! nein

R(Eins A Zwei A Drei)

¥y Vx (Gerade(x) A Gerade(y} — Ungerade({x+y) +1))

¥x (Iy ~(~Gerade(y) AVx Ungerade(x)))
IxAy (Vz (R(z,x,¥) & R(z,y,x)))

¥x ¥y (R(x,y,2) = Vx R(x,¥,2))

~3x Vy (Q(x,y) AP(y)) VVz O(2)

Vsohn Ivater(sohn) (Elternteil(vater(sohn)))

Vn {Vier < Eins < Drei)

I (x < TAx>9AGerade(x+ 1))
—vx 3Q (P(x) — O(x)) v (Q(x) = P(x))
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 9: 10 Punkte
a) Sind die folgenden PL1-Formeln jeweils allgemeingiiltig ? 4 Punkte
| Allgemeingiiltig ? | ja |nein|

((VxVz P(x,2)) A=3z ~0(z)) <
(Vz ¥x P(z,x) AVy Q(¥)

Vx ¥y (P(x,y) A=P(x,y)) <
~(=0(y) vO())

(Vx ¥y Q(x) AR(Y)) &

E("ﬁx —Q(x)) AV¥R(y))

(

Vx 3y Vz P(x,y) AQ(z) VR(z)) &
Jz ¥y Vx P(x,z) AQ(¥) VR(y))

b) Begriinden Sie fiir allgemeingiiltige Formeln aus Aufgabenteil a) Ihre Antwort
durch Aquivalenzumformungen. Dabei diirfen Sie neben den speziellen Aquiva-
lenzen fiir PL1-Formeln die Assoziativgesetze und Kommutativgesetze fiir Dis-
junktion und Konjunktion sowie die Idempotenzgesetze (AVA < Aund AAA &
A) verwenden. 6 Punkte
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 10: 8 Punkte

Sei F die Formel Jy (—3x (P(x,y} VVz (Q(x,¥)))).

a) Uberfiihren Sie F durch Aquivalenzumformungen in Prinexform. Geben Sie bei
Jedem Umformungsschritt jeweils die angewendete Regel an. 5 Punkte

b} Geben Sie den Kern der Prinexform an und iiberfiihren Sie ihn in DNF.
3 Punkte
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 11: 8 Punkte

Gegeben sei eine PL1-Signatur X, bestehend aus einer Konstanten C, zwei Pridikaten-
symbolen P und @ der Stelligkeit Eins sowie einem Prédikatensymbol R der Stelligkeit
Zwei. Sei I die folgendermaBen bestimmte Z-Interpretation mit Tragermenge (Univer-
sum) {a,b,c.d}:

C] = ¢
P[ = {a,d}
Q1 = {ab,c}

R = {(a,¢),(d,d),(c,b)}

Entscheiden Sie durch Ankreuzen in der folgenden Tabelle, welche der dort aufgefiihr-
ten Formeln ber X von 7 erfiillt werden, und welche nicht.

Von [/ erfiillt? ja |nein
(C)

Vx(P(x) vV O(x))
Vx(P(x) = O(x))
Ax(P(x) A Olx))

"

(

Vx3y(P(x) = Q(y))
Vx¥y(P(x) AR(x,y) = O(y))
Vy(P(x) = (R(x,y) = Q(»)))
Vx3y(P(x)

X

— R(x,y} A O(y))
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