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Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlosutigéh zur Nachklansur

zZu A‘ufgab'e 1

zu Teil 1 (3 Pkt.):

Mehgen T (6 Punkte)

(AxB)kﬂ(VFXZ) -
= ({2,4} x {2,3,5}) N ({1,4} x {1,3,5})

{(2,2),(2.3),

fl

zu Teil 2 (3 Pkt.):

(2,5),(4,2),(4,3),(4,5)} N {(1,1),(1,3),(1,5), (4,1), (4,3), (4,5)}

{(4.3),(4,5)}

| (P(BYUP(C)) x P(C) |

(L(PB)[+|P(C) |- |PB)NPC)|)- | P(C) |
(2°+22—1). 2

11-4
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Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlosungen zur Nachklausur

zZu Aufgab'éﬁzj - Funktionen : (14 Punkte)-
zu Teil 1 (7 Pkt.): ' ‘

< g,

f:N—oZ ‘
z falls £ durch 2 teilbar
T
' —?—”22 falls  + 1 durch 2 teilbar-

(&

ist bijektiv.
Das kann man wie folgt zeigen:
f ist injektiv: Sei f(z) = f(y). _ '
Fall 17 f(z) = f(y) 2 0: Dann ist f(z) = £ = £ = f(y), woraus sofort z = y folgt. \_/
Fall 2: f(z) = f(y) < 0: Dann ist f(z) = -3 = —%1 = f(y), woraus ebenso z = y folgt.
f ist surjektiv: Sei y € Z. '
. . . .. ' —2y—1+41
Fall 1: Fiir y < 0ist z := —2y — 1 ein Urbild, denn f(—-2y — 1) = _(+__) =y.
Fall 2: Fiir y > 0 ist z := 2y ein Urbild, denn f(2y) =

zu Teil 2 (7 Pkt.): _ :
Eine ordnungserhaltende Bijektion von N nach Z kann es nicht geben. Denn angenommen es
gabe ein solches f, dann gébe es insbesondere ein zy € N mit f(z5) = 0 und es miisste gelten

L fN) = N

2. F(N) = {£(0), F(1) . .., f(zo — 1), F(zo), (70 + 1)s-.. },
wobei f(0) < f(1) < --- < f(zo) =0 < flzo+1) <

Das heifit. in f(N) liegen nur endlich viele Werte, die kleiner als 0 sind. Daher kann f nicht
surjektiv sein.

Zweite Losung: :
Angenommen, es gibe ein solches f. Dann miifite gelten: Wenn 0 < y, so auch f(0) < f(y).
Da f surjektiv ist, hiesse die letzte Behauptung, dass simtliche ganzen Zahlen (bis auf f(0))
~ grosser sind als f(0). Das stiinde im Widerspruch mit der. Tatsache, dass es beliebig kleine
. ganze Zahlen gibt.




Kurs 1601, WS 2001 /2002: Musterlosungen zur Nachklausur

zZu Aufgabe 3 brdnungen und Verbidnde (10 Punkte)

i\

zu Teil 1 (6 Pkt.):
Die Menge aller Teiler von 30 ist {1,2,3,5,6,10,15,30}.

30

TN
6 10 15
2 3 5
\:ll/

zu Teil 2 (4 Pkt.): , _ :
\_ Diese Halbordnung ist auch ein Verband. Denn, fiir jede zweielementige Teilmenge {a,b} der

Menge M =4 {1.2,3.5,6,10,15,30}, es gibt in der Menge M beziiglich der Teilbarkeitsre-
lation sowohl das Infimum inf(a, b) (das ist der grosste gemeinsame Teiler von a, b), als auch
das Supremum sup(a. b) (das ist das kleinste gemeinsame Vielfache von a, b)

oo TR
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Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlésungen ziir Nachklausur

zu Aufgabe 4 ¢ _+i» Aussagenlogik - (10 Punkte)

zu Teil 1 (5 Pkt.): S o o
Wern es ein i € {1,...n} gibt, so dass D; unerfiillbar ist, dann ist G bereits unerfiillbar®:
Das ist wahr. Das folgt direkt aus der Wahrheitstafel von A:

Sei I eine beliebige Belegung der Aussagenvariablen der Formel G mit Wahrheitswerten 7', F'.
Wenn es ein i € {1,...n} gibt, so dass D; unerfiillbar ist, dann muss auch Auswertung (Di) =
F sein. Damit ist auch Auswertung,(G) = Auswertung;(D1 A --- A Dp) = F. Und weil das
fiir beliebige Belegung I gilt, muss G unerfiillbar sein.

zu Teil 2 (5 Pkt.):
.Wenn G unerfiillbar ist, dann ist bereits eines der D; unerfiillbar®: Das ist falsch. Gegen-
beispiel:
D, =45 A
Dy =45 —A .
G = def Dl/\DQzA/\—‘A

" Sowohl D, als auch D, sind offensichtlich erfiillbar, G selbst aber nicht. Z
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Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlésungen zur Nachklausur

zu Aufgabe 5 | Aussagenlogik k(14 Punkte)
zu Teil 1 (6 Pkt.): - e O :

(A—)B )= C) vV =(C — A)
= ((FAVB)=C) v =(=CV A) (- aufiosen)
(=(~AVB)VC) VvV =(=CV A) (- auflésen)
= (AAN-B) v C Vv (mANC) (= hereinziehen)d

zu Teil 2 (8 Pkt.):
Die Formel lautet

G =4y ~A = (AAB)V (B & =C))

Wahrheitstafel:

(A7 B [V](B+ ~C))

—
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~ Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlésungen zur Nachklausur

zu Aufgabe 6 kAussagenlOgik" (18 Punkte)

Um die Eigenschaften einer aussagenlogischen Formel zu untersuchen, kann man die Wahr-
heitstafel aufstellen, mit moglichen Belegungen argumentieren oder Aquivalenzumformungen
machen.

zu Teil 1 (6 Pkt.):
Gl = def ((A — —IB) V "1A) — =C

ist erfiillbar und falsifizierbar, also weder allgemeingiiltig noch unerfiillbar. Zum Beispiel:
Jede Belegung I. fiir die I{C) = F gilt, wird G erfiillen (“verifizieren”).
Jede Belegung J, fiir die J(A4) = F und J(C) =T gilt, wird G, falsifizieren.

3o

&
zu Teil 2 (6 Pkt.):
Gy =4ef ((FA— B)AN-B) - -CV-B
~ ist allgemeingiiltig, also erfiillbar und nicht falsifizierbar.
Das kann man an der folgenden Umforming sehen:
((~rA— B)A-B) = -CV-B
= ((~(~A)VB)A-B) —» -CV-B (- auflésen)
= -((~(~4)VB)A=B)V-CV -B (— auflésen)
= -((AVB)A —wB) v-=CV-B - (Doppelnegation entfernen)
= -(AvB)vVBvV-CV-B (= hereinziehen, Doppelnegation entfernen)
= -(AVB)V(BV-=B)v-C (Assoziativitdt und Kommutativitdt von V)
o

Diese Disjunktion enthalt als Teilformel (B V = B), ist also allgemeingiiltig.

zu Teil 3 (6 Pkt.): :
Gs =4ef (WA — B) A=A A - B ist unerfiillbar, wird also von Jeder Belegung falsifiziert. Das
kann man zum Beispiel an der Wahrheitstafel ablesen:

A B (A= B) |~A[-B] G |
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Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlésungen zur Nachklausur

zu Aufgabe 7 i Préidikatenlogik“? (9 Punkte)

Man merke: Die Existenz-Quantifizierung 3z bezieht sich auf die ganze Formel. Das folgt
aus den vereinbarten Bindungsprioritdten (Seite 139 des Kurstextes), wonach “—” stirker
bindet als die Quantoren. (Als Hinweis darauf diente im Aufgabentext die Bedingung, dass
die Formel geschlossen sei.)

3z P(z, f(z)) = (V¥ (Q(y,z) V JyR(g(z),y)))

Ml

dr vy 3z (ﬁP(:r
= dr Vy 3z =P(z,

Quantoren Vy3z vorziehen)

- 31:<P(x, f(z)) —>(\7’y(Q(y,x)V(E]yR(g(x),y))))) (Bindungspriorititen)
= Hr(ﬂPrf(:v)) v (% Q. )v(aymg(z),y))))) (— auflsen)
= (ﬂp . f(z)) v (Vy vV (32 R(g(z ),z))))) (Variable umbenennen)
= Hz(—vP(m f(z) Vv (v 32 (Q(y, )V R(g(x),z))-)) (Quantor 3z vorziehen)
(
(

Y
@)V QM 2) v Rig(x).2))
f(z)) v Q(y,z) V R(g(z), 2) Bindungsprioritaten)




Kurs 1601, WS 2001/2002: Musterlésungen zur Nachklausur

zu Auf abe 8 Loglsches Schheﬁen mit Pradlkatenloglk
(14 Punkte)

A

ORI g S
R L

Sei G de;‘ | . e : a v& R o E i
Vavy¥z (P(z,y)AP(y,z) = P(z,2)) AP(a,b) AP(b,c) A (V:L‘VQP(.T, y) = =P(y,z)) AP(c, a).

Wir konnen folgende Inferenzen ziehen: K
G B
VaVyVz (P(x, y) A P(y,z) = P(x, z)) (A-Elim)
Yoy (P(r,9) A Plu.2) » Plz,2)
P(a.b) A P(b,c) = Pla.c) (V-Inst)
C . ,
P AP (\Elim)
G R
Pl (A-Elim)
P(a,b) A P(b,c) = P(a,c)
P(a.b) A P(b.c) (MP) -
"~ Pla,c
G .
Vivy Plz.y) > -P.a) )
V:r\?’y P(CL‘, y) - -wP(y,g;) (V—Inst)

P(a,c) - —P(c,a)

P(a,c) = =P(c.a)
P(a,c) (MP)
—P(c.a)




Kurs 1601, WS 2001 /2002: Musterlosungen zur Nachklausur

o

P(c,a) :
-P(c,a) (A-Einf)
P(c,a) A —P(c,a)
v k.4
Insgesamt folgt also o
GFO,

d.h. aus G kann man in unserem Kalkiil die unerfiillbare Formel O ableiten. Weil unser
Kalkiil korrekt ist. entspricht jede Ableitung einer logischen Folgerung, d.h. wenn A - B so
auch A = B. In anderen Worten, wir haben

GEO,
_ d.h. aus G folgt die unerfiillbare Formel. Daher ist auch G unerfiillbar.

Etwas mehr Detail zum letzten Satz: Wenn G = O, laut Theorem 3.23 ist G — O allge-
meingtiltig. oder anders gesagt. =G V O ist allgemeingiiltig. Da O unerfiillbar ist, es muss =G
allgemeingiiltig sein, oder anders gesagt (laut Theorem 3.24), es muss G unerfiillbar sein.
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R

zu ‘Aufgabe 9

Modellierung

(5 Punkte)

trifft nicht zu

Aussage trifft zu
Ve D(z) — C(z) X
Vzr =B(z) — -A(z) X
| 3z D(z) A —B(x) X
Vz (B(z) AC(z)) = —A(z) | x

vr -D(z) = (A(z) v C(z))




