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Aufgabe 1

(a) Sein € N:
Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion tiber ¢.

t=0: Es gilt n > 0 und
ES°(1,(0,7,0,0,...)) .

i

(1,(0,n,0,0,...))
(1,(f(n ) (n) n,0,0,...)).

t —>t+1:Sein >t+1. Dann ist auch n > ¢t und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt
ES®*(+1)(1,(0,7,0,0,...))

= ES*(1,(f(n) = f(n —t),n —1,0,0,...))

= ES*2,(f(n) = f(n—1t)+ (n—1)*>,n —1,0,0,...))

= ES3,(f(n)— f(n—t)+(n—1t)°>,n—1¢,0,0,...))dan—¢t >0

= (L(f(n) = fln =)+ (n—1)*n—1—1,0,0,...))

= (L(f(r) = 3(n = (n —t+ 1)+ (n = ", — = 1,0,0,...)

= (L(f(n) ===} ((n—-t+1)*=4(n—1t)),n—1t—1,0,0,...))
(n=t)3(n—-(t+1)*n~-(t+1),0,0,...))
= (L(f(n) = f(n = (t+1)),n = (t+1),0,0,...)),

was zZu zeigen war.

(b) Nach (a) gilt fiir allen € N
ES®**%(1,(0,n,0,0,...)) ES*(1,(f(n) — £(0),0,0,

ES(2,(f(n),0,0,0,0,...)

(4’ (f(n)70 07 0’ 0) ))

0,...)
)

o

dh. fu(n) = f(n).
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Aufgabe 2

Wir verwenden die Additions- und die Multiplikationsfunktion s, m : N2 —
N, die gemaf Satz 7.10 primitiv-rekursiv sind.
Wir definieren g : N — N durch

g(n) := (n + 1) = m(S(n), S(n)) = Sub(m, S, 5)(n)
und A : N2 — N durch

h(n,k) = (n+1)7+k
= s(g(n),k)
= Sub(s,gopri”,pry))(n, k)

fiir alle n,k € N. Damit sind g, h primitiv-rekursiv. Weiterhin gilt
£(0)=0=0()
fln+1) = (n+1)* + f(n) = h(n, f(n))

fiir alle n € N, wie man leicht durch vollstindige Induktion iiber n zeigt.

Somit ist auch f = Prk(0, ) primitiv-rekursiv.

Aufgabe 3

Eine zweistellige Turingmaschine M {iber ¥ sei durch folgendes Flufdia-
gramm gegeben:

2
1: R + 2:

Fiir diese Maschine M gilt far = f.
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Aufgabe 4
Fiir das WHILE-Programm

P:=(Ry: (((R2 : (Rs+; R2—)); (Rs : (Ro+; (Re+; Rs—)))); Ri—))
gilt

ACoT(P)oEC® = 7.

Aufgabe 5
Gemifl Lemma 8.4 ist die Funktion A : N> — N mit

. 1+ @i(n) falls ®;(n) <t
h(z,n,t)::{o #in) sonst )

fir alle ¢,n,t € N berechenbar. Damit ist die Menge

A = {ieN|pi(1653) = 1653}
= {i € N| (3t)h(s,1653,t) = 1654}

aufgrund des Projektionssatzes rekursiv—aufzihlbar. Sei nun
F:={f € PM| f(1653) = 1653}.

Aufgrund des Satzes von Rice ist die Menge A = ¢~!(F) nicht rekursiv.

Aufgabe 6
Sei f:C N? — N definiert durch

f(<17.7>7n) = uw(i’n) : ulﬁ(j7n)

fiir alle ¢, 7,n € N. Aufgrund des utm-Theorems ist f berechenbar und auf-
grund des smn-Theorems gibt es eine berechenbare Funktion s : N — N
mit

f((l).7>’n) = ‘Ios(i,j)(n)
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fir alle 7, j,n € N. Dann ist auch r : N* — N mit (i, ) := s(3, ;) fiir alle
1,7 € N berechenbar und es gilt

Pri(n) = Pais(n)
= f(thihm)
= uy(i,n)- Uy(,m)
= ¢i(n) - ¢i(n)
fir alle 7,5,n € N.

Aufgabe 7

Sei f :C N? — N berechenbar. Aufgrund des smn-Theorems gibt es eine
berechenbare Funktion r : N — N mit f(i,n) = ¢,;(n) fiir alle i,n € N.
Aufgrund des Rekursionssatzes gibt es ein i € N mit ¢; = ©r(i)- Es folgt

fi,n) = ¢r)(n) = @i(n)
fur alle n € N.

Aufgabe 8
Sei g : N — N die durch

g(,0,k) == +k+1,i,k)
fir alle 7, j, k € N definierte Funktion. Dann ist g berechenbar und es gilt

vog (i, J,k) = vo(j+k+1,i,k)
jtkt1—i
k+1
k1L imj
E+1 k1
1= vg (4, k)

, = fVQ (iaja k)
fir alle 7,7,k € N. D.h. da f(vg, vg)-berechenbar ist.

I

Aufgabe 9

Wir skizzieren eine Typ-2-Maschine M, die eine Funktion fy; :C £% —3 ¥
berechnet, so daf

fo(p) = pfu(p)
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fiir alle p € Def(p) gilt. Daraus folgt dann, da f (p, p)-berechenbar ist.
Wir beschreiben jetzt das Verhalten von M bei Eingabe p = uo#Hu #... €
Def(p). Fiir jedes k = 0,1, ... wihlt die Maschine M ein Wort vx € Def(v4at),
so dafl vy = 1 — u;, gilt. Dabei gibt M die Folge ¢ = vo#v,#... aus.

Fiir alle £ € N und ¢ > & gilt nun

| 77 — Tg | |1 -7 — (1 — ) |
| ur — 4 |
2—k

IA I

und
lim vy = lim (1 — ;) =1 - lim w4z =1 — p(p).
k—o0 —00 k=00

Damit ist ¢ € Def(p) und

pfm(p) = p(q) =1 = p(p) = fo(p),

was zu zeigen war.





