Kurs 1653 — Einfiithrung in die Theoretische Informatik A

Losungsvorschlige zu der Klausur am 9. Februar 2002

Aufgabe 1

(a) Sei n € N. Wir beweisen durch vollsténdige Induktion iiber ¢, dass fiir
alle t € N gilt:

r(n,2)=0 =  ES*(1,(0,n,0,0,0,...))
= (1,(t,n/2,0,0,0,...)).

“t = 0”: Dann gilt
ES*(1,(0,7,0,0,0,...)) = ES*°(1,(0,n,0,0,0,...))

(1,(0,7,0,0,0,...))
= (1,(t,n/2%,0,0,0,...)).

Dabei folgt die letzte Gleichung wegen 2t = 2° = 1.

“t — t+1": Wir miissen aus der Annahme, dass die Induktionsbehaup-
tung fiir ¢ gilt, die Giiltigkeit dieser Behauptung fiir ¢ + 1 nachweisen.
Wenn r(n, 2¢*1) # 0 ist, dann ist nichts weiter zu zeigen. Wir betrach-
ten daher den Fall r(n,2*!) = 0. Dann ist auch r(n,2") = 0. Wir
erhalten aus der Induktionsannahme also

ES*(1,(0,7,0,0,0,...)) = (1, (t,n/2%,0,0,0,...)).

AuBerdem folgt aus r(n, 2°*1) = 0, dass n/2" eine natiirliche Zahl ist, die
bei Division durch 2 Rest 0 ergibt, d.h. r(n/2!,2) = 0. Daher erhalten

WIr:

ESD(1,(0,0.0,0,0,...)) = ES*(ES%(L,(0,7,0,0,0,...)))

ES‘(1, (¢,n/2%,0,0,0,...))
ES3(2, (t,n/2",0,0,0,...))
ES?(3,(t,n/2%,0,0,0,...))
ES(4, (t +1,n/2,0,0,0,...))
1, (t +1,n/2"%1,0,0,0,...)).

Das ist die zu beweisende Behauptung fiir ¢ + 1. Somit gelingt der
Induktionsschluss.
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(b) Wir zeigen, dass fiir alle n € N gilt: fy(n) = f(n). Wir unterscheiden
zwei Fille.

1. Fall: n = 0. Dann gilt r(n, 2!) = (0, 2!) = 0 fiir alle ¢, also nach (a)
ES*(1,(0,0,0,0,0,...))=(1,(t0,0,0,0,...))

fiir alle t € N. Bei Eingabe 0 hort die Maschine M also nie auf zu
rechnen. Daher ist fy(0) = div = f(0).

2. Fall: n > 0. Dann ist f(n) definiert. Sei m := f(n). Dann gilt
r(n,2™) = 0. Aus der in (a) bewiesenen Behauptung erhalten wir also

ES*™(1,(0,n,0,0,0,...)) = (1, (m,n/2™,0,0,0,...)).

Andererseits ist r(n,2™t!) # 0. Wegen r(n,2™) = 0 ist n/2™ daher
eine natiirliche Zahl, die nicht durch 2 teilbar ist, d.h. r(n/2™,2) # 0,
und daher r(n/2™.2) = 1. Wir erhalten

ES4m+2(1, EC(n)) = ES*™*2(1,(0,7,0,0,0,...))
= ES*(1,(m,n/2™,0,0,0,...))
= ES(2,(m,n/2™ 1,0,0,...))
= (5,(m,n/2™,1,0,0,...)).

Also ist in diesem Fall fys(n) = m = f(n). Das war zu zeigen.

Aufgabe 2
(a) Es gilt
f(0) = 1, sowie
Jy+1) = 31 =3-3"=3f(y)
fiir alle y € N. Die durch
h(y,z):=3-z

fiir alle y, z € N definierte Funktion A : N® — N ist primitiv-rekursiv.
Es gilt namlich

= Sub(m, ¢, pry?)

und die Funktionen pr(22), c§2) und m sind nach Definition 7.9 und Satz
7.10 primitiv-rekursiv. Wegen

f = Pik(c{”, h)

ist auch f primitiv-rekursiv.
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(b) Fir alle z,y € N gilt
g(z,y) = (3 =3"¥ = f(z - y) = f(m(z,y)) .
Also ist
g = Sub(f,m).

Dabher ist auch g primitiv-rekursiv.

Aufgabe 3
Die Bandmaschine mit dem folgenden FluBdiagramm berechnet die Funktion

g.

R CE TN HALT

ik d

Nach Eingabe eines Wortes w geht der Kopf so lange nach rechts, bis er ein
Blank B findet. Dann geht er so lange wieder nach links, bis er eine 1 findet.
Wenn das Wort w keine 1 enthélt, lduft er also immer weiter nach links, und
die Maschine hilt nie an. Wenn das Wort eine 1 enthilt, und die Maschine
die erste 1 von rechts gefunden hat, dann geht der Kopf noch einen Schritt
weiter nach links neben die erste 1 von rechts. Dann hélt die Maschine an.
Wenn das Wort w auf 10’ endet. gibt die Maschine also gerade das Wort 10!
aus.

Aufgabe 4
Wir definieren eine Simulationsrelation Sim C N x £* durch

nSimw <> vp.(w)=n.

Dabei sei vp, :C £* — N die in Beispiel 10.1.6(1) definierte Dualnotation.
Wir zeigen, dass die Funktion g die Funkion h beziiglich Sim simuliert, d.h.
dass hSim g gilt. Seien n € N und w € £* mit nSimw. Das heifit, es gilt
w € Def(vp,) und vp,(w) = n. Wir miissen die folgenden beiden Aussagen
zeigen:

(1) h(n) existiert genau dann, wenn g(w) existiert.

(2) Wenn h(n) existiert, dann gilt h(n) Sim g(w).
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Zu (1): Fiir n € N und w € Def(vp,) mit vp,(w) = n gilt:
h(n) existiert <= n#0
<= w enthilt eine 1
<= g(w) existiert.
Zu (2): Wir nehmen an, dass h(n) existiert. Wie wir gerade gesehen haben,
ist dann n # 0, und w enthélt mindestens eine 1. Sei k € Nund w = a ... ao

mit a; € £ fiir i = 0, ... , k. Dann gibt es eine Zahl | < k mit a; = 1 und mit
a; = 0 fiir 0 <1i < [. Wegen '

k k
n = vpy(w) = vpu(ak...a0) = Zaﬂi =2 (1 + Z aiZi")
=0

i=l+1
ist 2! die maximale Zweierpotenz, die n teilt. Also ist h(n) = I. AuBerdem ist
g(w) = 10" und
vpu(g(w)) = vpu(10') = 2' = h(n).
Damit haben wir h(n) Sim g(w) gezeigt.
Anmerkung. Anstelle der in Beispiel 10.1.6(1) eingefiihrten Dualnotation,
bei der fithrende Nullen erlaubt sind, verwendet man oft die formal wie folgt

definierte binire Notation v, :C £* — N der natiirlichen Zahlen ohne -
filhrende Nullen:

Def(vein) := {0} U {1}Z*,
k .
Vbin(@k . . . a0) = Upu(Gk ... a0) = Y a;:2'
i=0
fir k € N, ao,...,ar € ¥ mit ai...ap € Def(vpin). In der Definition einer
geeigneten Simulationsrelation Sim C N x ¥* kann man anstelle von vp,
ebensogut vy, verwenden. Der Beweis von hSim g ist in dem Fall wortlich

gleich dem Beweis oben abgesehen davon, dass man iiberall vp, durch vy,
ersetzen muss.

Aufgabe 5
(a) Wir definieren eine Funktion h; :C N2 — N durch
b6, 7) = up(i, up(x, i + 7))
fiir alle i, z € N. Da die Funktion u, nach dem utm-Theorem berechen-
bar ist, ist die Funktion h; als Komposition berechenbarer Funktio-
nen selbst berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es eine Funktion
r € R mit
@r(iy(2) = ha(i, x) = @i(p2(i + 7))
fiir alle ¢, z € N. Damit ist die Behauptung gezeigt.
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(b) Wir definieren eine Funktion hy :C N2 — N durch

h2(<xa y)? Z) = usa(xv y) + us’)(y’ Z) + ’U,‘P(Z, .’L‘)
fir alle z,y,z € N. Die Funktion h; ist als Komposition von Funk-
tionen, die nach dem utm-Theorem, nach Satz 3.5 und nach Satz 5.3

berechenbar sind, selbst berechenbar. Nach dem smn—Theorem gibt es
eine Funktion ¢t € R mit

ek (2) = ha(k, 2)
fiir alle k, z € N. Wir definieren s : N> — N durch
s(z,y) = t({z,9))
fiir alle z,y € N. Dann ist auch s berechenbar. Offenbar gilt

sz (2) = ha((2,9), 2) = @2 (¥) + 9y (2) + @:(2),

fiir alle z,y, 2 € N. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Aufgabe 6

(a)

Seien alle drei Mengen A, B und C rekursiv-aufzahlbar. Nach Satz 9.9
ist dann auch die Vereinigung AU B rekursiv—aufzahlbar. Da die Menge
AU B gerade das Komplement der Menge C ist, d.h. N\C = AUB, ist
C nach Satz 9.11 rekursiv. Véllig analog zeigt man, dass auch A und
B rekursiv sind.

Nein, es ist nicht moglich, dass zwei der drei Mengen rekursiv sind, die
dritte aber nicht. Wenn zwei der drei Mengen A, B und C rekursiv
sind. dann ist nach Satz 9.5 auch die Vereinigung dieser beiden Men-
gen rekursiv. Die dritte Menge ist aber gerade das Komplement dieser
Vereinigung und daher nach Satz 9.5 in dem Fall ebenfalls rekursiv.

Ja, es ist moglich, dass eine der drei Mengen rekursiv ist, die anderen
beiden aber nicht. Man wihle zum Beispiel A := K,, B := N\ K,
und C := 0. Dann ist die Menge A nach Satz 9.14 nicht rekursiv, und
die Menge B nach Satz 9.14 und Satz 9.11 nicht rekursiv. Die Menge
C ist jedoch die leere Menge und daher rekursiv. Ihre charakteristi-
sche Funktion ist namlich die konstante Funktion c0 , die bekanntlich
berechenbar ist
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Auligabe 7

(a)

Wir definieren eine Funktion f :C N — N durch

, 0 falls u,(z,4) > 2002,

f(@) = di
1v  sonst,

fir alle i € N. Mit Hilfe einer geeigneten verallgemeinerten Register-

maschine und unter Benutzung des utm-Theorems sieht man, dass f

berechenbar ist. Ferner gilt offenbar Def(f) = A. Also ist A rekursiv—
aufzahlbar. '

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, A sei rekursiv.
Dann ist die charakteristische Funktion cf4 von A berechenbar. Wir
definieren eine Funktion ¢ : N — N durch

2003 fallsn € A,
g(n) =
0 fallsn € A,

fir alle n € N. Wegen g(n) = 2003 - (1 = cf4(n)) fiir allen € Nist g
berechenbar.

Da ¢ eine Nummerierung aller berechenbaren Funktionen ist, muss es
eine Zahl iy mit p;, = g geben. Es muss entweder 19 € A oder io € A
gelten. In jedem Fall gelangt man aber zu einem Widerspruch:

e Im Fall iy € A ist ¢;,(ig) = g(ig) = 0, und daher ist 7o € A nach
Definition von A.

o Im Fall ig € A ist v (30) = g(io) = 2003 > 2002, und daher ist
10 € A nach Definition von A.

Also kann A nicht rekursiv sein.

Aufgabe 8
Sei ¢ : N — N die durch

9((i,5)) = g{i,j) == (1 + 225, * + j%)

fiir alle ¢, € N definierte Funktion. Dann ist g berechenbar, und es gilt fiir
allei,7 €N

fve(i,j) = fi—7J)
= 1-(i—j)°
= 14275 - (%+35%)
= vz(1 + 2ij,4% + j2)
vzg(i, 7).

Also ist f eine (vz, vz)-berechenbare Funktion.



