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Bitte beachten Sie den Anhang. Sie diirfen in dieser Klausur ohne Beweis voraus-
setzen, dass die im Anhang (Satz 3.2.4) aufgefithrten Funktionen berechenbar sind.

Aufgabe 1 (15 Punkte)

Die einstellige Registermaschine M sei durch das folgende Flussdiagramm gegeben:
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HALT

a) Welche Funktion berechnet M ?
(3 Punkte)

b) Beweisen Sie Ihre Aussage aus Teil a).

(12 Punkte)



Aufgabe 2 (15 Punkte)
Sei N* := {(xy,...,2,) | n € N\ {0}, 21,...,2, € N}.

a) Geben Sie eine bijektive Funktion f : IN — INT an, so dass die Funktion
F :IN x IN — IN, definiert durch

) >
Fli, {7 (2, 20)) = { 0, fallsi>n

Tit1, sonst ,

berechenbar ist.

(6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die in Teil a) definierte Funktion F' (fiir die von IThnen gewéhlte
Funktion f) berechenbar ist.

(9 Punkte)

Aufgabe 3 (15 Punkte)

a) Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen berechenbaren Wortfunktionen
und berechenbaren Zahlenfunktionen mittels Standardnumerierungen.

(5 Punkte)

b) Gilt ein solcher Zusammenhang (Teil a) auch fiir allgemeine (nicht notwendig
Standard-) Numerierungen? (Beweis)

(10 Punkte)



Aufgabe 4 (15 Punkte)

a) Zeigen Sie:

Eine Funktion f :C IN*> — IN ist genau dann berechenbar, wenn
Fi(g) € PW fiir alle g € PY und weiter Fy : PO — PW (o, p)-
berechenbar ist. Hierbei sei F¢(g) :C IN — IN fiir g € P(Y) definiert

durch Fy(g)(z) = f(7T§2)(g($))a 7T§2) (9())).
(8 Punkte)

b) Gilt a) auch noch, wenn in a) die Cantorsche Tupelfunktion weggelassen wird,
d.h. zeigen oder widerlegen Sie:

Eine Funktion f:C IN? — N ist genau dann berechenbar, wenn fiir
alle g € PW gilt Fy(g) € PY und weiter Fy : PY — PO (i, )-

A

berechenbar ist. Hierbei sei F;(g) :C IN — N fiir ¢ € P1) definiert
durch Fy(g)(x) = f(g(x), 9(x)).
(7 Punkte)

Aufgabe 5 (15 Punkte)

a) Welche der folgenden Mengen enthélt rekursiv-aufzéhlbare Mengen, die nicht
rekursiv sind?

(1) A ={f(NxN)|feR?}

(ii) Ay = {f7(0,0) | f € R}

(iil) A3 ={f(N)| f€ RMA VneN.f(n) < f(n+1)}
(iv) Ay ={Def(f) | f € PP}

(6 Punkte)

b) Zeigen Sie 3 Ihrer Aussagen aus Teil a).
(9 Punkte)



Aufgabe 6 (15 Punkte)

Die Identitét ¢d : IN — IN ist eine Numerierung von IN. Zeigen Sie fiir alle Numerie-
rungen v von IN:

a) v=1id =  fi ist (v,v,v)-berechenbar und f_ ist (v,v,id)-berechenbar.

(5 Punkte)

b) f. ist (v,v,v)-berechenbar = id < v.
(5 Punkte)

¢) fy ist (v,v,v)-berechenbar und f_ ist (v, v, id)-berechenbar = v = id.
(5 Punkte)

Hierbei seien f, : N> — IN und f- : IN* — IN definiert durch

- 1 fallsz=y
f+(x,y)—:c+yund f=($7y) - { 07 sonst

fiir alle z,y € IN.



Anhang:

Satz 3.2.4 (berechenbare Zahlenfunktionen)
Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests ¢ auf den natiirlichen Zahlen sind
berechenbar.

1. 0:IN° — IN,0() := 0 (nullstellige Nullfunktion).
2. Z:IN — N, Z(z) := 0 (einstellige Nullfunktion):
3. S:IN— IN,S(x) := x + 1 (Nachfolgerfunktion)

a

V :IN:— IN,V(x) := 2—1 (Vorgiingerfunktion)
prgk) - INF — ]N,pri(k) (x1,...,25) := x; fir 1 <i <k (Projektion).

T1,...,%,) =k fiir n,k € IN (konstante Funktionen).

=2 +y (Summe).

. »® N o o

0)
x,1y) := r—y (arithmetische Differenz).
y) := x -y (Produkt).

10. ¢,7 :C IN* — IN mit « = q(z,y) - y + r(z,y) und r(z,y) < y fir y # 0 und

r(z,y) = div fiir y = 0 (Quotient und Rest).
z,y) := z¥ mit 0° := 1 (Exponentiation).

11. f

12. f(x) := (y/z falls x Quadratzahl, div sonst).
13. max (z,y).

14. min (z,y).

15. t(x) := (1 falls = Primzahl, 2 sonst).

16. f(z) := die 2-te Primzahl.

17. t(x,y) := (1 falls x < y, 2 sonst). (Entsprechend fiir <, =, <, >, # anstelle von
<.)

18. Es sei A C IN endlich. f(z) := (0 falls x € A, 1 sonst).

19. Es sei g : IN — IN berechenbar. f(z) := (die kleinste Zahl y mit g(y) = « falls
x € Bild (g), div sonst):

20. Es sei g : IN — IN berechenbar, und es gelte (Vy)g(y) < g(y + 1). Dann sei
f(z) == max {y | g(y) < z}.



