Einfiihrung in die Theoretische Informatik A
Losungshinweise zur Klausur am 08.02.2003

Aufgabe 1

a) fu(n)=2n+2
b) Wir zeigen per Induktion zunéchst

(%) Vavy3dt. ES'(1,(y,2,0,0,...)) =4, (y+22+2,0,...))

IA: (z=0)
Es gilt £S3(1, (y,0,0,...)) = (4, (y +2,0,...))
IS: (zx~ax+1)
Es gilt £S*(1, (y,z +1,0,...)) = (1,(y + 2,2,0,...)).
Mit y' = y + 2 existiert nach Induktionsbehauptung ein ¢t € IN mit

ESY(1,(y,2,0,...) = (4, (v + 22 +2,0,...)).
Setzt man nun t' =t + 4 so folgt insgesamt
ES™ (1, (y,x +1,0,...)) = (4, (y + 2+ 22 +2,0,...))

q.e.d.

Setzt man nun in (x) y = 0, so folgt die Behauptung aus Teil a).

Aufgabe 2

a) 7™ bezeichne wie im Kurstext die n-stellige Cantorsche Tupelfunktion. Die
Funktion F : IN — INT definiert durch

f(@) = ([n @) (22 ()
leistet dann das Gewdiinschte.

Wir zeigen hier nur, dass f bijektiv ist. Die Berechenbarkeit von F' wird dann
in Teil b) gezeigt.

Seien z,y € IN mit f(z) = f(y) gegeben. Dann gilt zunéchst ﬂz)(x) =% (y)
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und weiter wegen der Injektivitit von 7™ : %) (x) = ) (y) , insgesamt also
x=1y.

Sei nun ein Tupel (z1,...,z,) fir ein n > 0 gegeben. Dann gilt fir z =
an— 1,70 (2, xn) 0 fl@) = (z1,...,2,).

b) Hier gibt es viele verschiedene Moglichkeiten, die Berechenbarkeit von F' nach-
zuweisen. Wir nutzen hier Satz 7.3.2 und zeigen, dass F' p-rekursiv ist.

Zunéchst bendtigen wir einige Hilfsfunktionen:

(i)

Sei hy : IN? — IN definiert durch

hi @) = [r (@) = 7 o rP 0. 0 7 (w)

i—fach

Es gilt

hi(0,2) = 2 und hy (i + 1,2) = w2 (h (i, z))
also

hy = Sub(Prk(pr{, Sub(x{”, pr3)), pr3, pr})

Mit 7r£2) ist also auch hy p-rekursiv.

Sei hy : IN®* — IN definiert durch

i ) 0, falls i > n
2\, N, x) = pn(ﬁrl)[(ﬂ(wl))—l(x)], sonst

0, falls i > n
= 7r§2)(h1(n —i,x)), falls1 <i<n
hi(n, ), sonst

Es gilt
ho(i,n,z) = [1= (i =n)](1=1)-hi(n,x)
1= (=)L = (1= i)y (h(n = i,2))

Mit Hilfe von Satz 3.2.4 zeigt man somit sofort, dass mit h; auch hy p-
rekursiv ist.

Da F(i,z) = hz(i,ﬂm (:c),7r£2) (x)) folgt aus der p-Rekursivitét von he die u-
Rekursivitét von F'.



Aufgabe 3

a)

Fiir alle Alphabete X, fiir alle n € IN und fiir alle Standardnumerierungen v
von 2 gilt

(i) Eine Funktion f :C IN" — IN ist genau dann (Zahlen-)berechenbar, wenn
die Funktion v o f o (v~ x ... x v~ ') (Wort-)berechenbar ist.
n—fach
(ii) Eine Funktion h :C (¥*)* — X* ist genau dann (Wort-)berechenbar,
wenn die Funktion v~ ' o ho (v x ... x v)(Zahlen-)berechenbar ist.
n—fach

Nein, die Aussage zu Teil a) gilt nicht fiir alle Numerierungen. Sei ¥ ein
endliches Alphabet und v eine Standardnumerierung von *. Sei weiter f :
IN — IN eine beliebige, totale, aber nicht berechenbare Funktion. Wir definie-
ren nun eine Numerierung vy von IN, so dass f (vy,vy)-berechenbar ist, also
vovso fo(vovs) ! (vowvs vowvy)-berechenbar ist.

Sei vg : IN — IN definiert durch

vp < i,z >= fO(x),

also insbesondere vy < 0,z >= z. Somit ist v¢ eine Numerierung von IN.
Weiter gilt fiir die Funktion ¢ : IN — IN, g < i,z >=<i+ 1,2 >:

viog <i,x>=vp<i+1,x>=f(x) = f(fO(x)) = fovs <i,x>,

also ist f (vy,vy)-berechenbar.

Aufgabe 4

a)

(i) Wir zeigen zunéchst:
Falls f berechenbar ist, so ist die Funktion F (¢, ¢)-berechenbar.
Sei f € P® gegeben. Dann ist nach dem utm-Theorem die Funktion
ff:C IN* - NN, f'(i,r) = f(ﬂQ)(uw(i,:E)),Wg)(u(p(i,x))) berechenbar.
Insbesondere ist die Funktion x — f’(i,x) fiir festes ¢ berechenbar und
somit Fy(PW) C PM. Weiter existiert nach dem smn-Theorem ein s €
RW mit

@siy(x) = f'(i,2) fiir alle 7,2 € IN.
Aus der Definition von s folgt nun sofort
Frop=ypos
also ist F'y (i, ¢)-berechenbar.



(ii) Sei nun umgekehrt ein f :C IN* — IN gegeben mit Fy(P®) € P, Dann
gilt insbesondere Fy(id) € PY, d.h. die Funktion < z,y > f(z,y) ist
berechenbar, was nach Lemma 5.2.4 dquivalent zur Berechenbarkeit von
f ist.

b) Die hier angegebene Aussage gilt nicht:

Sei hierzu f definiert durch

1, fallsz #yund z € K,
Hay) = { 0, sonst

(fiir alle z,y € IN)

Nun gilt fiir alle g € PM und 2 € N : Fy(g)(z) = { g’lv iilrllsstg(x) e

Somit ist F(g) € P und weiter nach dem utm-Theorem die Funktion f :C
IN* — IN, (i,7) — u,(i, ) — u,(i,z), berechenbar. Nach dem smn-Theorem
existiert somit ein s € RW mit f(i,z) = @siy () fiir alle 4, x € IN. Fiir dieses
s gilt aber nun nach Definition

Frop=pos.
F t ist also auch (¢, ¢)-berechenbar. Nehmen wir nun weiter an, f sei be-

rechenbar, dann ist aber auch die Funktion x : IN — IN, definiert durch
x(x) = f(x,z + 1) berechenbar und es gilt :

1, fallsz € K, also x = cfk
x(z) = { 0, sonst ’

im Widerspruch zu Satz 9.3.1.

(Bemerkung: Man kann einen Widerspruch auch leicht direkt mittels Diago-
nalisierung und einer entsprechenden Definition von f herbeifiihren!)



Aufgabe 5

a) A; und A, enthalten Mengen, die rekursiv-aufzidhlbar aber nicht rekursiv sind,
As und Az enthalten solche Mengen nicht.

b) (1)

(i)
(i)

Nach Satz 9.2.5 existiert ein g € R mit Bild (g) = K, # 0. Mit g ist
aber auch f = Sub(g, 7®) berechenbar und es gilt

J(IN x N) = g(N) = K,

)

(aufgrund der Surjektivitit von 7). Die Behauptung folgt nun aus Satz
9.3.1.

R® enthilt nur Funktionen f :C IN* — IN, also gilt Ay = ().

Wir zeigen, dass fiir jedes L € Aj gilt: L ist rekursiv. Sei f € RW
mit f(n) < f(n+ 1) (fiir alle n) gegeben. Falls f(IN) endlich ist, so
ist f(IN) rekursiv. Andernfalls gilt fiir g = Prk(c?c(o),h) mit h(y,z) =
f(ut[f(t) ~z=0]): g € R®, g(IN) = f(IN) und g(n) < g(n+1) (fiir alle
n € IN). Die Behauptung folgt somit aus Satz 9.1.6.

Nach Satz 9.2.3 (3) und Definition gilt fiir alle L C IN x IN,
Lra & LcA;er?(L)ra

Sei g € PW gegeben mit K, = Def(g). Sei weiter f = g o 7® und
L = Def(f). Dann gilt f € PY und L = (7®)"}(K,), also L € Ay, da
7@ surjektiv ist. Nach Satz 9.1.8 wiire mit L auch 7® (L) = K, rekursiv
im Widerspruch zu Satz 9.3.1.



Aufgabe 6

a)

f+ ist nach Satz 3.2.4 berechenbar, also auch (id, id, id)-berechenbar. Ferner
gilt fo(x,y) =1~ ((z =y)+ (y = x)), also ist f— nach Satz 3.2.4 ebenfalls
berechenbar. Die Behauptung folgt nun sofort aus Satz 10.2.4 (3), da v = id.

Da wir fy als (v, v, v)-berechenbar annehmen, existiert eine berechenbare Funk-
tion g :C IN? — IN mit

fiov X vla,y) = vog(r,y)

fiir alle (z,y) € Def(v x v). Seien weiter ng und n; so gewéahlt, dass v(ng) =0
und v(ny) =1 gilt.
Mit g ist auch die Funktion r : IN — IN, definiert durch

r(z) = { no, falls x = 0

g(r(z —1),ny), sonst

berechenbar. (Dies zeigt man leicht mittels verallgemeinerter Registermaschi-
nen oder Satz 5.3.5.)

Es gilt nun fiir alle € IN:

v(r(z)) = v(g(0,2)) = .

Da f, als (v, v, v)-berechenbar angenommen wird, gilt id < v. Es existiert also
nach Teil b) ein 7 :C IN — IN mit v(ry(x)) = « fiir alle z € IN. Da weiter f_ als
(v, v, id)-berechenbar vorausgesetzt wird, existiert eine berechenbare Funktion
h:C IN? - IN mit

1, falls v(z) = v(y)
hw,y) = { 0, sonst.

Sei nun 75 :C IN — IN definiert durch ro = fi(h), wobei h :C IN* — IN definiert
sei durch

h(z,y) =1=h(z,71(y))

fiir alle 7,y € IN. Mit A ist auch h berechenbar und somit auch 75 (vgl. Satz
5.3.5). Weiter gilt

ro(z) = min{y|v(ri(y)) = v(z)}

fiir alle z € Def(v). Nach Definition von r;y gilt also v(z) = id(ro(x)) fiir alle
x € Def(v) und somit v < id.



