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Aufgabe 1

(a) Sei n € N. Wir beweisen die Aussage durch vollständige Induktion über
n € N .
n : 0 F ü r n : 0 g i i t

E S 4 ' ( 3 ,  ( 0 , r ,  x , a , 2 , 0 , . . . ) )  :  ( 3 ,  ( 0 ,  u , r  |  0 , y  * 0 , 2 : 0 , 0 ,  . ) )

und damit die gewünschte Behauptung.
n -- ni l  Sei n + 1 < r. Dann ist insbesondere n { r und mit der
Induktionsvoraussetzune erhalten u'ir

P g a ( n + 1 ) ( 3 ,  ( 0 ,  u , r , a , z ,  o , . . . ) )
:  E S 4 ( 3 ,  ( 0 , r ,  r  !  T L , g  + � n , z  L  T 1 , 0 , .  . ) )  d a  n  I  r

:  ( 3 ,  ( 0 ,  u , r  :  ( n  +  1 ) ,  A  +  ( n  - t  I ) , 2  *  ( n  +  1 ) , 0 ,  . . , ) ) ,

also die Behauptung für n -l- 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen.

(b) Seien a,b e N. Wir erhalten

E S a ö + a ( 1 ,  ( 0 ,  a , b , o ,  0 ,  .  . ) )
:  ES4ä+2(3 ,  (0 ,  a ,b ,  a ,  a ,  . . . ) )
:  E S 2 ( 3 , ( 0 , a , b  t b , a l b , a  - t  b , . . ) )

:  E S 2 ( 3 ,  ( 0 ,  a , ,  o ,  a  *  b , a  -  b ,  . . . ) )

:  E S ( 7 ,  ( 0 ,  a , 0 ,  a  *  b , 0  -  b ,  . . ) )

:  ( 8 ,  ( ( o  +  b ) ( a  -  b ) , a , 0 , a  *  b , a :  b ,  . . . ) ) .

Insgesamt folgt daraus f r,r(a,b): (a + b)(a - b) für al le o,b e N. Für
a ) b gilt nach binomischer Formel

( a  +  b ) ( "  -  b ) :  ( a  *  b ) ( o  -  b )  :  o '  -  b 2  :  a 2 '  b 2

und falls a < b, dann gilt auch a2 < b2 (da a,b ) 0) und es folgt

( a + b ) ( o * t ) : ( a *  b )  ' 0 : 0 : a 2  - b 2 .



Aufgabe 2

(a)  Mi t  t  ' :  ( (o .  b) ,  c)  g i l t

f  ( r )  : , r ' ' l 1 R r l ' )  ( z ) .  r 2 ( p r \ ' ' ( r ) )  ,  r ( 7 t ( p t l ' ) ( . ) ) . " r ( p t l ' ' ( . ) ) )  )

(b) Es sei / '  :  N\{0} -- N\{0} definiert durch

f ' ( * ) : : 3 . ( m - 1 )  + 1 .

Es gel te  dSimd' ,  d .h.  d , :  d , ' -  1 .  Dann ex is t ieren / (d)  und f ' (d ' )
Desweiteren ist /(d) Sim/'(d') erfüIlt, denn nach Defi.nition von / gilt

f ( d )  :  3 .  d , :  3 .  ( d '  -  1 )  :  3 .  ( d '  -  1 )  +  1  -  1  :  f ' ( d ' )  -  7 .

Aufgabe 3

(a) Es ist

ESs  (2 ,  (10 ,  B ,  e ) )  :  ES4  (3 ,  (10 .  B ,  e ) )
:  E S 3  ( 4 ,  ( 1 , 0 ,  B ) )
:  E S 2  ( 3 ,  ( 1 , 0 ,  B ) )
:  E S  ( 4 ,  ( B '  1 , 0 4 ) )
:  ( 5 ,  ( 8 ,  1 , 0 B ) )  .

(b) \4rir zeigen

g32n+2  (3 , (ud "0 " , c ,u ) ) :  ( 5 ,  ( r ,  d ,0 "cu ) )

durch vollständige Induktion nach n, u'obei lt)'tr,c und d wie in der
Aufgabenstel lun g seien.

n : 0  :

In diesem Fall gilt

ES2 0+2 (3,  (ud00 .  c ,  u) )  :  ES2 (3,  (ud,  c ,  u) )
: ES (4, (u, d, cu))
: (5, (u, d, cu))
-  (5 ,  ( r ,  d , }ocu ) ) ,

und die Beharrntrrns ist bewiesen. (Beachte: 00 : E.)

n + n + I :

Zunächst stellen wir fest. dass

(*)  ES2' (n+1)+2 (J ,  (ud"0"+r ,  " ,u) )  -  Bg2 n+2 (3,  (ud,O",0,  c , i_r ) )



sil t  feinmaliser Schleifendurchlarrf) \rrn wenden u-ir auf die rechte
Seite die Induktionsvoraussetzung an. und zu'ar mit ,0' anstel le vou

,c' und ,cu' anstelle von .u'. (Beachte: In der Behauptung sind die
Variablen c und u allquantifiziert.) Danach ergibt sich

p52  n+2  (3 ,  (ud "O,0 ,  cu ) )  :  ( 5 ,  (u ,  d ,0  } cu ) )
:  ( 5 . ( r ,  d , 0 + 1 c u ) ) .

Zusammen mit (x) folgt daraus die Behauptung fär n * 1. Damit ist
der Induktionsbeu-eis beendet.

(c) Es sei u'ie in der Aufgabenstellung f , L. ----' I* definiert durcli

f  (w):: das längste Endstück von ?lr aus {0}-,

für  a l le  t r , '€  I - .  Wir  ze igen f  :  fu  mi t  Hi l fe  von (1)  und (2) .  Dazu
spezia i is ieren wi r  in  (1)  u- ie  fo lg t :  u  : :  € .  c ' . :  -B und u : :  e .  \V i r
erhalten dann aus (1)

pg2  rg ( tu )+2  (1 ,  (E ,  B ,u ,B ) )  :  ( 3 ,  (Bw,  B ,  r ) )  .

Es giht nrrn ein n € \$ so dn,ss sich trr in der Forrn u' :  .r0n mit r € I*
)  

u v  u e l r u  v r v .

schreiben lässt, wobei entweder tr : € oder r : 97 für ein g € I' gilt.
(In jedem Fall ist also 0' :  f  (r) ) Im erslen Fall  setzerr in-ir in (2)
u :  e  ,  d : :  B ,  c ' . :  B  u n d ' l ' :  E ,  i m  z w e i t e n  u :  U ,  d : :  I ,  c : :  B  u n d
u : €. Mit (2) ergibt sich nun

8 5 2  n - 2  ( 3 ,  ( B u ' .  B . e  ) )  :  E 5 2  n - 2  
G .  f u d 0 " .  B . e  ) )

:  ( 5 , ( u , d , | . B ) ) .

Insgesamt folgt aus (1) und (2)

p g 2 t s ( r ' ) + 2 + n - 2 7  1 .  ( s , I i ,  w B ) ) :  ( 5  ( u .  d , 0 " 8 ) 1 .

Unter Berücksichtigung der Ein- und Ausgabecodierung für Bandma-
schinen erhalten wir daraus

f  t r ( w ) :  f  ( w ) .

Es fo lg t  . f  m:  f  .

Aufgabe 4

(a) Es sei /  :  N ---+ N definiert durch /(n) ::2. n für al le n e N.
Diese Funktion ist offenbar berechenbar. Die Standardnummerierung
z; ist definiert durch ,t,(n) :: an für alle n € N. (Beachte: X ist
einelementig.) Es gi l t  dann

u t rguv (n )  :  u i rg  (o " )  :  u ;L  (a "a ' )  -  , ; '  ( o ' " )  : 2 ' n

für al le n € N. Daraus folgt urrgur: f  .Da / berechenbar ist, ergibt
sich mit Satz 7.7.9 die Berechenbarkeit von o.



(b) Die Funktion / N - N erfullt die folgenden Rekursionsgleichun-
c r e n '

/ ( 0 )  : 1 : c l o )

und

f  ( ,  +  1 )  : :  ( r  +  1 )  '  f  ( t )  :  m ( s ( n , 1 ) ,  / ( " ) )

für alle r € N. (Dabei sind rn uttd s u'ie in Sarz T.2.2.) Definiert man
nun h:  N2 -- . - - - -  N durch h(r ,a) : :  m(.s(r , \ ) ,g) ,  dann gi l t  of feubar / :
Prk(c!O). h). Ferner ist sowohl clo) als auch h nach Satz 7.2.2 primitiv
rekursiv, denn

h :  S u b

Fq  f n l c r f  dqqq

Aufgabe 5

(a) \Arir führen einen Widerspruchsbeweis.

Wenn die Funktion / berechenbar rn'äre. dann müsste es eine ZahI ns e
N geben mit / : eno, da die Standardnumerierung tp surjektiv ist.

Insbesondere rvürde

f  (no + 7)  :  pno(no + 1)

gelten. \\reil die Funktion / eine totale Funktion ist, hätten wir außer-

dem (ns + 1) € Def (/),  also auch (rz6 + 1) e Def (rp,o) und

f  (no + L)  :  pno(ro + 1)  + 1.

Nun u'idersprechen sich aber die beiden obigen Gleichungen. Damit
habeu n' ir unsele Arrnahnre. dass / berechenbar ist, widerlegt. und auf

diese Weise gezeigt, dass / nicht berechenbar ist.

(b) Wir definieren eine Funktion / :C N2 --- N durch

f  ( i , n ) : :  g r ^ 6 1 ( n )

für alle i,n e N. Die Funktion / wird durch Substitution aus der Funk-
tion z, (berechenbar nach dem utm-Theorem) und den Projektions-
funktionen (berechenbar nach Satz 2.5.5) gewonnen:

f  ( t , r )  :  g , . 6 ( n ' )
:  u r ( u o ( n , i ) , n )
:  ur (u*gr ! l ' ( r ,n) ,  pr l ' )  ( i ,  n) ) ,pr?) ( i .  " ) ) .

Also ist / berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es eine totale
berechenbare Funktion r: N _-- N mit /( i ,  n): p,(t)(n) fr ir  al le i ,n e
N. Das \Ä-ar zu zeigen.

(m.  Sub ( r .  p r \ ' ) .  . ! ' ' )  .  p r l t ' )
\  \  /  " /

f  n l in . i r i v - rekr r rs iv  i s t .



Aufgabe 6

(a) Da ?s rekursiv ist, folgt mit dem Projektionssatz, dass 7r rekursir'-

aufzählbar ist.

(b) Nach Satz 9.2.3 des Kurses ist mit ?r auch die l4enge T2 : v(3) [71] g N

rekursiv- o^,/2.
f

(c)  Nach dem utm-Theorem is t  d ie  Funkt ion g mi t  g( i , r )  ' :  0 'pr ( . i )

berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es eine Flrnktion h 6 6(t)

mi t  ip611;  @) :  0  '  p , ( i ) .  Dann g i l t  /  6  4( r )  fL i r  / ( i )  : :  (h( i ' ) ,0 ,0) '  Es

folgt für alle i € N.

i  e  K,  #  pn( i )  ex is t .  ++ ph( . i )  (0)  :0  <+ f  ( i )  €T2

Damit gtlt K, S Tz Da K, nicht rekursiv ist, kann nach Satz 9.3.5

auch 7z nicht rekursiv sein.

(c1) Da T2:lT?)1fi ]  nicht rekursiv ist, kanu nach Satz 9.1.8 auch 7r nicht

reknrsiv sein.

Aufgabe 7

(a) Da X u-rekursiv ist, gibt es eine funktion / € P(1) so dass für alle

i  e  D e f ( z ) .

tr,): { 
t^ lit]s-. 

ziz) e x
| .  0 sonst.

Sei  9( i )  : :  1 ,  fa l ls  f  ( i ' ) :1und g( i ) : :  d iv  sonst .  Dann is t  9  berechen-
bar, und es gilt für alle i e Def.(u),

qt i l :  I  
r . .  fa ] ls  u( t )  €  x

I  d tv  sonst .

Damit ist X u-r.a. nach Def. 10.3.1.

(b) \A-ir nehmen an. dass es eine T1'p-2-\ iaschine .41 gibt. dir al le unendli-
chen Dualbrüche in äquivalente unendliche Dezimalbrüche übersetzt.
Wir wählen den (eindeutig bestimmten) Dualnamen p von 1/5 als
Eingabe. Die Maschine muss als Ausgabe entu'eder "0.2000. . '" oder
"0, 1999 . .  ." I iefern.



Wir betrachten zunächst den ersten Fall. Es gibt dann eine Zahl /, so
dass die N4aschine lll[ nach t Schritten das Wort "0.2" geschrieben hat.
In f Schrit ten kann M höchsten das Anfangsstück p't von p der Länge
t gelesen haben. Wir betrachten nun das Verhalten der \,[aschine bei
Eirrgabe der Folge q '.: p<t000. . .. Offensichtlich kann sie auch hier in
den ersten I Schritten höchstens das Anfangsstück p<r von q lesen und
gibt  somi t  ebenfa l ls  0 .2 aus.  Da aber  6r(q)  < 6z(p) :1/5 g i l t .  dar f  d ie
Ausgabe bei Eingabe von q nicht mit 2.0 beginnen. \\ ' iderspruch.
Der 2. Fall  rvird analos behandelt mit o ::  p<ü111 . .  . .


