Kurs 1653
Einfiihrung in die Theoretische Informatik A

Losungshinweise zur Klausur vom 18. Februar 2006

Aufgabe 1

(a) Sein € N. Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion iiber
n € N.
n =0 Firn =0 gilt

ES*(3,(0,w, z,v,2.0,..)) = (3,(0,w,z - 0,y + 0,2 = 0,0, ...))

und damit die gewiinschte Behauptung.
n—n+1Sein+1 < z Dann ist insbesondere n < z und mit der
Induktionsvoraussetzung erhalten wir

ES* (3, (0, w, 1,9,2,0,...))
ESY(3,(0,w,z - n,y+n,z-n,0,.))dan<z
3,0 w,z-(n+1)y+(n+1),z= (n+1),0,..)),

also die Behauptung fiir n + 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen.
(b) Seien a,b € N. Wir erhalten
ES**4(1,(0,a,b,0,0,...))
= ES4b+2( (0,a,b,a,a,...))
= ES*(3, (Oab—ba+ba—b, )
= (0,a,0,a+b,a=b,..))

= ES*(3,
= ES(?,(OaOa+ba—b )
= (8, ((a+b)(a=b),a0,a+ba=b,..)).

Insgesamt folgt daraus fu(a,b) = (a + b)(a = b) fiir alle a,b € N. Fiir
a > b gilt nach binomischer Formel

(a+bla=b)=(a+b)la—b)=a®~b*=a>= b
und falls a < b, dann gilt auch a? < b% (da a,b > 0) und es folgt

(a+b)(a=b)=(a+b)-0=0=a>=0



Aufgabe 2
(a) Mit z := ({a,b), ) gilt
f(2) =79 (prP(z), malprl? (2)), 7 (m ('l (2)), m(pri? (2))) )
(b) Essei f': N\{0} — N\{0} definiert durch
flm):=3-(m-1)+1

Es gelte dSimd’, d.h. d = d' — 1. Dann existieren f(d) und f'(d').
Desweiteren ist f(d) Sim f'(d') erfiillt, denn nach Definition von f gilt

Fd)=3d=3-(d-1)=3-(d~-1)+1-1=f(d) -1,

Aufgabe 3
(a) Esist
ES®(2,(10,B.€)) = ES!(3,(10.B.¢))
= ES®(4,(1,0,B))
= ES?(3,(1,0,B))
= ES(4,(B,1,0B))
= (5,(B,1,0B)).

(b) Wir zeigen
ES*™2 (3, (ud0™, ¢, v)) = (5, (u, d, 0"cv))

durch vollstdndige Induktion nach n, wobei u,v,c und d wie in der
Aufgabenstellung seien.

n=20:

In diesem Fall gilt

ES*%%2 (3, (ud0°, ¢, v)) ES? (3, (ud, c,v))
ES (4, (u,d, cv))
(5, (u,d, cv))

(5, (u,d, 0%v)),

il

Il

und die Behauptung ist bewiesen. (Beachte: 0° = ¢.)
n=n+1:

Zunéchst stellen wir fest, dass

(x) ES*(FU2 (3 (ud0™, ¢, v)) = ES*™2 (3, (ud0™, 0, cv))



gilt (einmaliger Schleifendurchlauf). Nun wenden wir auf die rechte
Seite die Induktionsvoraussetzung an, und zwar mit ,0° anstelle von
< und ,cv' anstelle von ‘. (Beachte: In der Behauptung sind die
Variablen ¢ und v allquantifiziert.) Danach ergibt sich

ES*™2(3, (ud0™, 0,cv)) = (5, (u,d, 0"0cv))
= (5,(u,d, 0" cv)).
Zusammen mit (x) folgt daraus die Behauptung fiir n + 1. Damit ist
der Induktionsbeweis beendet.
(c) Es sei wie in der Aufgabenstellung f : ¥* — £* definiert durch

f(w) := das langste Endstiick von w aus {0}",

fir alle w € X*. Wir zeigen f = fp mit Hilfe von (1) und (2). Dazu
spezialisieren wir in (1) wie folgt: v ‘= ¢, ¢ := B und u = . Wir
erhalten dann aus (1)

ES*5®)*2(1, (¢, B,wB)) = (3,(Bw, B,¢)).

Es gibt nun ein n € N, so dass sich w in der Form w = z0™ mit z € ¥*
schreiben lasst, wobel entweder z = € oder z = y1 fiir ein y € ¥~ gilt.
(In jedem Fall ist also 0™ = f(w).) Im ersten Fall setzen wir in (2)
u=c¢,d:=B,c:=Bundv=c¢,imzweiten u=y,d:=1, c:= B und
v =¢. Mit (2) ergibt sich nun

E82-7’L+2 (3’ (B'LU, B7 5)) = ESQ'n—T‘_Q (3, (Udon, B, 5))
el <5a (U, da OnB)) '

Insgesamt folgt aus (1) und (2)
ES2lew)t24n+2 (1 (¢ B wB)) = (5, (u,d,0"B)).

Unter Berticksichtigung der Ein- und Ausgabecodierung fiir Bandma-
schinen erhalten wir daraus

fulw) = fw).
Es fOlgt f]\/[ = f

Aufgabe 4

(a) Es sei f : N — N definiert durch f(n) := 2 -n fir alle n € N,
Diese Funktion ist offenbar berechenbar. Die Standardnummerierung
vy ist definiert durch vg(n) := o™ fiir alle n € N. (Beachte: ¥ ist
einelementig.) Es gilt dann

vetgrs(n) = vglg(a®) = vgt (@*a™) = v5t (a*") =2-n

fir alle n € N. Daraus folgt vz 'grvs = f. Da f berechenbar ist, ergibt
sich mit Satz 7.1.9 die Berechenbarkeit von g.



(b)

Die Funktion f : N — N erfillt die folgenden Rekursionsgleichun-
gen:

fO)=1=¢
und

fle+1)=(z+1) flz) =m(s(z,1), f(z))
fiir alle z € N. (Dabei sind m und s wie in Satz 7.2.2.) Definiert man
nun A : N2 — N durch h(z,y) := m(s(z, 1), y), dann gilt offenbar f =
Prk(cgo), h). Ferner ist sowohl c§0> als auch h nach Satz 7.2.2 primitiv
rekursiv, denn

h = Sub <m, Sub <3, pr<12>, c§2)> ,pr(22)> .

Es folgt, dass f primitiv-rekursiv ist.

Aufgabe 5

(a)

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Wenn die Funktion f berechenbar wére, dann miisste es eine Zahl ng €
N geben mit f = ¢,,, da die Standardnumerierung ¢ surjektiv ist.
Insbesondere wiirde

f(no+1) = @no(no + 1)

gelten. Weil die Funktion f eine totale Funktion ist, hétten wir aufler-
dem (ng + 1) € Def(f), also auch (ng + 1) € Def(¢n,) und

f(no + 1) = @Dno(no + 1) + 1.

Nun widersprechen sich aber die beiden obigen Gleichungen. Damit
haben wir unsere Annahme, dass f berechenbar ist, widerlegt, und auf
diese Weise gezeigt, dass f nicht berechenbar ist.

Wir definieren eine Funktion f :C N? — N durch

f(En) = 9.0 (n)
fiir alle 7, n € N. Die Funktion f wird durch Substitution aus der Funk-

tion u, (berechenbar nach dem utm-Theorem) und den Projektions-
funktionen (berechenbar nach Satz 2.5.5) gewonnen:

f(L,?”L) = SOApn(i)(n>
= uy(uy(n,i),n)
=y (ug(pry” (i, n), pri” (6, ), prs” (i, ).
Also ist f berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es eine totale
berechenbare Funktion r : N — N mit f(i,n) = @) (n) fir alle i,n €
N. Das war zu zeigen. ‘



Aufgabe 6

(a)

(b)

(c)

Da T, rekursiv ist, folgt mit dem Projektionssatz, dass 71 rekursiv-
aufzahlbar ist.

Nach Satz 9.2.3 des Kurses ist mit 7} auch die Menge Tp = 7 [T}] € N
rekursiv. a«/z

Nach dem utm-Theorem ist die Funktion g mit g(¢,z) = 0 - goz( )
berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es eine Funktion A € R
mit ppe(z) = 0-¢;(i). Dann gilt f € RW fiir f(i) := (h(4),0,0). Es
folgt fiir alle 7 € N,

i€ K, &= i) exist. <> onpy(0) =0 <= f(i) €T3,

Damit gilt K, < T3. Da K, nicht rekursiv ist, kann nach Satz 9.3.5
auch T5 nicht rekursiv sein.

Da T3 = 7r<3)[T1] nicht rekursiv ist, kann nach Satz 9.1.8 auch 77 nicht
rekursiv sein.

Aufgabe 7

(a)

Da X v-rekursiv ist, gibt es eine funktion f € PW 5o dass fiir alle
i € Def(v),

f@.):{ 1 falls v(i) e X

0 sonst.

Sei g(i) := 1, falls f(¢) = 1 und g(¢) := div sonst. Dann ist g berechen-
bar, und es gilt fiir alle i € Def(v),

(i) = 1 falls v(i) e X
9% =\ div sonst.

Damit ist X wv-r.a. nach Def. 10.3.1.

Wir nehmen an, dass es eine Typ-2-Maschine M gibt, dir alle unendli-
chen Dualbriiche in &quivalente unendliche Dezimalbriiche {ibersetzt.
Wir wihlen den (eindeutig bestimmten) Dualnamen p von 1/5 als
Eingabe. Die Maschine muss als Ausgabe entweder “0.2000..." oder
“0,1999..." liefern.



Wir betrachten zunédchst den ersten Fall. Es gibt dann eine Zahl £, so
dass die Maschine M nach ¢ Schritten das Wort “0.2” geschrieben hat.
In ¢ Schritten kann M hochsten das Anfangsstiick p<* von p der Linge
t gelesen haben. Wir betrachten nun das Verhalten der Maschine bei
Eingabe der Folge g := p=<*000. ... Offensichtlich kann sie auch hier in
den ersten ¢ Schritten hochstens das Anfangsstiick p<* von ¢ lesen und
gibt somit ebenfalls 0.2 aus. Da aber d,(q) < d3(p) = 1/5 gilt, darf die
Ausgabe bei Eingabe von ¢ nicht mit 2.0 beginnen. Widerspruch.

Der 2. Fall wird analog behandelt mit ¢ := p<*111.. ..



