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Vorbemerkungen zur Klausur zum Kurs 01653
., Einfithrung in die Theoretische Informatik A *

Es miissen Ihnen 9 Blatter Klausurtext vorliegen:

e das Deckblatt fiir Ihre Losungen,
e cine Teilnahmebescheinigung fiir das Finanzamt.
e diese Vorbemerkungen,

e 5 Blatter mit 7 Aufgaben,

Fiillen Sie bitte vor der Bearbeitung das Deckblatt aus (Matrikel-Nr., Name, Adresse)
und legen Sie es mit den Ausweisen zur Kontrolle bereit.

Fiir die Bearbeitung haben Sie 3 Stunden Zeit. Aufler Schreibzeug sind keinerlei Hilfsmittel
erlaubt.

Schreiben Sie bitte leserlich und lassen Sie einen breiten Korrekturrand. Beginnen Sie
méglichst fiir jede Aufgabe eine neue Seite.

Folgende Unterlagen sind zusammengeheftet abzugeben:

e das ausgefiillte Deckblatt (bitte bearbeitete Aufgaben ankreuzen),
o dic ausgefiillte Finanzamt-Bescheinigung (sofern gewiinscht),

e Ihre Losungsblatter. moglichst in der Reihenfolge der Aufgaben. Schreiben Sie zur
Sicherheit auf jedes Blatt nochmals Name und Matrikel-Nr. Vergessen Sie bitte
nicht, den ausgefiillten Fragebogen von Aufgabe 4 abzugeben!

Die Klausur ist bestanden, wenn Sie 40 von 100 Punkten erreichen. Wir bemiithen uns,
die Klausur ziigig zu korrigieren und zuriickzusenden. Sollten Sie nach zwei Wochen noch
keine Nachricht haben. konnen Sie Ihr Ergebnis im Lehrgebiet erfragen.

Viel Erfolg!

Mit freundlichen Griflen

IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (30 Punkte, je 1 pro Frage)

Es wird jede richtig beantwortete Frage mit 1 Punkt, jede falsch beantwortete
Frage mit -1 Punkt und jede nicht beantwortete Frage mit 0 Punkten bewertet. Insge-
samt kénnen fir jede Teilaufgabe nur nicht negative Punktzahlen erzielt werden.

Umn eine Frage zu beantworten, kreuzen Sie das entsprechenden Késtchen in der Zeile an.
Falls Sie eine Frage nicht beantworten wollen, dann machen Sie bitte kein Kreuz in der
Zeile.

Vergessen Sie bitte nicht, Thre Losung fiir diese Aufgabe abzugeben!

(1) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
Sei F =(Q,D,0,q,s,Q.) ein Flussdiagramm.
korrekt falsch
[ ] [ ] Dannist o eine Funktion mit Definitionsbereich Q. die jeder Marke

g € Q\@. ein Tupel o(q) = (f, ¢, (p1,-. ., px)) zuordnet,
wobei gilt £ > 1,py....,.px €Q, f:CD—D, t:CD — {1,... .k}
und Def(f) = Def(t).

[ ] [ ] Eine Testfunksion tp:C D — {1,...,s} von F' ist definiert durch
trld) = o(q'), falls £S(qo, d) definiert ist und ES(go,d) = (¢, d')
tr(d) = div, falls £S{(qo,d) = div

[ 1] [ ] MitKON als der Menge der Konfigurationen ist
fiir alle 5y, k3 € KON die Ubergangsrelation K1 !; ko definiert durch

GS(HI) = Ko

(2) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ ] [ ] Eine Zahlenfunktion f:N* — N ist ausschlieflich dann berechenbar,
wenn [ total ist und f = fyr gilt, wobei [, durch eine
Registermaschine A berechnet wird.
[ ] [ ] Eine Wortfunktion g:C (£*)* — £* ist berechenbar <=
es gibt eine Registermaschine M mit g = fyu
[ ] [ ] SelenX cin Alphabet und v: N — £* eine Standardnummerierung von .7,
keNund g :C (X)) — =
Dann gilt: g berechenbar <> v g0 C N*¥ — N berechenbar.

(3) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
Seien 7*) die Cantorschen Tupelfunktionen. Fiir jedes £ > 1 gilt
korrekt falsch
[ ] [ 1 =" istinjeksiv
[ ] [ ] " ist berechenbar
| :

][] )t

T



(4) Sind die folgenden Funktion primitiv rekursiv?
korrekt falsch
[ ] [ ] s:N*>N s(z,y) ==z
[ ] [ ] sub:N?—Z sublzy):
[ ] [ ] Jfak:N—-N, fak(z):= z!
L] [ ] div:CNxN-—=N

Il

TY
L=y

§ falls i cN
T,y _
Y div  sonst

(5) Gibt es totale berechenbare Funktionen 7, rg, r3, so dass die folgenden Eigenschaften

gelten?
korrekt falsch
[ 1 [ ] #nele)=wlz)+¢iz) fiiraller,z € N

[ [ ] 9re(x) =card(Bild(y,)) fiir alle 4,z € N

(6) Welche der folgenden Aussagen ist/sind fiir alle f und g korrekt?
Seien f:C N — N und ¢ :C N — N Funktionen.

korrekt falsch
[ [ ] Falls f=f4lg), soist f nicht primitiv rekursiv.
[ ] [ ] Jede totale py-rekursive Funktion ist auch primitiv-rekursiv.
[ ] [ ] Jede LOOP-berechenbare Funktion ist auch p-rekursiv.
[ ] [ ] Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch LOOP-berechenbar.

(7) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
L] [ ] A C Nist rekursiv-aufzihlbar,
wenn es eine totale Funktion f: N — N gibt mit A = f(N).
] [ ] Mit y wird die Menge P aller berechenbaren Zahlfunktionen nummeriert.
[ ] [ ] Sei ACN,sodass ¢(A)=RY, dann ist A rekursiv-aufzahlbar.
[ [ ] Die berechenbare Funktion f:C N — N, die durch
fli,z) := u,(i, ) definiert ist, hat eine Fortsetzung in RO,
[ ] [ ] Es gibt eine Zahl n, so dass ¢n(r) = n fir alle z € N.

(8) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ ] [ ] {ieN/]g(i)+ 1 existiert} ist rekursiv.
L1 1 Sei F C PY mit F#9und F # PW, dann ist ¢~ ![F] rekursiv.
[ ] [ A C N ist rekursiv <= A und N\ A ist rekursiv-aufzéhlbar sind.
[ ] ] {(i,7) | i # ¢;} ist rekursiv-aufzéhlbar.
[ [ Sei d :C N — N die iiberall divergente Funktion, dann ist {i € N | ¢; # d}
rekursiv-aufzdhlbar.

PR S U —



Aufgabe 2 (12 Punkte, je 2 pro Teilaufgabe)
Geben Sie folgende Definitionen an:
(a) Cantorsche Paarungsfunktion 7 : N — N
(b) A C IN® rekursiv
(¢) X C M v-rekursiv-aufzahlbar fiir eine Nummerierung v :C N — M
und formulieren Sie die folgenden Sétze:
(d) Den Satz, der besagt, dass jede register-berechenbare Funktion Turing-berechenbar
ist.
(e) Rechenzeitsatz

(f) Aquivalenztheorem von Rogers
Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Geben Sie ein WHILE-Programm P an, das die arithmetische Differenz zweier Zah-

len berechnet, d.h. es soll
AC or(P) o EC{a,b) = a—h

fiir alle a,b € N gelten.
(4 Punkte)
(b) Zeigen Sie die Korrektheit des von Thnen in Teil (a) gewahlten WHILE-Programms
P.
(6 Punkte)
Beachten Sie bitte den Anhang; hier finden Sie die Syntax von WHILE-Programmen.



Aufgabe 4 (10 Punkte)

Die zweistellige verallgemeinerte Registermaschine A sei durch das folgende Flussdia-
gramm gegeben (hierbei bedeutet HALT1 bzw. HALT2, dass die Funktion o diesen Mar-
ken 1 bzw. 2 zuordnet):

»| HALT1

(arithmetische Differenz
fur Ry und Ro)

(a) Welche Funktion wird von A berechnet 7
(2 Punkte)

(b) Welche der folgenden Induktionsannahmen sind korrekt,
welche sind nicht korrekt ?
(Punkte 4)
(1) (Va,y,z € N)(3t € N) ESH(1.(0,2,4,0,...)) = (2,(0,0,4.0,...))
(il) (Va,z € N)(Vy > 0)(3t € N) ES*(4, (z,2,4,0,...)) = (7, (= + [£],0.4,0,...))
(iil) (Vz,y,z,keN){(z >k -y=
ES*(L (2.2,3,0,...)) = (4, ( + £, 22k ,9,0,...)))

(iv) (Vz,y,z € N)(3t € N) ESY(6,(2,2,9,0,...)) = (6,(z + 1, z—4,4,0,0,...))



(¢) Zeigen Sie eine der (korrekten) Aussagen aus Teil (b)
durch vollstédndige Induktion

(& Punkte)

Aufgabe 5 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass sich die Funktion

fi:N— Nmit f(0):=1und f(n) = Hi fir alle n € N,n > 0.

i=1
in endlich vielen Schritten aus der Menge
~ k) . . .
Gr=1{0,2.5} U {pr’¥ | kieN,1<i<k}
und den im Anhang angegebenen primitiv-rekursiven Funktionen

durch wiederholtes Anwenden der Operationen Sub und FPrk erzeugen ldsst.

Aufgabe 6 (12 Punkte)

a) Zeigen Sie mittels Diagonalisierung, dass es totale Funktionen g : N — N mit
Bild{g)C {1, 2} gibt, die nicht berechenbar sind.

(5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die totale Funktion f: N — N definiert durch
f(0) := 0 und

fir allen e N

 f enln+1) fallsn 1€ Def(2,)
fln+1):= { 0 sonst

nicht berechenbar ist.
(7 Punkte)

Aufgabe 7 (16 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Menge
A={<i,z,y > | wilz) =1y}

rekursiv - aufzahlbar, aber nicht rekursiv ist.



Anhang

WHILE-Programme
Fiir jedes 7 € IN sei R; eine Kurzschreibweise fiir die Zeichenreihe R0...0 (R gefolgt von
i Nullen).

a) Fiir jedes ¢ € IN sind R;+ und R;— WHILE-Programmie.

b) Wenn die Zeichenreihen P und @ WHILE-Programme sind und 7 € IN ist, dann

sind auch
(P;Q)
(R | P Q)
(Ri: P)

WHILE-Programme.

c¢) Keine anderen Zeichenreihen sind WHILE~-Programme.

Einige primitiv—rekursive Funktionen
Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv—rekursiv:

a) ¢’ INF— IN, ¢ zy, ... ) = n fiir alle k,n € IN (konstante Funktionen).
b) s:IN? — IN, s(z,y) := z + y (Summe).

¢) V:N— NN, V(z):z =1 (Vorgingerfunktion).

d) d: IN? — IN, d(z,y) := = ~ y (arithmetische Differenz;.

e) m:IN? — IN, m(z,y) := z -y (Multiplikation).



