1653 Einfithrung in die Theoretische Informatik A
Klausur vom 16. Februar 2008

Es sollten Thnen 8 Seiten Klausurtext vorliegen:
e das Deckblatt fiir Thre Losungen,
e cine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
o 3 Blétter mit 8 Aufgaben,
¢ 2 Seiten Anhang.

Priifen Sie zunéchst die Vollstdandigkeit Threr Klausurunterlagen.

Fiir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie 3 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 1653 erhalten Sie, wenn Sie

o in dieser Klausur mindestens 36 der moglichen 90 Punkte erreichen und
zusétzlich mindestens 25% der insgesamt méglichen Punktzahl in den
Einsendeaufgaben erreicht haben.

Die Benutzung von Hilfsmitteln (wie z. B. des Kurstextes)} ist nichi erlaubt!

Fillen Sie bitte zundchst das Deckblatt fiir Ihre Losungen aus. Schreiben Sie
auf jedes Threr Losungsblitter oben links Ihren Namen und Thre Matrikel-
nummer. Beginnen Sie bitte fir jede Aufgabe ein neues Blatt. Falls es sich
wm ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt, geben Sie bitte zusétz-
lich die Nummer der Aufgabe an. Bitte verwenden Sie keinen Bleistift!

Bei Abgabe [hrer Losungsblatter heften Sie diese bitte moglichst nach Auf-
gahen sortiert, beginnend mit dem Deckblatt und der Bescheinigung fiir das
Finanzamt, zusammen.

Bitte beacliten Sie, dass sich diese Klausur auf die Version des Kurses 1653
bezieht, die im aktuellen Wintersemester 2007 /08 eingesetzt wird. Bertick-
sichtigen Sie dies bitte bei Ihren Lésungen!

Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Thnen viel Erfolg.
Wir senden Ihnen die korrigierten Aufgaben so rasch wie moglich ~ etwa in
drel Wochen — zurtick.

Mit freundlichen Griiflen

IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (10 Punkte)

Eine zweistellige verallgemeinerte Registermaschine M sei gegeben durch das
folgende Flussdiagramm:

Ho = Ro — 1

(a) (7 Punkte)

(b)

Selen z,y € N. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ < y gilt:
ESgi(li (07 ‘,‘Eiyﬁoﬁ )) - (1: (‘T ' ?;7 Ly — ?;)O: )) .

(8 Punkte)
Zeigen Sie mit (a), dass fy(z,y) =z -y fiir alle 2,y € N gilt.

Aufgabe 2 (8§ Punkte)

Seien f, ¢ : N — N definiert durch

fzy) = (wy-1)
glz,y, 2y = {(zy,3z,z+ (b, z+ ), 1)

fur alle z,y, z € N.

(a)

(2 Punkte)
Geben Sie eine explizite Definition von f mittels der Cantorschen Tu-
pelfunktionen, der Projektionen ihrer Umkehrfunktionen und der Pro-

jektionen in der Form “f(n) = ... mit n € N an, ohne andere Varia-
blen als n zu benutzen.

(8 Punkie)

Geben Sie eine explizite Definition von ¢ mittels der Cantorschen Tupel-
funktionen, der Projektionen ihrer Umkehrfunktionen und der Projek-
tionen in der Form “g(n) :=..." mit n € N an, ohne andere Variablen
als . zu benutzen.

(3 Punkte)
Sind f und g berechenbar? Bitte begriinden Sie Thre Behauptung.




Aufgabe 3 (10 Punkte)
Sei 3 = {ay, as}.

(a) (4 Punikte)
Geben Sie eine Bandmaschine M an, so dass

I/g(n -+ 1) = fj\,[l/g(?’b)
fiir alle n € N.

(b) (6 Punkte)
Erldutern Sie die Funktionsweise Ihrer Bandmaschine aus Teil {(a} so,

dass ersichtlich wird, dass sie dag Gewilinschte leistet.
{Ein formaler Korrektheitsbeweis ist nicht erforderlich.)

(Bitte beachten Sie, dass sich die Kopfposition in Bezug auf die Ausgabe im Ver-
gleich zu fritheren Kursdurchldufen gefindert hat!)

Aufgabe 4 (11 Punkie)

(a) (5 Punkte)
Sei g : N — N mit g(n) 1= n-+1 die Nachfolgerfunktion. Zeigen Sie mit
Hilfe von Aufgabe 3, dass g berechenbar ist.

(Hinweis: Ein direkter Beweis mit einer Registermaschine oder ein Rickgriff
auf Satz 3.2.5 ist hier keine gitltige Losung.)

(k) (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktion f: N — N, die definiert ist durch

fln)=> &

fir alle n € N, eine primitiv-rekursive Funktion iss.

Aufgabe 5 (15 Punkte)

(a) (7 Punkte)
Zeigen Sie, dass es eine berechenbare Funktion r : N — N gibt mit

Wiy (M) = 11 igan (20 4+ n)

fliir alle4.n € M.




(b) (8 Punkte)
Sei f:C N? — N eine berechenbare Funktion. Zeigen Sie, dass es ein
1 € N gibt, so dass

fir alle n € N gilt.

Aufgabe 6 (18 Punkte)

Fiir zwei beliebige Mengen A, B € N sel
(4,B) = {{i.j) i€ Aje B} CN

Zeigen Sie

{a} (8 Punkte)
AN B < (A B),

(b} (6 Punkte)
A rekursiv—aufzédhlbar = (A, N) rekursiv-aufzihlbar,

(c) (4 Punkte)
{K,,N) ist nicht releursiv.

(Hinweis: Sie diirfen die Aussagen vorhergehender Aufgabenteile auch dann ver-
wenden, wenn Sie diese nicht bearbeitet haben.)

Aufgabe 7 (9 Punkte)

Sel vg - N — @ die durch wg{i, j, k) = ;C—';—J’l- definierte Nummerierung der
rationalen Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funktion f: @ — @, die durch
fla)=1-q

fir alle ¢ € Q definiert ist, eine (¥g, vg)-berechenbare Funlktion ist.

Aufgabe 8 (9 Punkte)
Sei p: &% — R die Cauchydarstellung der reellen Zahlen. Zeigen Sie, dass
die Funktion f: R — R, die durch

flz) =1—-=x

fiir alle © € R definiert ist, eine (p, p}-berechenbare Funktion ist.




Anhang

Berechenbare Zahlenfunktionen (Satz 3.2.5)

Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests ¢t auf den natiirlichen Zahlen
sind berechenbar.

0 N° = N, 0() := 0 (nullstellige Nullfunktion).
. Z:N—=N, Z(z) =0 (einstellige Nullfunktion).
.S N—=N, 8(z):=z+1 (Nachfolgerfunktion).
VN =N, Viz) =z -1 (Vorgangerfunktion).

Ty, ..., ey =k fiir n, k € N {konstante Funktionen).

8
(=

) =1 + y (Summe).

3

e
R

z,y) =z — gy (arithmetische Differenz).

=

1

2

3

4

5. pro) : NF — N, e e, ) = fir 1< i < k (Projektion).
6. f(

(i

8. f{

9. f(

y) =z -y (Produkt).

10. g,7 :C N? —» Nmit z = g(z,y) vy + vz, y) und vz, y) <y fir y # 0
und g(x,y) = r{zr,y) = div fir y = 0 (Quotient und Rest).

:E?

11. flz,y) = z¥ mit 0° := | (Exponentiation).

12. f{z) = (/7 falls z Quadratzahl, div sonst}.

13. max(z,y).

14. min(z,y).

15. f{z) = (1 falls x Primzahl, 0 sonst).

16. f{z) := die z—te Primzah!.

17. flz,y) == (1 falls © < y, 0 sonst). (Entsprechend fiir <, =, >, >, #

anstelle von <.)
18. Es sel A C Nendlich. f(z) := (0 falls 2 € A, 1 sonst).

19. Essei g : N — Nberechenbar. f{z) := (die kleinste Zahl y mit g(y) = =
falls z € Bild(g), div sonst).

20. Es sei g : N — N berechenbar, und es gelte (Vy) g(v) < g(y + 1}. Dann
sel flz) = max{y|g(y) < z}.
21. fla, b} = ggl(a,b) falls a,b > 0, f(a,b) := 0 sonst.




Primitive Rekursion (Definition 4.3.3)

1. Fiir Funktionen ¢ :C N™ — N und Ay, ... A, :C NF — N sei die
Substitution Sub(g, k1, ..., hm) :C N¥ — N definiert durch

SUb(g) h’li T h‘m)(‘f) = ‘g(h’l(f)a e h’m(j))
fiir alle # € N¥,

2. Es selen ¢ : N¥ — N und A : N*2? — N. Die durch die beiden
Gleichungen

f(z,0) = g(&)
flz,y+1) = R(Z,y, f(Z,y))

(fir alle Z € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : NF
N wird mit Prk{g, h) bezeichnet. Man sagt: f entsteht aus ¢ und k durch
primitive flekursion.

Einige primitiv-rekursive Funktionen (Satz 6.2.2)

Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv—rekursiv:

L N N, cgc)(ml,...,x;c) == fir alle k,n € N (konstante
Funktionen).
2. 5:N? —= N, s(z,y) ==z +y (Summe).

3. VNN, Viz) =z - 1 (Vorgiingerfunktion).

4. d:N* — N, d(z,y) := ¢ = y (arithmetische Differenz).

5 m:N° — N, m{z,y) = z -y (Multiplikation).

Cauchy-Darstellung (Definition 9.4.6)

Die Cauchy-Darstellung p :C ¥ — R der reellen Zahlen sei wie folgt
definiert:

plp) =z : <= esgibb up,uy,... € Def(vpn ), 50 dass p = uglurd .. .,
und (Vk € N) 2 — vpae(ug)] < 27F




Primitive Rekursion (Definition 4.3.3)

1. Fiir Funktionen g :C N™ —— N und hy, ..., A, :C N* — N sei die
Substitution Sub{g, A1, ..., ) :C N¥ — N definiert durch

Sub(g, by, ., Al (Z) = g(R(Z), ..., hen(E))
fiir alle 7 € N*.

2. Bs seien ¢ : N¥ — N und h : N**2 — N Die durch die beiden
Gleichungen

f(z,0) = g(z)
fZy+1) = hZy flz,y)

(Fir alle T € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : NF*! —
N wird mit Prk({g, #) bezeichnet. Man sagt: f entsteht aus g und & durch
primitive Rekursion.

Einige primitiv-rekursive Funktionen (Satz 6.2.2)

Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv-rekursiv:

1. c,(f) - NfF — N, c-,(ﬂ,k)(ml,...,xk) = n fir alle k,n € N (konstante
Funktionen).

2. 5:N? — N, s(z,y) = z + vy (Summe).
3. V:N— N, V(z) =z~ 1 (Vorgéngerfunktion).
4. d:N* — N, d(z,y) = 2 ~ y (arithmetische Differenz).

5.m: NP — N, m{z,y) = z - y (Multiplikation).

Cauchy-Darstellung {Definition 9.4.6)
Die Cauchy-Darstellung p :C 2% —— R der reeillen Zahlen sel wie folgt

definiert:

plp) =z <= esgibt ug,u1,... € Def(vea), 80 dass p = ughuil. . .,

i

und (Vk € N) |z — v (ug)] < 27F




