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Aufgabe 1 (11 Punkte)
Es sei graphisch das Flussdiagramm F einer einstelligen verallgemeinerten
Registermaschine M wie folgt gegeben:

' Ro:= Ro+ R, Ry:=R;~1

HALT

(a) (1 Punkte) Welche der folgenden Behauptungen iiber F treffen zu (und
welche sind ggf. falsch)?

(1) (Vz)(¥n) (z > n=ES*"(1,(0,2,0,...)) = (1, (Cices1-n &% = 1,0, )
(2) (Vn)(Vz) (z > n = ES*"(1,(0,2,0,...)) = (1,(Tist1-n 6Z = 1n,0,...)))

(3) (vz)ES**(1,(0,,0,...)) = (1,(Zi-,%0,0,...))

(b) (7 Punkte) Beweisen Sie eine der korrekten Behauptungen in (a), fiir die
dies méglich ist, durch vollstindige Induktion nach der aufien stehenden
Variablen.

(c) (8 Punkte) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass

fulz) =Y i

t=1

fiir alle z € N gilt.

k

(Man beachte, dass 3 _,_; a; fiir den Fall j > &k definitionsgemis8 gleich 0 ist.)

Aufgabe 2 (11 Punkte)
Es sei [’ := ZN, und fiir alle d = (bo,b1,...) € D’ und i € N sei analog zu
den Registermaschinen definiert:

fi+(d) = (bo, ceey b,'_.l, b; +1, bi+1, .. .),

fz—(d) = (bo, (RN bi—l; bi - 1, bi+1, . .),



(1 fallsd(i)=0
t2(d) = { 2 falls d(s) # 0.

Sei D := NN die Datenmenge der (verallgemeinerten) Registermaschinen.
Eine Simulationsrelation Sim C D’ x D sei erklart durch

(d',d) € Sim : <= (Vi € N)d'(i) = vz (d(3)),

fir alle d € I’ und d € D. (Dabei ist vz die Standardnummerierung der
ganzen Zahlen, die definiert ist durch vz((i,j)) =i — j fiir alle i, j € N.)
Geben Sie - in Form von Befehlen verallgemeinerter Registermaschinen mit
berechenbaren Funktionen und Tests — Funktionen F;', F;” und F? an, so
dass gilt:

£ SimFF, f7 SimF, und t?Sim F?.

Aufgabe 3 (11 Punkte)

Das Flussdiagramm F einer einstelligen Bandmaschine M iiber dem Alpha-
bet T := {a, b} sei wie folgt gegeben:

Sei I' := £ U {B}. Wir behaupten, dass fiir alle w € *, u,v €™ undc €l
gilt: _

(1) (3t € N)ES*(1, (v, ¢, wBu)) = (3, (vew, B, u))
(2) (3t € N)ES* (3, (vBw,c,u)) = (7, (v, B, b®®)cu)) .
Beweisen Sie
(a) (7 Punkte) die Behauptung (2) durch eine geeignete Induktion, sowie

(b) (4 Punkte) f = fu mit Hilfe von (1) und (2), wobei f : ¥* — &*
- definiert ist durch

f(w) := b'®™) fiir alle w € T*.



Aufgabe 4 (9 Punkte)

Es sei T := {a} ein einelementiges Alphabet. Ferner sei g : ¥* — I* wie
folgt rekursiv definiert:

gle) = ¢
g(wa) = w

fir alle w € T*. Zeigen Sie unter Verwendung einer geeigneten Funktion
f: N — N und des Satzes iiber den Zusammenhang zwischen Zahlen- und
Wortberechenbarkeit (7.6 im Kurs), dass g berechenbar ist.

Aufgabe 5 (9 Punkte) _
(a) (7 Punkte) Es sei f : N> — N die Ezponentiation, definiert durch

flz,y)=2*
fiir alle z,y € N (mit 0° := 1). Zeigen Sie, dass f primitiv-rekursiv ist.

(b) (2 Punkte) Erlautern Sie die Definition der u-rekursiven Funktionen.
(Die Definition der Operatoren brauchen Sie dabei nicht anzugeben.)

Aufgabe 6 (15 Punkte)

(a) (10 Punkte) Beweisen Sie mit Hilfe eines Diagonalisierungsarguments,
dass die Menge J := {z € N | ¢.(z) = div} nicht rekursiv ist.

(b) (5 Punkte) Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Rice, dass die Menge
I:={z € N| (3y) ¢.(y) = div}

nicht rekursiv ist.

Aufgabe 7 (11 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) (5 Punkte) Die Menge A := {(z,y) € N® | z -y € K,} ist rekursiv—-
aufzahlbar.

(b) (6 Punkte) Die Menge B := {(z,y) € N? | p.(y) = div} ist rekursiv-
aufzéhlbar.



Aufgabe 8 (13 Punkte)

(a)- (5 Punkte) Es sei vco die Cantorsche Nummerierung von N2, also vgp =
71, Zeigen Sie, dass die Diagonale A := {(z,y) € N? | z = y} C N?
Veo-rekursiv ist.

(b) (8 Punkte) Es sei sq : PV — P die durch
sq(f)(n) := (f(n))? fir alle f € PV und n € N

auf der Menge P aller einstelligen berechenbaren Funktionen defi-
nierte Funktion. Zeigen Sie, dass sq (¢, ¢)-berechenbar ist.



Anhang

Definition (Simulation)

D, D’ seien Mengen, und es sei Sim C D x D'. Statt (d, d') € Sim schreiben
wir dSimd’ und sagen auch: d' simuliert d (bzgl. der Simulationsrelation
Sim ).

1. Seien f:C D — D und f' :C IY — D' gegeben.
Wir sagen “f’ simuliert f (bzgl. Sim)” und schreiben dafiir fSim f’,
gdw. fiir alle d,d’ mit dSimd' gilt:

f(d) existiert <= f'(d') existiert
und  f(d) existiert == f(d)Sim f'(d').

2. Seient:C D — {1,...,k} und ¢’ :C D' — {1,...,k} gegeben.
Wir sagen “t’ simuliert t (bzgl. Sim)” und schreiben ¢ Sim ', gdw. fiir
alle d,d' mit dSimd' gilt:

t(d) existiert <= t'(d') existiert
und  t(d) existiert == t(d)=1t'(d).

Satz 7.1.9
Es sei ¥ ein Alphabet, es sei v : N — X* eine Standardnummerierung von
$* und es sei k € N. Es sei g :C (£*)* — Z*. Dann gilt:

g berechenbar <= v~1gi7 :C N¥ — N berechenbar.

Definition (primitive Rekursion)

e Fiir Funktionen g :C N™ — N und hy, ..., hm :C NF — N sei die
Sustitution Sub(g, hi, ..., hm) : NF — N definiert durch

Sub(g, b1, . . ., hm)(Z) = g(h1(%), - . ., Am(Z))
fiir alle 7 € Nk.
e Es seien g : N — N und h : N¥*2 — N. Die durch die beiden

Gleichungen
f(z,0) = ¢(z)
f@y+1) = h(Zy f(Zy))

(fiir alle Z € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : N*¥! —
N wird mit Prk(g, h) bezeichnet. Man sagt: f entsteht aus g und h durch
primitive Rekursion.



Definition (primitiv—rekursive Funktionen)

Wir nennen
Gr:={0,2,S}u{pt® |i,ke N,1 < i<k}

die Menge der primitiv—rekursiven Grundfunktionen.
Eine Funktion f : N* — N heifit primitiv-rekursiv, gdw. wenn sie sich
in endlich vielen Schritten aus der Menge Gr durch wiederholtes Anwenden

der Operatoren Sub und Prk erzeugen lasst.
Wir bezeichnen die Menge der primitiv-rekursiven Funktionen mit PRK.

Satz (einige primitiv—rekursive Funktionen)
Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv-rekursiv:

1. & . N — N, c,(,k)(xl,...,:vk) := n fiir alle k,n € N (konstante
Funktionen).

2. s: N2 — N, s(z,y) := = + y (Summe).

3. V:N — N, V(z) := £ = 1 (Vorgéngerfunktion).

4. d: N2> — N, d(z,y) := z = y (arithmetische Differenz).
5. m: N2 — N, m(z,y) := = - y (Multiplikation).

Satz (Satz von Rice)
Fiir jede Menge F C P mit F # @ und F # P ist die Menge

¢ ![F)= {i € N| ¢; € F} nicht rekursiv.

Definition (v—rekursiv)

Es sei v eine Nummerierung von M und X C M. Dann heifit X v-rekursiv,
gdw. es eine berechenbare Funktion g :C N — N gibt mit

. 1 fallsv(i)e X
g(i) = { 0 Sonsst,V(Z) €

fiir alle ¢ € Def(v).



