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Aufgabe 1

(a) Sein € N. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iber
n € N.
n =0 Fiir n =0 gilt

ES*%(2, (2,9, 2,0, ) =02,(z+0-y,y, 2—-0,0,...))

und damit die gewiinschte Behauptung.
n—n+1Sei n+1 < 2z Dann ist insbesondere n < z und mit der
Induktionsvoraussetzung erhalten wir

ES*™Y(2, (z,9,2,0,...))
ES*(2,(z+n-y,y, 2= n,0,..))dan<z
= 2(z+n-y+y, v, 2=n-10,.)),

also die Behauptung fiir n + 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen.
(b) Sei a € N. Wir erhalten o

ES***2(1, (0, a,0,0,...))
= ES***(2,(0,qa,q,0,0,..))
ES(2,(0+a-a, a,a—=a,0,..))
(5, (a? a, 0,0,...)).

Insgesamt folgt daraus fis(a) = a? fiir alle a € N.

Aufgabe 2

Das folgende WHILE-Programm berechnet f

((Ry : (Ro+; Ri=)); (Ra : (Ro—; Ro—)))-

Aufgabe 3

Die durch das folgende Flussdiagramm gegebene Turingmaschine leistet das
Gewiinschte:



Aufgabe 4
.' (a) Esist

h = Sub (s, Sub (m, prga),prgs)) , Sub (S, pr(zs))) )

(Dabei sind s und m wie in Satz 7.2.2,, und S ist wie in Definition
7.2.1.) Es folgt, dass f primitiv-rekursiv ist. "

(b)  Die Funktion f: N? — N erfiillt die folgenden Rél;ursionsgieichun-
gen:

flz,0)=z-0= Z(x)
und
fleyy+1) = f(z,9) +z- (y+1) = s(f(z,9),m(z,S(y)))

fiir alle z,y € N. Definiert man nun A’ : N* — N durch h'(z,y,2) :=
s(z,m(z,S(y))), dann gilt offenbar f = Prk(Z, h’). Ferner sind sowohl
Z als (nach Satz 7.2.2) auch A’ primitiv-rekursiv, denn

h' = Sub (s,prgs),Sub (m, prgs), Sub (S, prgaj))) .

Es folgt, dass f primitiv-rekursiv ist.

(¢) Esseig:N? — N definiert durch
9(z,y) =z — ¢’

fiir alle z,y € N. Dann ist § primitiv rekursiv, denn

g = Sub (g,prgg),Sub (m,prég), prgz))) .



Ferner gilt, falls es ein y € N mit z = y? gibt,
sqrt(z) = vz = min{y € N | z = %} = min{y € N| |z —¢?| = 0}.

Andernfalls ist die Menge {y € N | z = y?} leer, und dann ist sqrt(z) =
div. Also gilt in jedem Falle sqrt(z) = & (g) (z), d. h., sqrt = i ().

Aufgabe 5

Sei h :C N2 — N definiert durch h(j, (n,4)) := ©,(4,5) +1. Dann ist h € P,
denn fiir alle 4, j,n € N gilt

R(3, (n, ) = ug(n, (i, 3)) + 1.

Nach dem utm-Theorem ist u, berechenbar, die Cantorschen Tupelfunktio-
nen, ihre Inversen und die Projektionen sind berechenbar. Also entsteht A
durch Substitution von berechenbaren Funktionen in berechenbare Funktio-
nen und ist damit auch berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es ein
r € RW mit

Pr(5) <n: 3) = h’(J: (?‘L,i)) _
fiir alle j,(n,i) € N. Nach dem Rekursionssatz gibt es'?_zu jeder Funktion
r € RW eine Zahl jo mit ¢, = (). Also folgt insgesamt

(ro.'fo(n& 2) = ©r(j0) (n: ?') = h‘(jﬁa (na 1)) = (pn(i!j(]) +1

fir alle n,7 € N.

Aufgabe 6

(a) Es sei M eine verallgemeinerte Registermaschine, die bei Eingabe von
(i,z) erst @;(z), dann (i) berechnet und halt, wenn beide Werte
existieren und gleich sind (und andernfalls divergiert). Offenbar ist
A = Def(fu). Nach dem utm-Theorem sind alle vorkommenden Funk-
tionen sowie alle Tests berechenbar. Damit ist fjs berechenbar und
somit A rekursiv-aufzahlbar.

(b) Wir zeigen K, < A. Da K, nicht rekursiv ist, kann nach Satz 9.3.5
auch A nicht rekursiv sein. Es gilt

i€ K, <= [pi(i) existiert und ¢;(i) = ¢;(i)] <= (4,1) € A.

Wir definieren h(i) := (i,4). Dann ist A € R® und es gilt K, =
h~1[{0}]. Damit gilt K, < A.



(c) A kann nicht endlich sein, denn jede endliche Menge ist rekursiv (Satz
9.1.4).

Aufgabe 7
(a) Es sei f:C N — N definiert durch

0 falls i=7+k
div sonst.

gk =
Fir alle (¢, 7, k) € Def(v) gilt dann
f(i, 5, k) exist. <> i=j+k < (i—j)/k=1 < v(i,j,k)=1.
Nach Def. 10.1.3 des Kurses ist die Menge {1} v-r.a.

(b) Es gilt fiir £ # 0 und ¢ # j,

1k _{%Efallsi>j
i-j g5 ) 0=k P
=iy o falls 1< 7.

Wir definieren daher z.B. eine Funktion g : N — N durch

o oov | (k0,5 =) falls i >
9(t, 5 k) "{ (0,k,j = 14) falls i < j

fiir alle 4, 7, k € N. Dann ist g berechenbar, und es gilt fiir alle (i, j, k) €
Def(v), so dass 1/v(3, , k) existiert, also fiir alle (7, j, k) mit k& # 0 und
i# g

Il

9 = v(k,0,i— j) =vog(i,jk) falls i>j
0."?.“ v(0,k,j—iy=vog(ijk) falls i <j.

J=t

Nach Def. 10.1.3 ist die Funktion f (v, v)-berechenbar.

. k
fOV(Z,j,k> — ;:3 -

Aufgabe 8

(a) Nein, denn f ist nicht stetig. Nach Satz 10.4.12 ist aber jede (p, p)-
berechenbare Funktion stetig

(b) Es sei w € X* so dass vpa(w) = 0. Die Funktion g : ¥ — £* mit
9(p) = wH#wHwH# . .. ist berechenbar. Fiir alle p € Def(p) mit p(p) €

Def(f) d-h. p(p) # 0 gilt f o p(p) = 0 = po g(p). Damit ist f (p,p)-
berechenbar.



(c) Esgibt ein Wort w € T*, so dass vrat(w) = a. Es sei p 1= wH#wHw# . . ..
Dann ist die Funktion g : {()} — X mit g() = p berechenbar. Offenbar
gilt a = p o g(). Damit ist die Zahl a p-berechenbar.

(d) Es gibt nur abzihlbar viele berechenbare Funktionen g : {()} — £“.
Also kann es nur abzihlbar viele berechenbare Zahlen geben. Die Menge
der reellen Zahlen ist aber nicht abzdhlbar.



