
AU[gabe 2 (9 Punkte, (e) 2 Punkte, 1 Punkt sonst)

Geben Sie Definitionen an für:

(u) /-ti0) für eine partielle Funktion / :C IN ---+ lN;

(b) Datenmenge D einer Registermaschine;

(c) / :c INk --- IN ist berechenbar;

(d) /r(ä) für eine totale Funktion ä:lN2-* IN;

(e) Prk(g, h) frir totale Funktionen g : INe -- IN und ft, : INe+2 -' lN;

(f) Nummerierung einer Menge M;

(S) A < B für Mengen,4,B e IN;

(h) Notation einer Menge M.

Aulgabe 3 (10 Punkte)

(t) (je 2 Punlcte)Formulieren Sie:

(a) das smn-Theorem,

(b) den Satz von Rice.

(lr) (3 Punkte)Geben Sie 3 verschiedene Charakterisierungen der rekursiv-aufzählbaren

Mengen Ä -C [\ an, die Sie im Kurs 01653 kennengelernt haben.

(iii) (3 Punkte)Geben Sie 3 verschiedene Charakterisierungen der Menge der berechen-

baren Zahlenfunktionen an, die Sie im Kurs 01653 kennengelernt haben'

:!U[gabe 4 (11 Punkte)

(") (tr Punkte) Geben Sie ein LOOP-Programm P an, das das Quadrat einer Zahl

berechnet, d.h. es soll

A C o ) , ( P ) o E C ( a ) : a 2

für alle a € IN gelten.

(b) (7 Punkte)Zeigen Sie die Korrektheit des von Ihnen im Teil (a) gewählten LOOP-

Programms P.

Beachten Sie bitte den Anhang. Dort finden Sie die Definition der Syntax und Semantik

der LOOP-Programme.



Anhang

LOOP-Programme
Für jedes z e IN sei ,Q eine Kurzschreibweise für die Zeichenreihe -R0. . .0 (A gefolgt von

z Nullen).

a) Für jedes z € IN sind &* und Ai- LooP-Programme'

b) Wenn die Zeichenreihen P und Q LOOP-Programme sind und i e lN ist, dann

sind auch

( P ; Q )
( R u l P l Q )
( R i :  P )

LOOP-Programme.

c) Keine anderen Zeichenreihen sind LOOP-Programme.

Semantik der LOOP-Programme:

Für jedes LooP-Programm P sei eine Funktion )(P) : D - D, wobei D : INN,

definiert durch:

a )  ) ( A t + ) ( a o , a r , . . ' ) , :  ( o o , o r , . . . , a i - r , a a *  I , a + t , . . . )
) ( f t - ) ( 4 6 ,  a r ,  .  .  . )  t :  ( o o ,  a r t '  . '  , a i - r , o , i ' I , a i + I , .  .  . )

b)  ) (P;  Q)  ' :  ) (Q)  o ) (P)

c )  Ä ( .Ra  tp ta )u , ) : { i [ ä ] [ j ]  
f a rsd ( i )  : 0

d)  XAi  :  P) (d ) : :  Ä(P)d( i ) (d )

ftir alle ? € IN und alle LOOP-Programme P und Q'

Definitionen idry, uv, uqi

a) idnq : IN -----* IN, idN(k) :: k für alle k e IN;

b) ,o: IN .---' Z, uz (i, i) ,: i ' - j fnr alle i,l € IN;

c) us:lN ------+ Q, ze U,,i,k) 
': 

ff i  für alle i, j ,,k e IN.



Berechenbare Zahlenfunktionen. Die wie folgt definierten Funktionen / und Tests t

auf den natürlichen Zahlen sind berechenbar.

a) Ö : lNO -* N, Ö0 :: 0 (nullstellige Nullfunktion).

b) Z : IN-----+ \\, Z(r)::0 (einstellige Nullfunktion).

c) S:lN-----+ IN, S(r) : :  tr* 1 (Nachfolgerfunktion).

d) V:lN ------+ lN, V(z) :: x ! 1 (Vorgängerfunktion).

" )  p t l o ) : lNk  - - *nV ,  p t l k )1 r1 , . . . ,  *n ) t :  r a  fü r  7< i<  k  (P ro jek t i onen) '

f) f  (rt , . . . ,rn):: k fr ir  n, le e IN (konstante Funktionen)'

e )  f @ , y ) : : r * g ( S u m m e ) .
h) /(", g) :: r = g (arithmetische Differenz).

l )  f  ( r , g )  : :  r . g  (P roduk t ) .

j)  q,, :q nt{2 ------+ IN mit r :  Q(r,ü' A + r(r,A) und r(r, a) < y fnt y I 0 und

q(r ,a) : r ( r ,9)  :  d iv  für  9 :0 (Quot ient  und Rest) '

k) /(", g) :: xv mit 00 :: 1 (Exponentiation).

l) /(") t: (rt fails r Quadratzahl, div sonst).

m) max(z,gr).

n)  min(r ,9) .

o) t(r) ;: (1 falls r Primzahl, 2 sonst).

p) /(r) :: die r-te Primzahl.

q)  t ( r ,y)  : :  (1  fa l ls r  lA,2sonst) .  (Entsprechendfür  ( , : ,  ) ,  ) ,  f  anste l levon < ' )

r) Es sei Ä e lN endlich. f  (r): :  (0 fal ls t e A,l sonst).

s) Es sei g : IN ------+ IN berechenbar. /(r) ': (die kleinste zahl y mit g(y) : r falls

r e Bild(g), div sonst).

t) Es sei g : IN ------+ IN berechenbar, und es gelte (VA) g(A) < g(A * 1)' Dann sei

f (r) :: max{s I g(a) < "}.
u) /(a, b) ::  ggT(a, b) fal ls a,b ) 0, f  (a,b) ::  0 sonst.


