- 01653 Emfuhrung in die Theoretische Informatik A
Klausur vom 21. Mérz 2009

Es miissen Thnen 10 Seiten Klausurtext vorliegen:

das Deckblatt fiir Thre Lbsungen,

eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,

'diese Vorbemerkungen,

5 Blatter mit 10 Aufgaben,
e 2 Seiten Anhang.
~ Priifen Sie zunéchst die Volisténdigkeit Threr Klausurunterlagen.

Fiir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie 3 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 01653 erhalten Sie, wenn Sie

| e in dieser Klausur mmdestens 40 der moghchen 100 Punkte erreichen
und zusétzlich

e mindestens 25 % der insgesamt méoglichen Punktzahl in den Einsende-
~aufgaben erreicht haben

Fillen Sie bitte zun#chst das Deckblatt fiir Thre Losungen aus und, falls
gewinscht, die Bescheinigung fiir das: Finanzamt. Schreiben Sie auf jedes ITh-
rer Losungsblétter oben rechts Thren Namen und Thre Matrikelnummer. Falls
es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt, geben Sie bitte
- zusétzlich die Nummer der Aufgabe an. Bei Abgabe Ihrer Losungsbldtter
heften Sie diese bitte — beginnend mit dem Deckblatt und méglichst nach
Aufgaben sortiert — zusammen.

.A Schreiben Sie Thre Lésungen bitte nicht mit Bleistift auf!

Bei der Bearbeituﬁg der Klausuraufgaben Wiinschen Wir Thnen viel Erfolg.
Wir senden Thnen die korrigierten Klausuren so rasch wie moglich zuriick.
R Mit freundlichen Griifen

IHRE KURSBETREUER -




Aufgabe 1 (10 Punkte)

Eine emstelhge verallgememerte Registermaschine M sei gegeben durch fol—
gendes Flussdiagramm F':

— | Ry:=1 Ry = 0?2 >= Ry := Ry+ Ry Ry:=R;~1
5 +
- HALT

(a) (1 Punkt)
~ Welche der folgenden beiden Behauptungen trifft zu?
(i) Firallen GNUund alle k € N mit k < n gilt
ES*(2,(1,7,0,0,...)) = (2,(2%,n—,0,0,..)).
' (11) Fir aHe 2 € Nund alle n € Nmit z > n gilt
ES3”*( ,(1,2,0,0,:..)) = (2,4 (2- “ 7z —n,0, o D).
(b) .(6qunkte‘) . | . n = o.
Beweisen Sie die zutreffende Behauptung aus (a).

(c) (8 Punkte)

Beweisen Sie fi(z) = 2% fiir alle z € N oder fu(z) = 2 -z fiir alle
z €N '

Aufgabe 2 (9 Punkte)

Das Flussdiagramm F einer einstelligen Bandmaschme M iber ¥ = {a, b}
sel wie folgt gegeben: :




Sei I' := X U {B}. Fiir alle w € ©*, u,v € I'* und c € T gilt dann:
(¥) (3t €N) ES* (1, (v,c,wBu)) = (5, (vca®™, B, u)),
wobei lg(w) die Linge des Wortes w bezeichne.

(a) (7 Punkte)

Beweisen Sie (x).

(b) ( 2 Punkte)
Es sei [ — X* sel deﬁmert durch

- f(w) = as®)

fiir alle w € X*. Folgern Sie fy; = f mit Hilfe von ().

Aufgabe 3 (11 Punkte)

(a) (4 Punkte) .
 Es sei f:N? — N definiert durch

(@) ——y+szJrl

=0

fir alle z,y € N. Geben Sie Funktlonen g und h an, so dass f =

Prk(g, h) gilt.

(b) (7 Punkte) A
Es sei thrt :C N — N definiert durch

thrt(z) i— Yz falls (GyeN) z =1y
T div  sonst, '

fir alle z € N. Zeigen Sie, dass thrt durch M—Rekursmn aus einer bere-

chenbaren Funktion g entsteht




Aufgabe 4 (10 Punkte)

Es sei x : N — PRK® eine totale‘Nummerierun'g der einstelligen primitiv-
rekursiven Funktionen. Ferner sei eine Funktion f : N — N definiert durch

'f(z')::{l falls x()(i) = 0

0 sonst,

fiir alle ¢ € N. Ist f primitiv-rekursiv? Beweisen Sie Thre Antwort!

Aufgabe 5 (10 Punkte)
Es sei ug : N> — N die universelle Funktion der Standardkomplemtat ® zu
©, also

us(i, z) = Pi(x)

fur alle 4,z € N. Beweisen Sie, dass der Definitonsbereich A = Def(us) von
ue rekursiv-aufzdhlbar, aber nicht rekursiv ist.

Aufgabe 6 (10 Punkte)

- Es sei Kk € Nmit & > 1.
(a) (5 Punkte)

Unter welchen der folgenden, im Kurs betrachteten Operationen sind
- die rekursiven bzw. die rekursiv-aufzéhlbaren Teilmengen von N* abge-
schlossen: Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Urbild unter tota-
len berechenbaren Funktionen, Urbild unter partiell-rekursiven Funk-
tionen, Bild unter der Cantorschen Tupelfunktion?

| (b) (5 Punkte)

Beweisen Sie, dass dle Jjeweils ggf. fehlende(n) Elgenschaft(en) nicht gllt
(gelten)

Aufgabe 7 (10 Punkte)

Es sei ¢ : N — P die Standardnummerierung der einstelligen berechenba-~
ren Funktionen. Ferner sei Z die einstellige Nullfunktion, und eine Funktion
g : N — N sei definiert durch

N1 fallsp@)=2
9(1) = { 0 sonst,

fiir alle ¢ € N. Ist g berechenbar? Beweisen Sie Ihre Antwort!




Aufgabe 8 (11 Punkte)

. Es sei Vg ist die Standardnummerlerung von Q. Eine partielle Funktlon v:C
N — Z sei definiert durch

_ | vo(n) fallsug(n) €Z
v(n) = { div sonst,

~ fiir alle n eN. Beweisen Sie:
(a) (8 Punkte) |
v ist eine Nummerierung von Z.
(b) (8 Punkte) ‘

v ist zur Standardnummerierung vz von Z dquivalent.

Aufgabe 9 (10 Punkte)

Erldutern Sie die Arbeitsweise emer Typ-2-Maschine und definieren Sie dann,
- wann eine Funktion f :C (Z“’) — 2, wobei X ein Alphabet ist, berechenbar
heifit.

Aufgabe 10 (9 Punkte)

Welche der folgendén Behauptungen sind richtig und welche falsch?

- (Bei dieser Aufgabe erhalten Sie fiir jede richtige Antwort (entweder ,richtig®
oder ,falsch) einen Punkt. Fiir eine falsche Antwort wird Ihnen dagegen ein
Punkt abgezogen. Nicht beantwortete Fragen werden mit 0 Punkten bewer-
tet. Insgesamt kann keine negative Punktzahl erzielt- werden. thre Antworten
brauchen Sie nicht zu begriinden.) -

(a) Ist die von einer verallgemeinerten Regisﬁermaschine M berechnete
Funktion fj; berechenbar, dann sind alle Funktionen und Tests im
Flussdiagramm von M ebenfalls berechenbar.

(b) Ist die Wortfunktion f:C $* — ©* berechenbar und ist A ein Alphabet
- mit A D %, dann ist auch die durch g(w) = f(w) fiir alle w € &*
- definierte Funktion g :C A* — A* mit Def(g) = Def(f) berechenbar.

(c) Fir alle k € N gilt R® ¢ p®)_

(d) Wenn die Churchsche These zutrifft, dann ist Jede maschmell berechen-
bare Funktion ,u—rekursw
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(e) Ist A C N rekursiv-aufzihlbar, dann ist auch vs[A] rekursiv-aufzahlbar,
wobel vy die Standardnummerierung von 2* sei.

(f) Die Menge {(i,7) | 4,5 € N, 7 # j} ist nicht rekursiv-aufzéhlbar.

(g) Ist A C N rekursiv und gilt A < B fiir die Teilmenge B C N, dann ist
auch B rekursiv. ‘ '

(h) Die Menge der in einem Beweissystem beweisbaren Satze ist im Allge-
meinen nicht rekursiv-aufzéhlbar.

(i) Die Multiplikation mit 3 ist eine berechenbare reelle Funktion.



Anhang

Berechenbare Zahlenfunktionen

Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests ¢ auf den na,turhchen Zahlen
sind berechenbar.

1.

© 0 N ook N

—
e

11. f
12,
13.
14.
15. f
16. f
17. f

0:N° = N, 0() := 0 (nullstellige Nullfunktion).

Z :N—N, Z(z) := 0 (einstellige Nullfunktion).

S:N—=N, §(z) := 2+ 1 (Nachfolgerfunktion).

V:N=N, V(iz):=z+1 (Vorgangerfunktion).

pr® Nk SN, pr¥(zy, . .. ,Tr) = x; fiir 1 <4 <k (Projektion).
f(z1,...,2n) ==k fiir n,k € N (konstante Funktionen).

f(z,y) := z +y (Summe).

f(z,y) = = +y (arithmetische Differenz).

f(z,y) ==z -y (Produkt). |

q,7:C N2 - N mit z = ¢(z,9) - y + r(z,y) und r(z,7) <yfury740
und ¢q(z,y) = r(z,y) =1 fiir y = 0 (Quotient und Rest)

f(z,y) == z¥ mit 0° := 1 (Exponentiation).
f(z ) (\/— falls z Quadratzahl, Tsonst) k
max(z,y).
min(z, y). -

F(z) := (1 falls z Primzahl, 0 sonst).

f(z) := die 2-te Primzahl.
f(z,y) := |z — y| (Absolutbetrag).

Primitive Rekursion, u-Rekursion

1.

Es sei Q(x) eine Eigenschaft, in der eine natiirliche Zahl z als Parameter
vorkommt. Dann sei o

» [ minM fallsM—{k€N|Q( )}75@
alQ(a)] = { M ol
Es selen g : N* — N und h : N¥+? — N. Die durch die beiden Gleichun-
gen S
(&0 = g(z)
FEy+1) = h(E5 @) |
(fiir alle Z € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : N*1 —

- N wird mit Prk(g, h) bezeichnet. Man sagt f entsteht aus g und A -

durch primitive Rekursion.






