Theoretische Informatik A
Loésungen zur Klausur vom 21. Mirz 2009

Aufgabe 1
(a) Die Behauptung (i) trifft zu.

(b) Wir beweisen die Behauptung (i) durch vollstandlge Induktlon iber
k e N. .

Induktionsanfang k =0 :
Offensichtlich gilt

BS*(2, (1,,0,..)) = (2,2~ 0,0,..).

Induktionsschritt k — k41 :

Sei k+1 < n. Dann gilt insbesondere k < n und wir diirfen die Induk-
‘tionsannahme verwenden: :

ES3(+1)(2, (1 n, 0 )) :
= ES%(2, (2%, n ..)) . (Ind.-annahme)
= ES%*(3,(2%,n ) (n—k>1>0)

_ES(4,(2’“+2’“ n— k 0,...)
(2, (2k-2,n—k—1,o,...))
= (2,2, n—(k+1),0,..),

womit die Behauptung bewiesen ist.

(c) Es gilt . ’ .
ES*™*(1,(0,n,0,0,...))

= ES***(2,(1,n,0,0,..))

= ES(2,(2",n —n,0,...)) (nach Teil (a))

(5,(2%,0,0,...))

Da die letztgenannte Konfiguration eine Endkonfiguratlon ist, ergibt

sich daraus
GS(1,(0,n,0,0,...)) = (5, (2",0,0, )




Mit dem Flussdiagramm F aus der Aufgabenstellung erhalten wir also

fu(n) = ACo fpoECH(n)
= ACo fr(0,n,0,0,...)
= AC(2",0,0,..)
= " :

fir allen € N.

Aufgabe 2 ‘ _ _
(a) Wir beweisen Behauptung (*) durch vollstindige Induktion nach n =

lg(w).
n=20: .

In diesem Fall ist w = ¢, und mit £ := 3 erhalten wir durch leichte
Rechnung fiir alle u,v € und c€T': ' '

ES' (1, (v, c,eBu)) = (5, (ve, Byu)) = (5, (vea'®®, B, w)) .

" Also gilt die Behauptung in diesem Fall.
n—n-+1:
Sei nun lg(w) = n + 1. Dann gibt es w’' € £* und de %, so dass
w = dw'. Es gilt nun fiir alle u,v € I'™*, undcel

ES® (1, (v, ¢, wBu)) = (1, (v, a,_w'Bu)),

und zwar sowohl im Falle d = a als auch im Falle d = b. Es ist lg(w’) =
n. Wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf w’ an, und zwar
mit a anstelle von ¢ und vc anstelle von v. Danach existiert ein ¢ € N
mit

ESY (1, (v, a, w'Bu)) = (5 (vcaa®™) B, u)) = (5, (vea*™, B, u)) .
Setzen wir ¢ := 3 + ¢/, dann folgt o
ES* (1, (v, c,wBu)) =(5, (vca'®™), B,u)) .

Dies war zu zeigen.




(b)- Sei w € &* gegeben. Fir v = u = € und ¢ = B liefert Behauptung (x)
' die Existenz eiries ¢ € N mit

ES' (1, (e, B,wB)) = (5,(Ba"*™), B,¢)) .

Unter Beriicksichtigung der Ein- und der Ausgabecodierung fiir Band-
maschinen ist damit fis = f gezeigt.

'~ Aufgabe 3
(a) Es gilt
flz,0) =0
y+1 '
fla,y+1) = y+1+» i
' =0

= y+1+ zy:z'mfl + (y -+ 1)**
— o)+ D
Wir definieren nun g : N — N durch
e
und A : N® — N durch
h(a,b,c) :==c+ (b+ 1)“+1‘-|— 1

fiir alle a, b, c € N. Dann ist f(z,0) = g( Yund f(z,y+1) = h(a:;yzf(:v,y)),
also gilt f = Prk(g, h). ‘ ' :

(b) Es sei g : N> — N definiert durch
9(@y) =z —-y’|

fiir alle z,y € N. Dann ist g primitiv rekursiv, denn

g =Sub (| |,pr1 ), Sub (m Sub (m prg ),pr;(f)> prg)))




und : |
|--] = Sub (s,d, Sub(d, pr{”, pr{’ ))) :

(Die Bezeichnungen sind hier wie in Satz 6.2.2.) Also ist g berechenbar.
(Wir hétten auch Item (17) aus dem Anhang verwenden konnen.)

Ferner gilt, falls es ein y € N mit z = 3® gibt,
thrt(z) = ¥z = min{y € N| z = 4*} = min{y € N| |z — ¢*| = 0}.

Andernfalls ist die Menge {y € N | z = y*} leer, und dann ist thrt(z) =
div. Also gilt in jedem Falle thrt(z) = [ (9) (z), d. h., thrt = i (g).

Aufgabe 4

Die Funktion f ist nicht primitiv-rekursiv, denn sie unterscheidet sich von je-
der einstelligen primitiv-rekursiven Funktion gerade an deren Nummer. Dies
wollen wir noch etwas ausfithrlicher begriinden. Dazu nehmen wir an, f sei
primitiv-rekursiv. Da f einstellig ist, gibt es dann ein j € Nmit f = X( ).

Fall 1: x(5)(5) = 0.
Dann ist f(j) = 1 nach Definition von f. Andererseits gilt aber f (4) =
x(7)(5) = 0 wegen f = x(j). Widerspruch!

Fall 2: x(5)(j) # 0.
Dann ist f(j) = 0 nach Definition von f. Andererse1ts gllt aber fG) =
x(7)(J) # 0 wegen f = x(j). Widerspruch!

D.h., in beiden moglichen Féllen ergibt sich ein W1derspruch D1e Annahme '
ist also falsch Damit ist f nicht primitiv-rekursiv.

Aufgabe 5
Nach (2) des ®-Theorems (7.2.7) gilt

| Def(:) = Def(y)
fiir alle 1 € N. Es folgt fiir alle ,n € N :

®;(n) # div < %‘(n) # div.



- Also gilt , ‘ ,
(i,n) € Def(ug) < (i,n) € Def(u,), .
d.h., A = Def(u,) = K. Nach Satz 8.3.1 (Halteproblem) ist A rekursiv-
aufzéhlbar, aber nicht rekursiv.

Aufgabe 6

(a) Nach Satz 8.1.7 des Kurses sind die rekursiven Teilmengen von N* ab-
geschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung, Komplement, Urbild bez.
einer totalen berechenbaren Funktion sowie unter Anwendung der %-
stelligen Cantorschen Tupelfunktion. _

Nach Satz 8.2.3 des Kurses sind die rekursiv-aufzihlbaren Teilmengen

von N¥ abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung, Urbild bez. ei-

ner partiell-rekursiven Funktion sowie unter Anwendung der k-stelligen
- Cantorschen Tupelfunktion. '

(b) Die rekursiven Mengen sind nicht generell unter Urbild bez. einer partiell-
rekursiven Funktion abgeschlossen. Gegenbeispiel: Sei f : N — N defi-
niert durch

e 1 fallsie K,
@) = { div sonst,

fur alle ¢ € N. Dann ist f € P, die Menge {1} C N rekursw aber
~1[{1}] = K, (nach Satz 8.3.1) mcht rekursiv.

D1e rekursiv-aufzédhlbaren Mengen sind nicht unter Komplement abge-
schlossen. Ein Gegenbeispiel ergibt sich sofort mit Satz 8.3.1.

Aﬁfgabe 7

~ Wir behaupten, dass g nicht berechenbar ist. Andernfalls wére namlich die
Menge A = {i € N| ¢(i) = Z} entscheidbar, denn g ist gerade die charakte-
ristische Funktion dieser Menge. Offenbar gllt

{2}

Da weder {Z} = § noch {Z} = PW gilt, ist A nach dem Satz von Rice
jedoch unentscheidbar. Folglich kann g nicht berechenbar sein.




Aufgabe 8

(a)

Es sei m € Z. Dann lésst sich m wie folgt darstellen:

mT“O “fallsm >0
m =
0=m) - falls m < 0.

Also gilt im ersteﬂ Fall m = v(m,0,0), und im zweiten Fall'm =

~ v{(0, —m, 0). Damit ist v surjektiv, also eine Nummerierung von Z.

Zuerst zeigen wir vz < v. Dazu definieren wir f : N . N-durch
f{i,3) = (i,4,0)

fir alle (7,5) € N. Die Funktion f i_st berechenbar wegen Satz 4.2.2
(u.a.). Ferner gilt '

»VQf('l'»J) = VQ(%.?)O) = ——1—— =tr—J]= VZ(%J)

fiir alle (¢, 7) € Def(vz) = N. Damit ist vz < v.

Nun zur umgekehrten Reduzierbarkeit. Wir definieren ¢ :C N — N

durch .
- (qi — 7, k+1),0) fallsi>j
0,9(j —i,k+1)) fallsi < j,

fiir alle (i,7,k) € Def(v); dabei ist g die berechenbare Funktion aus
Satz 3.2.5(10). Wegen dieses Satzes und, wiederum, wegen Satz 4.2.2
ist g berechenbar. Da aulerdem im Falle i < j 0

g@ﬂ@?={

o i—J
—q(j—i,k+1)=

—q(f —4,k+1) T 1
gilt, ergibt sich ‘ ..
' - UZg<i,j,k>=V<i,-j,k> )

 fiir alle (3, j, k) € Def(v), also v < vg.



Aufgabe 9

Eine Typ-2-Maschine arbeitet bis auf das Handling der Ein- und Ausgabe wie
eine Turingmaschine. Als Eingaben fiir eine Typ-2-Maschine sind unendliche
Folgen von Zeichen iiber dem Alphabet X erlaubt. Die Maschine rechnet
unendlich lange und schreibt dabei von Zeit zu Zeit ein Symbol auf das
Ausgabeband. Ein einmal auf das Ausgabeband geschriebenes Zeichen darf’
~ nicht mehr versindert werden; m. a. W., auf dem Ausgabeband folgt der Befehl
»einen Schritt nach rechts gehen® stets auf den Befehl ,,ein Symbol schreiben*
und umgekehrt.

Eine Funktion f :C (£¢)¥ — £¢ heift nun genau dann berechenbar, wenn es . -
eine k-stellige Typ-2-Maschine M mit fj; = f gibt. o

Aufgabe 10

(a) Falsch. Das Flussdiagramm kann ,Dummy-Befehle“ mit nicht bere-.
chenbaren Funktionen enthalten. ~ ‘

(b) Richtig. -
(c) Richtig.
(d) Richtig.

(e) Richtig.

(f) Falsch. Die Menge ist sogar rekursiv.
(g) Falsch. Es gilt z B. {0} < K,.

(h) Falsch. Das Gegenteil wurde im Kurs konstatiert.

) .

(i) Richtig.






