
Kurs 01653 - Einfiihrung in die Theoretische Informatik A

Lösungshinweise zur zweiten Klausur am 19.03.20LL

Aufgabe 1 (u) Die erste Behauptung ist falsch, die beiden anderen treffen zu.

(b) Die zweite Behauptung lässt sich durch vollständige Induktion nach n be-
weisen. Wir führen dies aus:

Induktionsanfang n :0:

Es sei r € N beliebig. Dann gilt:

ES3 '0  (1 ,  (0 ,  r , 0 , .  .  .  ) )  :  ( 1 ,  (0 ,  n ,0 , . . . ) )  ( du  ESO :  i d )
: (r, (Dl=,* t oi, n - 0, 0, . ))

Also triffb die Behauptung in diesem Falle zu.
Induktionsschluss n -+ n + L:

Es sei r € N, und es geite z 2 n -l1. Dann gilt sowohl

( * )  r l n

als auch

( * * )  r ' n  f  0 .

Wegen (x) liefert die Induktionsvoraussetzung

/ r \
ES3' ' " (1 , (0 , r ,0 , . . . ) )  :  [  1 , (  t  i ,n ' r ,0 , . . . )  I  .

\ *Tt-, /

Mit (xx) ergibt sich zudem

ES3 (t ,  (D!:**r_.4n '  rr ,6,.  .  . ))
:  ( r , ( I r _1 " * r_n i I  ( *  -n ) , f r  Ln -  1 ,0 , , . . . ) )
:  ( t , ( IL ,*1-(n+1)  i ,n  -  (n  *  1) ,  O,  .  .  .  ) )  ,

also insgesamt

/
Bg3. ( rz+r ) (1 , (0 ,n ,0 , . .  ) )  :  I f ,1

\

was zu zeigen war.

i  i ,n ' (n,*1),0, . . . ) ) ,
, : l l *1 - (n*1)  

/



(c) Die Behauptung (3) aus (a) ergibt sich aus (2), indem man tr für n setzt.
Mit (3) folgt dann

/ c \

(Vr) ES3 "+ t  (1, (0, r ,o, .  .  ))  :  I  4, ( I  i ,  o, o, )  )
\ 

-t:t 
/

Gemäß Ein-/Ausgabecodierung für verallgemeinerte Registermaschinen er-
gibt sich aiso

fr

fu(r) :Du

f ü ra l l ea€N .

Aufgabe 2 (a) Wir beweisen Behauptung 2 durch vollständige Induktion nach
n : lg(w).

n: A : In diesem Fall ist ,u) : €, und mit f :: 3 erhalten wir durch leichte
Rechnung für alle u,,t) e. f* und c € f :

ES t  (3 ,  (u , c ,eBu) ) :  (7 , (uc ,B ,u ) ) :  (7 , (ucb rs ( ' ) , 8 ,u ) )  .

Also gilt die Behauptung in diesem Fall.

n -+n+7 :  Se i  nun  l g ( tu )  :  n *1 .  Danng ib t  es  u '  €E  und  d  €  X ,  so
dass a.r : du)'. Es gilt nun fiir aJle u,u € l* und c e f

ES3 (3, (a,c,wBu)) : (3, (uc,b,w'Bu)) ,

und zwar sowohl im Falle d,: a als auch im Falle d,:b. Es ist rg(w') : n.
wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf w' an, und zwar mit b
anstelle von c und uc anstelle von o. Danach existiert ein fr € N mit

ES" (3,  (uc,b,w'Bu)) :  (2 , (ocbbrs( ' ' ) ,  B,ü) :  (2 ,  (ucbte@),B,r ) ) .

Setzen wir t :: 3 + t' , dann folgt

ES' (3, (u,,c,wBu)) : (7,(ucbrc('),  B,u)) .

Dies war zu zeigen.

(b) Es seien tl1, u2 € E*gegeben. Für u : e, w :,u)Lt 1.!, :,tr2und c : B liefert
Behauptung 1 die Existenz eines t e N mit

ESt  (1,  ( r ,  B,w1Bw2)) :  (3 ,  (Bto1 ,8 ,w2)) :  (8 ,  (ur ,  B,w2B))  .



Fär u :'uJrt'111 :'rr)2t't-L : e und c : B liefert Behauptung 2 die Existenz
e ines f ' €Nmi t

ES/  (3,  ( t r ,B,wzB)) :  (7 , ( rn lBgrs(uz) , .B,e))  .

Es folgt

Bgu+t/ (1, (e, B,w1Bw2)) : (7, (wrBbts(' ,),  8,6)) .

Unter Berücksichtigung der Ein-/Ausgabecodierung fur Bandmaschinen ist
damit fu: f gezeigt.

Aufgabe 3 (a) Es sei / : N x N -+ N definiert durch f (n,*) :: rL * m f;jr
alle n, rn € N. Diese F\rnktion ist bekanntermaßen berechenbar. Die Stan-
dardnummerierung z5 ist definiert durch ,t(n):: aa für alle n e N. (Man
beachte, dass X einelementig ist.) Es gilt dann

ujr güy(n,m) : ,itg ({,a-) : u;r ({{") : ,it ("***) : n * nt,

für alle n,m eN. Daraus folg! ujLgüy : f . Da/ berechenbar ist, ergibt
sich mit Satz 6.1.6 die Berechenbarkeit von g.

(b) Die F\rnktion / : N x N -+ N erfullt die foigenden Rekursionsgleichungen:

f ( * , 0 ) : 1 - c (1 )

und

f ( r ,y  *1) : :  ( r *y  +1)  '  f@,u) :m(S(s( r ,a) ) , f  (n ,ü)

für alle n,U e N. (Dabei sind rz und s wie im Satz über primitiv-rekursive
Funktionen aus dem Anhang, und ,S ist die Nachfolgerfunktion.) Definiert
man nun h : N3 -+ N durch h(*,A, z) :: m (^9(s(r, A)), z), dann gilt offenbar

/ : Prk(cft),h). Ferner ist sowohl 
"lt) 

als auch h primitiv-rekursiv, denn

h: sub (rn,sub (s,s"u (r,pr[t),ortt,)) ,nt[')) .

Es folgt, dass / ebenfalls primitiv-rekursiv ist.



Aufgabe 4
Wir fähren den Beweis indirekt und nehmen dazu an, dass eine Nummerierung
z :C N -+ 2N existiert. Dann bilden wir die folgende Menge:

A: : { reNl r4"@)} .

Als Teilmenge von N besitzt Ä eine Nummer, d. h., es gibt ein i e N mit u(i,) : 1.
Nun können zwei Fälie auftreten: i e Ä oder i, e A.Im ersten Fall ergibt sich
i' $ u(i,): A, ein Widerspruch. Im zweiten Fall folgt i e u(i'): Ä, also ebenfalls
ein Widerspruch. Damit ist unsere Annahme falsch. Infolgedessen gibt es keine
Nummerienmg z :C N -+ 2N.

Aufgabe 5 (u) (1) Es sei Ä rekursiv, und B sei rekursiv-aufzählbar. Dann ist
sowohi A als auch B rekursiv-aufzählbar (s. Kurstext, 8.2.2). Nach
Satz 8.2.3.1 folgt, dass An B und Ä U B rekursiv-aufzählbar sind.

(2) Wiederum sei Ä rekursiv, und AUB sei rekursiv-aufzählbar. Dannist
die charakteristische Funktion cfa berechenbar, und es existiert ein
g e PQ mit Def(g) : At) B. Wir betrachten das folgende Flussdia-
grarnm -F'einer veraligemeinerten Registermaschine M :

0  :  'R1  : :  g (R) , I ;
1  :  c fa (41 )  : 1 ' ,  L ,2 ;
2: HAIIT

Da in F nur berechenba,re Funktionen und entscheidbare Tests vor-
kommen, ist f v € P(1). Ferner überzeugt man sich leicht, dass

De f ( f u ) :B \Ä

gilt. Also ist B \ A rekursiv-aufzähibar.

(b) Es sei Ä :: 0 und B ;: N\K, Dann ist Ä rekursiv und Ä O B : 0
rekursiv-aufzählbar, aber B \ Ä : N \ lf, ist nicht rekursiv-aufz'ähLbar -

Aufgabe 6
Da A rekursiv-aufzählbar ist, gibt es ein f e p1l mit Def(/) : Ä. Es sei nun

F ,: {h s p(t) |  Def(h) - A}.

Offenbar ist F 10. Es gilt aber auch F + PG), denn fur eine rekursiv-aufzählbare
Teiimenge B + A vonNundein g € P@ mit Def(g) : Bgiltsicherlich g f F.



Nach dem Satz von Rice ist damit die Menge

,p- ' lF l :  { i  € N I  po € F}:  {z e N lDef (p;)  -  A}

nicht rekursiv. Nach Satz 8.1.3.2 kann diese Menge dann auch nicht endlich sein.

Aufgabe 7 (a) Ftir alle n € N gilt

ucz(n)  6t r  s+ r t (n) : rz(n) .

Es sei also g : N -+ N definiert durch

nt"):{ä 3HJ'(") 
:tz(n)

Dann ist, wie lrrun r"fro.ll mit Hilfe einer geeigneten verallgemeinerten Re-
gistermaschine zeigt, g eine totale berechenbare Funktion. Es folgt, dass A
/cr2-rekursiv ist.

(b) Es sei h, :C N2 -+ N definiert durch

h(i ' ,  n) : :  2' (p, i(n) : 2' ue(i, ,  n)

für alle 'i,n eN. Da wegen des utm-Theorems und der Berechenbarkeit der
Multiplikation mit 2 die F\rnktion h 6 p(z) ist, liefert das smn-Theorem
eine Funktion g € r?(1) mit

gsl l(n) :2'q' i(n) für al le i ,  n € N'

Damit folgt

twice (Vo) (") :2-gi(n) : estü(n) für al le i ,  rz € N,

und genau dies war ztt zeigen.

Aufgabe 8

Wir skizzieren eine Typ2-Masctite M, die eine F\rnktion fv :c !- -+ X'
berechnet, so dass

z' p(p) : pf u(p)



ftir alle p e Def(p) gilt. Daraus folgt dann, dass / eine (p, p)-berechenbare, also
eine berechenbare F\rnktion ist.

Wir beschreiben das Verhalten von M bei Eingabe von p : uo#ar#... : Für
jedes k : 0,1,... berechnet M ein Wort to1. € Def(2.6), so dass

4ar (wk) : 2' L/tat(ru+t)

gilt. (Dies ist möglich, da die Multiplikation mit 2 auf den rationalen Zaklen bez.
2,6 berechenbar ist.) Dabei g:.bt M sukzessive die Folge r: wa#wr#... am.

Fü ra l l ekeNg i l tm rn

lZ.  p(p)  -  u ,ar (u)k) l
:  l Z .  p (p )  -  2 .u ,a t ( r r+ . )  |
:  z ' l  p(p) - urat (rr+t) |

:  2-n.

Damit ist r € Def (p), und, falls wir n : p(1t) setzen, so konvergiert die Folge der
uü (wk) schnell gegen f (r) : 2 - r,

pfu(p) : p(r) :  . l im u,ü(wk) : 2'p(p),

was zu zeigen war.

Aufgabe 9 1. (a) Richtig

(b) Falsch.

(c) Richtig.

(d) Richtig.

(e) Falsch.

2. (f) Falsch.

(g) Falsch.

(h) Richtig.

(i) Richtig

0) Richtig.


