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Kurs 01653 — Einfiihrung in die Theoretische Informatik A

Losungshinweise zur zweiten Klausur am 19.03. 2011

Aufgabe 1 (a) Die erste Behauptung ist falsch, die beiden anderen treffen zu.

(b) Die zweite Behauptung lisst sich durch vollsténdige Induktion nach n be-
weisen. Wir fithren dies aus:

Induktionsanfang n = 0:
Es sei z € N beliebig. Dann gilt:

ES*9(1,(0,2,0,...)) = (1,(0:%0,:. ) (da ES® = id)
= LD =00, -
Also trifft die Behauptung in diesem Falle zu.

Induktionsschluss n — n + 1:
Es sei z € N, und es gelte > n+ 1. Dann gilt sowohl

(x) z>n
als auch
(#x%) z=n #0.

Wegen (*) liefert die Induktionsvoraussetzung

i=z+1-n

ES3'“(1,(0,:!:,0,...))=(1,( Z i,:s:én,{],...)).

Mit (*x) ergibt sich zudem

E83 (l? (Zf———:ﬂ+1—n i‘ Z-=mn, U! e ))
(1,(Ef=m+1_ni+(w*n),x'—n«‘—l,[),...))

= (1’ (Zf=x+1—(n+1) LT~ (n 25 1): 0;00 )) ’
also insgesamt

€T

Es3-(n+1)(1,(0,;{:’0,...)): (1,( Z i,z =~ (n+1),0,...) |,

1=z+4+1—(n+1)

was zu zeigen war.



(c)

Die Behauptung (3) aus (a) ergibt sich aus (2), indem man z fiir n setzt.
Mit (3) folgt dann

(Vz) ES*** (1,(0,2,0,...)) = (4, (Xm: 00 )) s

i=1

Geméf Ein-/Ausgabecodierung fiir verallgemeinerte Registermaschinen er-
gibt sich also

T

fu(z) =) i

=1

fiir alle z € N.

Aufgabe 2 (a) Wir beweisen Behauptung 2 durch vollstindige Induktion nach

(b)

n = lg(w). .
n =0 : In diesem Fall ist w = &, und mit ¢ := 3 erhalten wir durch leichte
Rechnung fiir alle u,v e T* und c € I':

ES* (3, (v, ¢c,eBu)) = (7, (vc, B,u)) = (7, (veb'®®, B, u)) .

Also gilt die Behauptung in diesem Fall.

n—mn+1: Sei nun lg(w) = n+ 1. Dann gibt es w’ € £* und d € X, so
dass w = dw'. Es gilt nun fiir alle w,v € * und c € T

ES? (3, (v, ¢,wBu)) = (3, (ve, b, w'Bu)),

und zwar sowohl im Falle d = a als auch im Falle d = b. Es ist lg(w') = n.
Wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf w’ an, und zwar mit b
anstelle von ¢ und ve anstelle von v. Danach existiert ein ¢’ € N mit

ESY (3, (ve, b,w'Bu)) = (7, (vebb®™) B, u)) = (7, (veb'®™), B,u)).
Setzen wir t := 3 + ¢/, dann folgt

ES* (3, (v, ¢, wBu)) = (7, (veb'®™), B, u)).
Dies war zu zeigen.

Es seien w;, w, € X* gegeben. Fiir v = ¢, w = wy, u = ws und ¢ = B liefert
Behauptung 1 die Existenz eines ¢ € N mit

ESt(l, (E,B,w1B‘w2)) = (3, (Bwl,B, 'wz)) = (3, ('lU],B,'leB)) 5
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Fiir v = wy, w = ws, u = € und ¢ = B liefert Behauptung 2 die Existenz
eines t' € N mit

Est( (31 (wlt B: 'tUzB)) = (77 (wlelg(wg)’ B&‘E)) g
Es folgt
ES™ (1, (¢, B, w1 Buy)) = (7, (w1 BbE™2), B ¢)).

Unter Beriicksichtigung der Ein-/Ausgabecodierung fiir Bandmaschinen ist
damit fyr = f gezeigt.

Aufgabe 3 (a) Es sei f : N x N — N definiert durch f(n,m) := n+ m fiir
alle n,m € N. Diese Funktion ist bekanntermafien berechenbar. Die Stan-
dardnummerierung vy, ist definiert durch vs(n) := a® fiir alle n € N. (Man
beachte, dass ¥ einelementig ist.) Es gilt dann

Vil,t}f"z(ﬂ, m) F Vﬂ-—lg (an1 am) = UL:.l (anam) o V£1 (anm) =ntm

fiir alle n,m € N. Daraus folgt vg'gi%s = f. Da f berechenbar ist, ergibt
sich mit Satz 6.1.6 die Berechenbarkeit von g.

(b)  Die Funktion f : Nx N — N erfiillt die folgenden Rekursionsgleichungen:
f(z,0)=1=c"
und
fl@,y+1) = (@ +y+1)- f(z,y) =m(S(s(z,9)), f(z,y))

fiir alle z,y € N. (Dabei sind m und s wie im Satz iiber primitiv-rekursive
Funktionen aus dem Anhang, und S ist die Nachfolgerfunktion.) Definiert
man nun h : N*> — N durch h(z, y, 2) := m (S(s(z,y)), z), dann gilt offenbar
f = Prk(c!", h). Ferner ist sowohl " als auch h primitiv-rekursiv, denn

h = Sub (m, Sub (S, Sub (s, prga), préﬁ))) . prgs)) .

Es folgt, dass f ebenfalls primitiv-rekursiv ist.



Aufgabe 4
Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen dazu an, dass eine Nummerierung
v :C N — 2N existiert. Dann bilden wir die folgende Menge:

A={zeN|z¢v(z)}

Als Teilmenge von N besitzt A eine Nummer, d. h., es gibt ein ¢ € N mit v(i) = A.
Nun kénnen zwei Fille auftreten: ¢ € A oder ¢ ¢ A. Im ersten Fall ergibt sich
i ¢ v(i) = A, ein Widerspruch. Im zweiten Fall folgt i € v(i) = A, also ebenfalls
ein Widerspruch. Damit ist unsere Annahme falsch. Infolgedessen gibt es keine
Nummerierung v :C N — 2N,

Aufgabe 5 (a) (1) Essei A rekursiv, und B sei rekursiv-aufzihlbar. Dann ist
sowohl A als auch B rekursiv-aufzéhlbar (s. Kurstext, 8.2.2). Nach
Satz 8.2.3.1 folgt, dass AN B und A U B rekursiv-aufzéhlbar sind.

(2) Wiederum sei A rekursiv, und AU B sei rekursiv-aufzihlbar. Dann ist
die charakteristische Funktion cf berechenbar, und es existiert ein
g € PW mit Def(g) = AU B. Wir betrachten das folgende Flussdia-
gramm F' einer verallgemeinerten Registermaschine M :

0: Ry :=g(R), 1;
1z ehlBs) =1,1,2
2 : HALT

Da in F' nur berechenbare Funktionen und entscheidbare Tests vor-
kommen, ist fas € P). Ferner iberzeugt man sich leicht, dass

Def (fy) =B\ A
gilt. Also ist B\ A rekursiv-aufzahlbar.

(b) Es sei A := () und B := N\ K,. Dann ist A rekursiv und ANB = 0
rekursiv-aufzihlbar, aber B \ A = N\ K,, ist nicht rekursiv-aufzéhlbar.

Aufgabe 6
Da A rekursiv-aufzihlbar ist, gibt es ein f € P mit Def(f) = A. Es sei nun

F:={h € PV | Def(h) = A}.

Offenbar ist ' # (. Es gilt aber auch F' # P, denn fiir eine rekursiv-aufzihlbare
Teilmenge B # A von N und ein g € P") mit Def(g) = B gilt sicherlich g ¢ F.
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Nach dem Satz von Rice ist damit die Menge
¢ '[Fl={ieN| g € F} = {i € N| Def () = A}
nicht rekursiv. Nach Satz 8.1.3.2 kann diese Menge dann auch nicht endlich sein.

Aufgabe 7 (a) Fiir alle n € N gilt
vea(n) € A <= mi(n) = m(n).
Es sei also g : N — N definiert durch

[ 1 falls m(n) = m(n)
9(n) = { 0 sonst. :

Dann ist, wie man schnell mit Hilfe einer geeigneten verallgemeinerten Re-
gistermaschine zeigt, g eine totale berechenbare Funktion. Es folgt, dass A
Veo-rekursiv ist. '

(b) Essei h:C N2 — N definiert durch
h(i,m) =2 - pi(n) =2 - uy,(i,n)

fiir alle 7, n € N. Da wegen des utm-Theorems und der Berechenbarkeit der
Multiplikation mit 2 die Funktion h in P® ist, liefert das smn-Theorem
eine Funktion g € R™M) mit

Pg(i)(m) = 2 - i(n) fiir alle i,n € N.
Damit folgt
twice (;) (n) = 2 - @i(n) = @y(5)(n) fiir alle 4,7 € N,

und genau dies war zu zeigen.

Aufgabe 8

Wir skizzieren eine Typ-2-Maschine M, die eine Funktion fy :C ¥ — ¥¥
berechnet, so dass

2- p(p) = pfm(p)



fiir alle p € Def(p) gilt. Daraus folgt dann, dass f eine (p, p)-berechenbare, also
eine berechenbare Funktion ist.

Wir beschreiben das Verhalten von M bei Eingabe von p = wug#u#--- : Fiir
jedes k = 0,1, ... berechnet M ein Wort wy, € Def(1at), so dass

Vrat (wk) = 2 Vet (uk+1)

gilt. (Dies ist moglich, da die Multiplikation mit 2 auf den rationalen Zahlen bez.
Vrat berechenbar ist.) Dabei gibt M sukzessive die Folge r = wo#uq# - - - aus.

Fiir alle k£ € N gilt nun

12 p(p) — Vrat (wi) |
| 2- p(p) —-2- Vrat (uk+1) |

= 2-|p(p) — veat (Uk41) |
< 9% 9—(k+1)

= 2°F,

Damit ist r € Def(p), und, falls wir z = p(p) setzen, so konvergiert die Folge der
Vrat (W) schnell gegen f(z) =2 - z:

phu(p) = pr) = lim viwy () = 2+ p(p),
was zu zeigen war.

Aufgabe 9 1. (a) Richtig.
(b) Falsch.



