Vorbemerkungen zur Klausur zum Kurs 01654
swEinfiihrung in die Theoretische Informatik B ¢

Es miissen Thnen 9 Blatter Klausurtext vorliegen:

das Deckblatt fiir Thre Loésungen,

e cine Teilnahmebescheinigung fiir das Finanzamt,

diese Vorbemerkungen,

5 Blétter mit 8 Aufgaben,

ein Anhang.

Fillen Sie bitte vor der Bearbeitung das Deckblatt aus (Matrikel-Nr., Name, Adresse)
und legen Sie es mit den Ausweisen zur Kontrolle bereit.

Fiir die Bearbeitung haben Sie 3 Stunden Zeit. Aufler Schreibzeug sind keinerlei Hilfsmittel
erlaubt.

Schreiben Sie bitte leserlich und lassen Sie einen breiten Korrekturrand. Beginnen Sie
moglichst fiir jede Aufgabe eine neue Seite.

Folgende Unterlagen sind zusammengeheftet abzugeben:

e das ausgefiillte Deckblatt (bitte bearbeitete Aufgaben ankreuzen),
e die ausgefiillte Finanzamt-Bescheinigung (sofern gewiinscht),

e hre Losungsblitter, moglichst in der Reihenfolge der Aufgaben. Schreiben Sie zur
Sicherheit auf jedes Blatt nochmals Name und Matrikel-Nr.

Die Klausur ist bestanden, wenn Sie 40 von 100 Punkten erreichen. Wir bemiihen uns,
die Klausur ziigig zu korrigieren und zuriickzusenden. Sollten Sie nach zwei Wochen noch
keine Nachricht haben, konnen Sie Thr Ergebnis im Lehrgebiet erfragen.

Viel Erfolg!

Mit freundlichen Griiflen
IHRE KURSBETREUER



Aufgabe 1 (30 Punkte)

Es wird jede richtig beantwortete Frage mit 1 Punkt, jede falsch beantwortete
Frage mit -1 Punkt und jede nicht beantwortete Frage mit 0 Punkten bewertet. Insge-
samt konnen fiir jede Teilaufgabe nur nicht negative Punktzahlen erzielt werden.

Um eine Frage zu beantworten kreuzen Sie das entsprechenden Kistchen in der Zeile an.
Falls Sie eine Frage nicht beantworten wollen, dann machen Sie bitte kein Kreuz in der
Zeile.

1.) Sei ¥ = {0, 1}. Welche der folgenden Aussagen ist/sind fiir alle A, B C ©* korrekt?

korrekt falsch
[ 1] [ ] AusA<,qBund B e PSPACE folgt A € PSPACE.
[ 1] [ ] AusA<,,Bund A€Pfolgt BeP.
[ ] [ ] Aus A<,q Bund B <,y A und A NP-vollstindig folgt B ist
NP-vollstindig.
] Aus A € NP und B NP-hart folgt A <, B.
] Aus A ist NP-vollsténdig folgt SAT <,y A.
] A Spol {07 1’ OO}
] Aus SAT <, A und A € NP folgt A ist NP-vollsténdig.

————

2.) Welche der folgenden Mengen ist/sind deterministisch kontextfrei (dkf)?
Dabei ist (a;...a,)® =a,...a1, a; € {0,1} und e® = ¢.

dkf nicht dkf

(] [ ] {ebe@ | mn>0}

[ 1 [ ] {ww® |we{0,1}}

[ 1 [ ] {ww® | we{0,1}}

[ ] [ ] ({a,b,c}*\{a™b"c™ | n,m € N}) U ({a,b, c}*\{a"b™c™ | n,m € IN})

3.) Welche der folgenden Sprachen ist/sind regulir?

reguldr nicht reguldr
[ ] [ ] {ww | we{0}}
[ ] [ ] {a"b™ | n gerade}
[ ] ] {a™™ | n ist gerade und m ist durch 3 teilbar}



4.) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[ ] ] Jede zeitkonstruierbare Funktion f : IN — IN ist auch bandkonstruierbar.

[ ] n+log n ist bandkonstruierbar

] VkeN.yn-(log n)f € o(n)

] log n ist zeitkonstruierbar

] Vk e N. log(n*) € O(log n)

] Vk e N.(logn)* € O(logn)

—————_—
—— — —— —— —— —

5.) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[0
[ ]
[ ]
]
]

] L((aub)*a(aUbd)) = {w € {a,b}* | der vorletzte Buchstabe in w ist ein a}
[ ] VL,M. L regulir und M kontextfrei = L N M kontextfrei
[ ] VL. L deterministisch kontextfrei = L* deterministisch kontextfrei
[ ] Fiir regulire und kontextfreie Sprachen ist das Wortproblem entscheidbar.
[ ] Die Menge der C-Programme ist eine kontextfreie Menge.

6.) Welche der folgenden Ausssagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ 1 [ ] ZEIT(n) ¢ ZEIT(n log n)
[ 1 [ 1 Austy e O(n)folgt, dass die Turingmaschine
M fiir jede Eingabe hiilt.
[ 1 [ ] AusNeNZEIT(n?) und N C {0,1}* folgt:
M € ZEIT(n). N ={z | 3y € {0,1}*.zy € M und lg(y) € O((lg(z))?)}
[ ] [ ] PSPACE ¢ NPSPACE
[ 1] [ ] P=LOGSPACE & {¢} ist P-vollstindig

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Geben Sie Definitionen an fiir:

(a) die von einer nichtdeterminierten Turingmaschine M = (F,X* &* EC, AC) mit
F=(Q,D,d,qo,s,Q.) erkannte Sprache Ly,

(b) P

(c) M C Z* ist NP-hart

(d) L ist NP-vollstandig

(e) den Begriff Formale Sprache
(f)

f) die von einem Automaten A = (X, Q, go, F, §) erkannte Sprache L(A)



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Zu zwei totalen Funktionen f, ¢ : IN — IN definieren wir die Funktionen f +¢:IN - IN
und fog:IN — IN wie folgt:

VneN. (f+g)(n) := f(n)+g(n)und
vnelN. (fog)(n) := flg(n)).

Seien also f,g: IN — IN gegeben. Beweisen Sie:
(a) Gilt f(n) > n fir allen € IN, dann gilt g+ (fog) € O(fog).
(8 Punkte)

(b) Sind f und g zeitkonstruierbar und gilt f(n) > n fiir alle n € IN, dann ist auch fog
zeitkonstruierbar.
(5 Punkte)

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Die Reduktion <y ist wie folgt definiert:

A<y B & (Hf S FZEIT(H)V(E:L‘ €EAs f(.’E) € B)
Zeigen Sie:

(a) Die Sprachklasse P ist unter <p;y abgeschlossen.
(8 Punkte)

(b) Es gibt keine vollstindigen Sprachen fiir P bzgl. <;;n.
(7 Punkte)

Aufgabe 5 (11 Punkte)

Sei
DOPPELT := {d(a)}. .. td(am)td(N)id(M) | N, M,ay, ... am € N, N < M A
ALJCA{L,...,m} Y@ =N AY ., =M A INJ =0}

(i) Beweisen Sie durch die Angabe einer Reduktion:
RUCKSACK <, DOPPELT

(7 Punkte)

(ii) Zeigen Sie, dass die Sprache DOPPELT eine NP-vollstandige Sprache ist.
(4 Punkte)

Dabei bezeichnet d(n) € {0,1}* die in Dualnotation dargestellte Zahl n € IN.



Aufgabe 6 (11 Punkte)

a) Geben Sie fiir die folgenden Sprachen L;,1 < i < 3, reguliire Ausdriicke o; an, so
dass L; = L(w;) gilt:

(i) Ly = {w € {a,b}* | w=a oder Iv € {a,b}*.w = vb}

(1 Punkt)

(ii) Ly = {w € {a,b}* | w beginnt mit einem a und endet mit einem b}
(1 Punkt)

(i) Lo = {w € {a,b}" | faw) > 2}
(1 Punkt)

b) Geben Sie fiir die folgenden Sprachen L;,1 < ¢ < 2, endliche Automaten A; an, so
dass L; = L(A;) gilt:

(1) L1 = {w € {a,b}* | f#a(w) ist gerade und f#s(w) ist ungerade}
(2 Punkte)

(ii) Ly = {w € {a,b}* | w enthilt ab oder w enthlt ba als Teilwort}
(2 Punkte)

c) Geben Sie einen determinierten endlichen Automaten A an, mit
L(A) = {w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort ab genau einmal}

(8 Punkte)

d) Geben Sie eine rechtslineare Grammatik G an mit
L(G) = {w € {a,b} | w enthilt das Teilwort ab}

(1 Punkt)

Hierbei bezeichnet f,(v) die Haufigkeit des Vorkommens von z in v, z € {a, b}.

Hinweis: Beweise, dass Thr Automat/Ihre Grammatik /Ihr regulirer Ausdruck die jeweilige
Sprache akzeptiert/erzeugt/erzeugt, brauchen nicht gefiihrt zu werden.



Aufgabe 7 (10 Punkte)

Beweisen Sie mit dem Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen, dass die Sprache
L:={a"b™c™d*™ | n,m >0}

nicht kontextfrei ist.

Aufgabe 8 (14 Punkte)

Gegeben ist die folgende kontextfreie Grammatik G = (I, %, R, S)
mit ¥ = {<,>},1I = {S} und der Regelmenge R:

S—=<S>| 85 | e
Sei weiterhin

L:={we{<,>}" | §<(w)=t>(w) und fiir jedes Prifix u von w gilt §(u) > f>(u)}.
(a) Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion die Aussage:

Vn e NVw € (SUID (S = w= f(w) = ts(w)
und fiir jedes Préfix u von w gilt §(u) > f(u))

(4 Punkte)

(b) Zeigen Sie mit (a), dass L(G) C L gilt.
(2 Punkte)

(c) Beweisen Sie L C L(G). Sie diirfen dabei ohne Beweis die folgende Aussage (*)
benutzen:

(x*) Vwe L\{e}.(3ue Low=<u>) V(Eu,ve L, u#w,v#w w=uv).

(4 Punkte)

(d) Beweisen Sie die Aussage (x) aus Aufgabenteil (c).
(4 Punkte)

Hierbei bezeichnet i, (v) die Haufigkeit des Vorkommens von z in v, z € {<,>}.



Anhang

Das Rucksackproblem ist wie folgt definiert:

RUCKSACK := {d(N)fd(k))f ... 4d(kn) | IM C {1,...,n}. > ki = N},

ieM

wobel d(k) wieder die Dualdarstellung der Zahl & ist.

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Mengen

Sei L C ¥* kontextfrei. Dann gibt es ein p € IN so dass man jedes Wort z € L mit
lg(z) > p so in Teilworte u, v, w, z,y zerlegen kann, dass gilt:

z = wwwzy, vr # ¢, lglvwz) < p und Vi > 0.uv'wz'y € L.



